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V  0  R  W  0  E  T. 


X>ei  dor  Ent Wickelung,  welche  die  Algebra  in  den  letzten  Jahr- 
zehnten genommen  hat,  dürfte  eine  zusammenfassende  Darstellung 
und  Verknüpfung  der  verschiedenen  theoretischen  Betrachtungen 
und  mannigfachen  Anwendungen  auch  nacli  dem  für  seine  Zeit 
trefflichen  Lehrbuch  von  Serret  nützlich  sein. 

Seit  Jahren  hege  ich  den  Plan  eines  solchen  Unternehmens, 
das  ja  gross  und  weitaussehend  erschien,  und  mancherlei  Vor- 
arbeiten erforderte.  Erst  iiachi^em  ich  in  Uoiversitätsvorlesungen 
mehrmals  das  Gebiet  im  Ganzen  durchwandert  und  einzelne 
Theile  specieller  behandelt  hatte,  entschloss  ich  mich,  an  die 
Ausführung  des  Werkes  zu  gehen,  von  dem  jetzt  der  erste  Band 
vollendet  vorliegt. 

Es  war  meine  Absicht,  ein  Lehrbuch  zu  gehen,  das,  ohne 
viel  Vorkenntnisse  vorauszusetzen,  den  Leser  in  die  moderne 
Algebra  einführen  und  auch  zu  den  höheren  und  schwierigeren 
Partien  hinführen  sollte,  in  denen  das  Interesse  an  dem  Gegen- 
stände erst  recht  lebendig  wird.  Dabei  sollten  die  erforderlichen 
Hülfsmittel,  die  elementaren  sowohl  als  die  höheren,  aus  dem 
Gange  der  Entwickelung  selbst  abgeleitet  werden,  um  die  Dar- 
stellung von  anderen  Lehrbüchern  möglichst  unabhängig  zu  machen. 

Zwei  Dinge  sind  es,  die  für  die  neueste  Entwickelung  der 
Algebra  ganz  besonders  von  Bedeutung  geworden  sind;  das  ist 
auf  der  einen  Seite  die  immer  mehr  zur  Herrschaft  gelangende 
Gruppentheorie,  deren  ordnender  und  klärender  Einfluss  überall 
zu   spüren   ist,    und    sodann   das   Eingreifen    der  Zahlentheorie. 


y  Google 


Wenn  auch  die  Algebra  zum  Theil  über  die  Zahlentlieorie  hin- 
ausgeht, und  in  andere  Gebiete,  z,  B,  die  Function entheorie  oder 
in  ihren  Anwendungen  auch  in  die  Geometrie  hinüber  greift,  so 
ist  doch  die  Zahlenlehre  immer  das  vorzüglichste  Beispiel  für 
alle  algebraischen  Betrachtungen,  und  die  Fragen  der  Zahlcn- 
theorie,  die  heute  im  Vordergrund  des  Interesses  stehen,  sind 
vorwiegend  algebraischer  Natur.  Hierdurch  war  der  Weg  be- 
zeichnet, den  ich  in  meiner  Arbeit  zu  gehen  hatte. 

Der  grosse  Stoff  ist  in  zwei  Bände  vertheilt  Der  erste  Band 
enthält  den  elementaren  Tbei!  der  Algebra,  den  man  mit  einem 
hergebrachten  Ausdruck  als  Buchstabenrechnung  bezeichnen 
kann,  sodann  die  Vorschriften  über  die  numerische  Berechnung 
der  Gleichungs wurzeln  und  die  Anfänge  der  Galois'schen  Theorie. 
Der  zweite  Band,  der  dem  ersten  hoffentlich  in  kurzer  Zeit 
folgen  wird,  soll  die  allgemeine  Theorie  der  endlichen  Gruppen, 
die  Theorie  der  linearen  Substitutionsgruppen  und  Anwendungen 
auf  verschiedene  einzelne  Probleme  bringen,  und  soll  abschlieasen 
mit  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  wo  der  Versuch 
gemacht  ist,  die  verschiedenen  Gesichtspunkte,  unter  denen  diese 
Theorie  bisher  betrachtet  worden  ist,  zu  vereinigen. 

Endlich  soll  der  zweite  Band  ein  alphabetisches  Register 
über  beide  Bände  bringen. 

Wie  es  bei  einer  Disciplin,  die  in  rascher  Entwickelung 
begriffen  ist,  und  an  der  von  den  verschiedensten  Seiten  gearbeitet 
wird,  nicht  andere  sein  kann,  ist  auch  in  der  Algebra  der  Sprach- 
gebrauch und  die  Bezeichnungsweise  sehr  mannigfaltig  und  häufig 
nicht  übereinstimmend.  Dadurch  wird  eine  einheitliche  Dar- 
stellung und  das  Eindringen  in  die  verschiedenen  Arbeiten  sehr 
erschwert. 

Ich  habe  mich  daher  bemüht,  eine  möglichst  zweckmässige 
Äusdrucksweise  einheitlich  beizubehalten,  und  habe  mich  dabei 
vielfach  mit  Fachgenossen  berathen.  Ich  darf  die  Hoffnung  aus- 
sprechen, dadurch  zur  Befestigung  einer  einheitlichen  Termino- 
logie beigetragen  zu  haben. 

Die  Literaturnach  Weisungen  und  historischen  Notizen,  die 
in  dem  Buche  gegeben  sind,  machen  in  keiner  Weise  den  An- 
spruch auf  Vollständigkeit,  wenn  ich  auch  bemüht  gewesen  bin, 
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nacli  Möglichkeit  die  wichtigsten  Quellen  und  literarischen  llülfs- 
mittel  an  geeigneter  Stelle  zu  erwähnen. 

Es  ist  mir  eine  angenehme  Pflicht,  so  manchem  Freunde  und 
Collegen,  der  an  dem  Fortschreiten  meiner  Arbeit  regen  und 
thatkräffcigen  Äntheii  genommen  hat,  hier  meinen  Dank  auszu- 
sprechen. Zuerst  gilt  dieser  Dank  meinem  Freunde  Dedekind 
für  seine  treue  Hülfe  bei  der  Correctur,  und  wenn  er  auch  auf 
den  Plan  und  die  Ausführung  meines  Werkes  keinen  Einfiuss 
ausgeübt  hat,  so  möchte  ich  doch  nicht  unerwähnt  lassen,  dass 
ich  schon  vor  vielen  Jahren  durch  ein  Heft  einer  Vorlesung,  die 
er  im  Winter  1857/58  in  Göttingen  über  höhere  Algebra,  ins- 
besondere über  die  Theorie  von  Galoia  gehalten  hat,  ein  noch 
lebhafteres  Interesse  für  diese  Theorie  gewonnen  habe,  die  vordem 
auf  unseren  Hochschulen  in  solcher  Vollständigkeit  wohl  noch 
nicht  vorgetragen  war. 

Auch  der  mannigfachen  Anregung  und  Belehrung  habe  ich 
hier  zu  gedenken,  die  ich  meinem  Freund  und  Collegen  F.  Klein 
verdanke,  der  das  Fortschreiten  der  Arbeit  mit  regstem  Interesse 
begleitet  hat  und  dessen  sachkundiger,  stets  bereitwilligst  ge- 
gebener Rath  in  manchen  Theilen  des  Buches  von  grossem  Einfluss 
gewesen  ist. 

Ich  kann  liier  nicht  alle  Fachgenosaen  und  Freunde  namhaft 
machen,  die  mich  durch  ihren  Rath  unterstützt  haben,  wie  der 
Leser  an  den  betreffenden  Stellen  finden  wird.  Aber  der  Herren 
E.  Hess  in  Marburg,  Fr.  Meyer  in  Clausthal,  li.  Fricke  in 
Braunschweig,  die  durch  kundige  und  sorgfältige  Ausführung 
der  mühevollen  Correctur  der  Druckbogen  Genauigkeit  und 
Richtigkeit    des   Textes   gefördert   haben,    muss    ich    hier   noch 


Endlich  gilt  mein  Danlc  der  Verlagsbuchhandlung,  die  durch 
bereitwilliges  Eingehen  auf  meine  Wünsche,  durch  Sorgfalt  in 
Druck  und  Ausstattung  wesentlich  zum  Gelingen  des  Ganzen 
i  hat. 


Göttingeii,  im  November  1894. 

Der  Verfasser. 
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EINLEITUNG. 


Wir  setzen  bei  unseren  Betrachtungen  die  natürlichen 
Zahlen  1,2,3...  und  die  Regeln,  nach  denen  mit  diesen 
Zahlen  gerechnet  wird,  als  bekannt  und  gegeben  voraus.  Die 
ftmdamentalen  ßeehenarten,  die  sogenannten  vier  Species,  sind 
die  Addition,  die  Multiplication,  zu  der  als  Wiederholung 
das  Potenziren  gehört,  die  Subtraction  und  die  Division. 
Die  beiden  ersten  heissen  die  directen  Rechenoperationen;  sie 
sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  im  Reiche  der  natürlichen 
Zablen  unbegrenzt  ausgeführt  werden  können.  Die  eVste  der 
indirecten  oder  inversen  Operationen,  die  Subtraction,  lässt  sich 
nur  dann  ausführen,  wenn  der  Minuend  grösser  ist  als  der  Sub- 
trahend. 

Die  Aufgabe  der  Division  kann  man  auf  zwei  Arten  auf- 
fassen. Bei  der  ersten  elementaren  Auffassung  wird  gefragt,  wie 
oft  der  Divisor  im.  Dividenden  enthalten  ist.  Eine  Zaiil  ist 
nicht  in  einer  kleineren  enthalten.  Ist  aber  der  Dividend  gleich 
oder  grösser  als  der  Divisor,  so  giebt  die  Beantwortung  der 
Frage  einen  Quotienten  und  in  den  meisten  Fällen  einen  Rest, 
der  kleiner  als  der  Divisor  ist.  Wenn  kein  Rfeet  bleibt,  so  sagt 
man,  die  Division  geht  auf,  oder  der  Dividend  ist  durch 
den  Divisor  theiibar,  oder  der  Divisor  ist  ein  Factor  oder 
Theiler  der  Zahl,  die  den  Dividenden  bildet. 

Diese  Aufgabe,  die  sich  schon  auf  den  ersten  Stufen  der 
Rechenkunst  einstellt,  führt  zu  einer  tiefer  liegenden  Unterschei- 
dung der  Zahlen,  die  das  Fundament  aller  Zahlentheorie  ist. 

Da.  ein  Factor  nie  grösser  sein  kann  als  die  Zahl,  deren 
Factor  sie  ist,  so  hat  jede  Zahl  nur  eine  endliche  Ani^ahl  von 
Factoren.  Jede  Zahl  ist  durch  1  und  durch  sich  selbst  tlieilbar, 
und  eine  Zahl,  die  sonst  keinen  Theiler  hat,   heisst  eine  Prim- 

W,.b.sf,    Alg=brj.    I.  1 
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zahl.  Die  Zahl  1  selbst  pflegt  man  aus  Zweckmässigkeitsgründen 
nicht  als  Primzahl  zu  bezeichnen.  Sind  zwei  Zahlen  durch  eine 
dritte  theilbar,  so  ist  auch  die  Summe  und  die  Differenz  der 
beiden  ersten  durch  die  dritte  theilbar;  und  ist  eine  Zahl  durch 
eine  zweite,  diese  durch  eine  dritte  theilbar,  so  ist  auch  die  erste 
durch  die  dritte  tlieilbar. 

Zwei  Zahlen  haben  immer  den  gemeinsamen  Theiler  I. 
Wenn  sie  keinen  anderen  gemeinsamen  'i'heiler  haben,  wie  z,  B. 
die  Zahlenpaare  5  und  7  oder  "21  und  38,  so  heissen  die  beiden 
Zahlen  relative  Primzahlen  oder  auch  theilerfremde 
Zahlen. 

Unter  den  gemeinsamen  Theilern  von  irgend  zwei  gegebenen 
Zahlen  wird  einer  der  grösste  sein  und  es  ist  eine  sehr  wichtige 
Aufgabe,  diesen  grössten  gemeinschaftliehen  Theiler  zu  finden. 
Dazu  führt  ein  Vei-fahren,  das  unter  dem  Namen  Algorithmus 
des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  beka.nnt  ist  und  sich 
schon  bei  Euklid')  findet. 

Sind  a,  Ui  die  beiden  Zahlen,  so  nehme  man  die  grossere 
von  ihnen,  die  a  sei,  als  Dividenden,  die  kleinere  m,  als  Divisor, 
und  bestimme  den  Quotienten  gi;  und  wenn  die  Division  nicht 
aufgeht,  den  .Rest  «j,  also  «  =  gi  Oj  -j-  % ,  so  dass  o-i  <  «i  ist. 
Jeder  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  Ui  ist  dann  auch  ge- 
meinschaftlicher Theiler  von  aj  und  «j  und  umgekehrt.  Verfährt 
man  mit  a^,  a^  ebenso  wie  mit  a  und  «^  und  setzt,  wenn  die  Division 
nicht  aufgeht,  Ui  =  ^^  '*2  +  «j.  so  ist  wieder  a^  <  «.;,  und  jeder 
gemeinschaftliche  Theiler  von  «i  und  Oj  ist  auch  gemeinschaft- 
licher Theiler  von  0^  und  %  und  umgekehrt.  Fährt  man  auf 
diese  Weise  fort  zu  dividiren,  so  muss,  da  die  Zahlen  a,  a, ,  a^,  »3 . . . 
imnier  abnehmen,  nothwendiger  Weise  die  Division  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Schritten  aufgehen,  und  es  muss  also  zu- 
letzt ein  Paar  von  Gleichungen  «^_2  ^  ffc— i  «1.— 1  ~t-  ttp^ 
a^.—j  ^=  q_^a^  auftreten.  Dann  ist  a^  ein  gemeinschaftlicher 
Theiler  aller  vorausgehenden  o,  also  auch  von  a  und  Qi,  und 
jeder  gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  «j  ist  Theiler  von  a^. 
Also  ist  öp  der  grÖsste  gemeinschaftliche  Theiler  von  a 
und  «i,  und  wir  sind  zugleich  zu  dem  Satze  gelangt,  dass  jeder 
gemeinschaftliche  Theiler  zweier  Zahlen  in  ihrem  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theiler  aufgehen  muss. 

1)  Elemente,  Euch  VII,  II,  Bd.  II  der  IIi;iberg'ed]eu  Ausgabe, 


y  Google 


Zerlegung  in  Primzahlen.  3 

Sind  a  und  «i  relative  Primzahlen,  so  ist  dor  letzte  Divisor 
My  =  1.  Multiplicirt  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  vor- 
stehenden Gleichungen  mit  irgend  einer  Zähl  6,  so  folgt,  dass 
b  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  ab  und  a^h  ist,  und 
dass  also  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  von  ab  und  a^  oder 
von  a  «nd  «,  b ,  Theiler  von  6  sein  musa.  Ist  also  «i  relativ 
prim  zu  a  und  zu  6,  so  ist  es  auch  relativ  prira  zu  ai,  und  aus 
der  speciellen  Annahme,  dass  «,  eine  Primzahl  sei,  ergiebt  sich, 
dass  ein  Product  nur  dann  durch  eine  Primzahl  theilbar  sein 
kann,  wenn  wenigstens  einer  der  Factoren  durch  sie  theilbar  ist. 

Ist  also  das  Product  ah  durch  0^  theilbar  und  ist  a^  relativ 
prim  zu  a,  so  muss  b  durch  öi  theilbar  sein. 

Sind  a,  h  irgend  zwei  Zahlen  mit  dem  grossten  gern  eins  chaft-. 
liehen  Theiler  d  und  ist  a  :=  da',  i  =:  db\  so  sind  a'  und  b' 
relativ  prim  zu  einander.  Jede  Zahl  m,  die  zugleich  ein  Viel- 
faches von  a  und  von  b  ist,  hat  die  Form  in  ■=  am'  ^^  da' in' 
und  darin  muss  a'm'  ein  Vielfaches  von  b'  sein,  also  muss  auch 
m'  ein  Vielfaches  von  b'  sein,  d.  h.  jede  Zahl,  die  zugleich  ein 
Vielfaches  von  a  und  von  b  ist,  ist  durch  a'b'd  theilbar.  Diese 
Zahl  a'b'd,  die  selbst  ein  gemeinscbaftliches  Vielfaches  von  a 
und  b  ist,  heisst  daher  das  kleinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache von  a  und  b. 

Wenn  eine  Zahl  durch  zwei  relative  Primzahlen  theilbar  ist, 
80  ist  sie  auch  durch  ihr  Product  theilbar,  und  wenn  also  eine 
Zahl  m  durch  mehrere  Zahlen  theilbar  ist,  von  denen  je  zwei  zu 
einander  relativ  prim  sind,  so  ist  sie  auch  durch  das  Product 
aller  dieser  Zahlen  theilbar. 

Hierauf  gründet  sich  der  Beweis  des  wichtigen  Satzes,  dasa 
eine  Zahl  m  immer  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  als  ein 
Product  von  Primzahlen  dargestellt  werden  kann.  Denn  da  der 
Theiler  nicht  gröfser  sein  kann  als  der  Dividend,  so  kann  ,m 
sicher  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Primzahlen  theilbar 
sein.  Ist  a  eine  von  diesen  Primzahlen  und  a"  die  höchste  Potenz 
von  a,  die  in  m  aufgeht,  so  ist  au(;h  a  eine  bestimmte  Zahl.  Es 
seien  nun  ebenso  b^,  & .  .  .  die  höchsten  Potenzen  der  übrigen  in 
m  aufgehenden  Primzahlen  &,  e  .  .  .,  durch  die  sieh  m  theilen  läfst, 
dann  muss,  da  je  zwei  der  Zahlen  a",  W,  C  .  .  .  relativ  prim 
sind,  m  auch  durch  das  Product  a''Wci  .  .  .  theilbar  sein,  und 
es  muss  in  diesem  Producte  gleich  sein,  da  sonst  noch  eine  andere 
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Primzahl  oder  eine  höhere  Potenn  einer  der  Primzahlen  «,  b,  c... 
in  m  aufgehen  miisste. 


Wir  göben  nun  einen  Ueberblick  über  die  in  der  Mathe- 
matik nothweiidigen  und  allmählich  eingeführten  Erweiterungen 
des  Zahle nbegrift'es. 

Wir  verstehen  unter  einer  Mannigfaltigkeit  oder  Menge, 
oder  dem  abkürzenden  Zeichen  9)t  ein  System  von  Objecten  oder 
Elementen  irgend  welcher  Art,  das  so  in  sich  abgegrenzt  und 
vollendet  ist,  dafs  von  jedem  beliebigen  Ohject  vollkommen  be- 
stimmt ist,  ob  es  zu  dem  System  gehört  oder  nicht,  gleichviel, 
ob  wir  im  Stande  sind,  in  jedem  besonderen  Falle  die  Entschei- 
dung wirklich  zu  treffen  oder  nicht. 

Eine  Menge  heisst  geordnet,  wenn  von  irgend  zwei  unter- 
schiedenen ihrer  Elemente  immer  ein  in  sich  vollkommen  be- 
stimmtes als  das  grössere  gilt,  und  zwar  so,  dass  aus  a  ^  h, 
i  >  c  stets  ft  >.  c  folgt,  Ist  fl  >.  ö  und  6  >  c  öder  a  ^  i  ">  c, 
so  sagen  wir,  daas  i  zwischen  a  und  c  liegt. 

Die  natürlichen  Zahlen  bilden  eine  geordnete  Menge;  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  ihrer  Elemente  liegt  kein  weiteres 
Element-  Eine  solche  Mannigfaltigkeit  heisst  eine  discrete. 
Eine  geordnete  Menge  von  der  Eigenschaft,  dass  zwischen  je 
zwei  Elementen  immer  noch  andere  Elemente  gefunden  werden, 
heisst  dicht.  Eine  dichte  Menge  kann  man  bilden,  wenn  man 
die  natürlichen  Zahlen  in  Paaren  zusammen  fasst,  und  diese  Paare 
als  Elemente   einer  Menge   auffasst.     Diese   Paare   sollen  Brüche 

genannt  und  mit  m:n  oder  —bezeichnet  werden,  und  zwei  solche 

Brüche  m  n  und  /»  n  werden  cn  nlei  gUi  h  gesetzt,  wenn 
mn'  ;=  MW*  iht  Fisst  mm  alle  unter  einandei  gleichen  Brüche 
zu  einem  Element  zusammen  so  eihalt  man  eine  M  mnigfaltig- 
keiti  die  geordnet  ist  wenn  m*«!  noch  festsetzt  dass  m :  n  grösser 
als  m':tt'  ist  ^\enn  mt  _;>  nm  ist  Diss  diese  Mannigfaltigkeit 
dicht  ist,  sieht  man  so  ein  sind  fi  =  n  t  fi  =:  m'  :  n'  zwei 
Brüche  un  1  ft  >■  ((  sl  kinn  (im  n eni  /*  eine  willküi'liche 
Zahl  ist, 

h  m  u  ,        h  m  n 
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setzen,  und  darin  ist  kmn'  >  hm'n.  Man  kann  /*  iniuier  so 
annehmen,  dass  zwischen  hmn'  und  hm'n  noch  Zahlen  liegen, 
und  wenn  f  eine  solche  Zahl  ist,  so  liegt  p  :  Jtnn'  zwischen  (i 
und  n'. 

Die  Punkte  einer  geraden  Linie  kann  man  auch  als  eine 
geordnete  Menge  auffassen,  wenn  man  unter  grosser  und  kleiner 
irgend  eine  Ortsbezeichnung,  z.  B.  weiter  rechts  und  weiter  links 
oder  höher  und  tiefer  versteht. 


Eine  Eintheilung  einer  geordneten  Menge  9Ji  in  zwei  Theile 
A,  B  der  Art,  dass  jedes  Element  a  von  A  kleiner  ist  als  jedes 
Element  b  von  S,  wird  ein  Schnitt  in  5DI  genannt  und  wird 
passend  durch  (A,  B)  bezeichnet.  Ein  solcher  Schnitt  entsteht, 
wenn  man  irgend  ein  Element  (t  von  331  herausgreift,  alle 
kleineren  Elemente  zu  A,  alle  grosseren  zu  B  und  (t  selbst  nach 
Belieben  zu  A  oder  zu  B  rechnet.  Es  entstehen,  genau  gesagt, 
je  nachdem  man  das  eine  oder  das  andere  thut,  zwei  Schnitte, 
die  wir  aber  immer  als  gleich  betrachten  wollen.  Wenn  in  einem 
Schnitt  (A,  B)  entweder  A  ein  grösstes  oder  B  ein  kleinstes 
Element  (t  enthält,  so  sagen  wir,  dass  ;i.  den  Schnitt  (A^  B)  er- 
zeugt. Es  kann  aber  auch  der  Fall  vorkommen,  dafs  weder  A 
ein  grösstes  noch  B  ein  kleinstes  Element  besitzt. 

Wenn  jeder  Schnitt  in  einer  dichten  Menge  durch 
ein  bestimmtes  Element  (i  erzeugt  wird,  so  heisst  die 
Menge  stetig. 

Stetigkeit  sowohl  als  Dichtigkeit  sind  Eigenschaften,  die  der 
Natur  der  Sache  nach  unserer  Sinneswabrnehmung  unzugänglich 
sind;  sie  lassen  sich  daher  auch  an  Dingen  der  Aussenwelt,  an 
Raumgrössen,  Zeiträumen,  Massen,  niemals  mit  Strenge  nach- 
weisen, wie  selu'  sie  uns  auch  im  Wesen  unserer  Anschauung 
zu  liegen  scheinen.  Es  lassen  sich  aber  sehr  wohl  reine  Begriffs- 
systeme construiren,  denen  die  Dichtigkeit  ohne  die  Stetigkeit 
oder  auch  Dichtigkeit  und  Stetigkeit  zukommen  ^). 

Ein  Beispiel  einer  dichten  Menge  bieten  die  rationalen 
Brüche.     Diese    Mannigfaltigkeit,    die    wir    mit    iR    bezeichnen 

1)  Dies  ist  von  Dedekind  nachgewieeeu,  dem  wir  überhaupt  die 
oben  gegebene  Definition  der  Stetigkeit  verdanken.  Vgl.  die  Schriften,  von 
Dedekind,  „Steti((l<eit  und  ivrationale  Zahlen",  Brauns uhmeig  1872,  1992. 
„Was  sind  und  was  sollen  die  Zalilen?",  Braongcliweig  1888,  1893.    Andere 
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wollen,  ist  keine  stetige.  Denn  nehmen  wir  irgend  einen  ratio- 
nalen Bruch  fi  :=  m  :  n,  worin  m  und  n  keinen  gomcinschaft- 
licKen  Theiler  haben  und  nicht  beide  Quadratzahlen  sind,  so 
ist  ft  nicht  das  Quadrat  eines  rationalen  Bruches.  Denn  wäre 
jt  =  jp^  :  3^,  80  würde  mq^  ^  np'  folgen,  und  daraus  m  =  p^, 
n  =  q\  was  durch  die  Voraussetzung  ausgeschlossen  ist.  Wenn 
wir  also  einen  Schnitt  (-i,  S)  in  der  Mannigfaltigkeit  31  bilden, 
indem  wir  jedes  Element  a  von  3t  zu  J  rechnen,  dessen  Quadrat 
kleiner  als  ft  ist,  und  jedes  Element  6  zu  B,  dessen  Quadrat 
grösser  als  ft  ist,  so  ist  weder  in  A  ein  grösstes  noch  in  B  ein 
kleinstes  Element  enthalten,  und  der  Schnitt  (A,  B)  wird  nicht 
durch  ein  Element  in  91  erzeugt. 

Denn  angenommen,  es  sei  a  ^  p  -.  q  irgend  ein  Element'in 
A,  also  p^  :  q^  <i  m  :  n  oder  up^  <;  mq';  dann  nehmen  wir 
eine  natürliche  Zahl  y  beliebig  und  wählen  eine  andere  natür- 
liche Zahla;  so,  dass  a;  ~>  j/  und  xiniq^  —  np^)  ]>  ny{^  p  -j-  1), 
woraus  folgt: 

X^iinq^  —  np'')  >  «a!?/(2j)  -j-  1)  >-  n(^pxy  -|-  y^), 
also  auch 

mq^x^  >  n{px  +  y^. 
Setzen  wir  also  a!  =  {po:-\-y)'-qx,  so  ist  «'  >-  a  und  a' '^  <;  ,u, 
also  a'  auch  in  A  enthalten;  und  ebenso  kann  man  zeigen,  dass 
es  in  B  kein  kleinstes  Element  giebt. 

Die  Mannigfaltigkeit  3t  kann  uns  aber  als  Ausgangspunkt 
dienen,  um  eine  stetige  Menge  zu  construiren.  Die  Gesammtheit 
aller  Schnitte  in  Dt  ist  gewiss  eine  Mannigfaltigkeit,  die  mit  © 
bezeichnet  sein  mag.  Betrachten  wir  zwei  verschiedene  ihrer 
Elemente  k  =  { A.  JS)  «  =  (1  B|  so  witd  entweder  1  em 
Theil  ^on  J.   odei    1   em   Theil  xon  A  sein      Denn  wenn  iijend 


■Vlanniglaltigkeitpu    denen  dip  Stetigke  t  zikomnt    *;  od  lon  Wl   Liitiaht 
uad  G    Lantoi   gel  ildet 

Die  Defan  tiOQ  dpi  '^tetlgkc!t  viip  w  i  te  hiPi  ua(,hDeli,k  u  i  zu 
tiruude  legen  st  ineofein  eiEchopfend  als  eine  m  diesem  Sinne  stetige 
Menge  i^enn  ihr  noc,h  die  gleich  zu  eioiternde  Eigenschaft  dei  Mefsbai 
keit  zukomrat  nitht  Theil  einei  reicheien  stetige«  Menge  sein  kann  lUi 
weiss  müht  ob  liese  Bigenscliaft  achfin  iigendwo  nat-hgev lesen  ist  und 
h  ffe  bei  einer  anderen  Gelegenheit  daiaoi  z uro ok zukommen  Kh  bemeike 
iber  dass  eine  wiche  l!,igensi,haft  nui  bei  messbaien  Mengen  nachweisl  it 
ist  Eine  nui  geordnete  Menge  1  ann  mm  immpi  wie  iicht  'iie  auch  eem 
mat    t\'>  Theil  einer  öjch   li:,hteren   lufld  teu 


y  Google 


Stetigkeit.  7 

ein  Element  «  zu  Ä  gehört,  so  gehört  auch  jedes  kleinere  Ele- 
ment von  J)t  zu  A.  Ist  Ä  ein  Theil  von  Ä',  so  wollen  wir  a 
kleiner  als  «'  nennen,  und  dadurch  ist  die  Menge  <ä  zu  einer 
geordneten  geworden. 

Sehen  wir  die  durch  die  rationalen  Brüche  erzeugten  Schnitte 
als  gleichwerthig  mit  diesen  rationalen  Brüchen  selbst  an  und 
nennen  sie  kurz  rationale  Schnitte,  so  enthält  die  Menge  ©  die 
Menge  DI,  und  ©  ist  also  jedenfalls  eine  dichte  Menge.  Die 
Menge  ©  ist  aber  auch  stetig;  denn  bezeichnen  wir  die  Schnitte 
durch  die  grossen  deutschen  Buchstaben  ^,  SB  . . .  und  betrachten 
irgend  einen  Schnitt  in  der  Mannigfaltigkeit  der  Schnitte;  (3t,  SB), 
so  können  wir  ein  Element  in  ©  bestimmen,  «  ^=  (Ä,  B),  indem 
wir  in  Ä  jeden  rationalen  Bruch  aufnehmen,  der  einen  der 
Schnitte  von  3t  erzeugt,  und  alle  anderen  rationalen  Brüche,  die 
also  die  rationalen  Schnitte  in  S  erzeugen,  nach  B  werfen. 
Dieser  Schnitt  w  in  9t  erzeugt  den  Schnitt  (3(,  S)  in  ©.  Dies 
wird  nachgewiesen  sein,  wenn  gezeigt  ist,  das s  jedes  Element  a' 
in  ©,  was  kleiner  ist  als  «,  zu  31  gehört,  und  jedes  Element  ß' 
in  ©,  was  grösser  ist  als  «,  zu  S. 

Sei  also  «'  =;  (Ä',B')  und  u'  <  w,  dann  giebt  es  rationale 
Brüche  in  A,  die  nicht  in  A'  enthalten  sind;  es  giebt  also  ein 
rationales  (t,  so  daas  k'  <  f(  ■<  «,  und  dieses  (i  erzeugt  einen 
Schnitt,  der  in  91  enthalten  ist,  gehört  also  selbst  zu  31;  da  w' 
<;  ft  ist,  so  gehört  auch  w'  zu  %  Ganz  ebenso  zeigt  man ,  dass 
jedes  ß',  das  grösser  als  a  ist,  zu  33  gehört,  und  damit  ist  die 
Stetigkeit  von  ©  nachgewiesen. 

Diese  sehr  abstracto  Betrachtungsweise  giebt  uns  die  Sicher- 
heit, dass  die  Annahme  einer  stetigen  Menge  keinen  Widerspruch 
enthält,  dass  solche  Mengen  wenigstens  im  Reiche  der  Gedanken 
existiren.  Die  Geometrie  wie  die  Änalysis,  die  immer  gern  an 
die  geometrische  Anschauung  anknüpft,  hat  lange  stillschweigend 
die  Existenz  stetiger  Mengen,  z.  B,  bei  den  Punkten  einer  ge- 
raden Linie  oder  irgend  eines  anderen  zusammenhängenden 
Linienzuges,  als  eine  Art  von  Axiom  angenommen.  Auch  der 
Unterschied  zwischen  dichter  und  stetiger  Menge,  der  der  Unter- 
scheidung com  mensurabler  und-  incommensurabler  Strecken  zu 
Grunde  liegt,  ist  den  Alten  nicht  entgangen  i). 

1)  Euklid,  Elemente,  Buch  X. 
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Auch  wir  wollen  in  der  Folge  nicht  auf  das  Hülfsmittel  der 
geometrischen  Anschauung  YerKichten,  und  z,  B,  die  Punkte  einer 
geraden  Linie   unbedenklich  als   eine   stetige   Menge  betrachten. 


Eine  geordnete  Menge  ^  lieisst  messbar  unter  folgenden 
Voraussetzungen:  Addition  und  Vervielfältigung  sind  in  5Ji  allge- 
mein ausführbar,  ebenso  Suhtraction  eines  kleineren  von  einem 
grösseren  Element,  d.  h.  aus  irgend  zwei  Elementen  a,  b  (die 
auch  identisch  sein  können)  kann  nach  einer  bestimmten  Vor- 
schrift ein  neues  Element,  a  -^  h,  von  W  abgeleitet  werden,  so 
dass  a  -\-  b  grösser  als  a  und  als  6  ist,  und  dass  die  bekannten 
in  den  Formeln  o  -|-  6  =^  i  -]-  «,  {a  -\-  h)  -\-  c  i^  a  -^  (b  -\-  c) 
ausgedrückten  Regeln  der  Addition  gelten;  und  zvi  zwei  Ele- 
menten a,  c,  von  denen  das  zweite  grösser  ist,  kann  ein  drittes 
Element  b  gefunden  werden,  so  dass  a  -\-  b  =  c  ist,  was  auch 
durch  das  Zeichen  der  Subtraction  b  ^  c  —  a  ausgedrückt 
wird.  Zwei  ungleiche  Elemente  von  5R  haben  also  immer  eine 
bestimmte  Differenz,  Aus  diesen  Voraussetzungen  folgt,  dass 
eine  Summe  grösser  wird,  wenn  einer  der  Summanden  sich  ver- 
grössert.  Die  wiederholte,  etwa  m-malige  Addition  desselben  Ele- 
mentes a  heisst  Verrielfältigung  und  ihr  Ergehniss  wird  mit 
ma  bezeichnet. 

Es  kommt  endlich  noch  eine  Voraussetzung  hinzu,  nämlich  die, 
dass  bei  icdem  gegebenen  n  ein  hinlänglich  hohes  Vielfaches  ma 
grossei  ist,  als  em  beliebig  gegebenes  inderes  Element  h.  Unter 
den  Elementen  einer  messbaren  Menge  giebt  es  also  kein  grösstes. 

In  emei  dichten  messbaren  Menge  gieht  es  auch  kein 
kleinstes  Element  denn  wäre  i  das  kleinste  und  h  ein  beliebiges 
Element  so  konnten  zwischen  b  und  b  -\-  a  keine  Elemente 
liegen,  weil,  wenn  b  <_  c  <i  b  -\-  a  wäre,  aus  der  Definition 
der  Messbarkeit  folgen  würde,  dass  «'  =  c  —  b  kleiner  als  a 
wäre.  Es  folgt  auch  umgekehrt,  dass  eine  messbare  Menge,  in 
der  kein  kleinstes  Element  vorkommt,  dicht  ist.  Denn  sind  a 
und  a  -{-  b  irgend  zwei  f demente ,  so  braucht  man  ja  zu  a  nur 
ein  Element  zu  addiren,  was  kleiner  als  h  ist,  um  ein  Element 
zwischen  a  und  a  -|-  6  zu  erhalten. 

Ist  eine  Menge  stetig,  so  lassen  sich  die  Voraussetzungen 
für  die  Messbarkeit  noch  vereinfachen,  vireil  dann  die  Subtraction 
eine   Folge   der  Addition  ist.     Sind   nämlich   a  und  c   zwei  Ele- 
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mcnte  einer  stetigen  geordneten  Menge  W,  in  '1er  die  Addition 
besteht,  und  ist  c  >■  (i,  so  erhält  man  einen  Schnitt  (Ä,  B)  in 
?Ji,  wenn  man  alle  Elemente  x.  für  Aie  a  -^  x  ^  c  ist,  nach  A, 
und  für  die  a-\-x^c  ist,  nach  B  verweist.  Dieser  Schnitt  wird 
durch  ein  Element  h  erzeugt,  fiir  das  a  -\-  b  =^  c  sein  niuss. 

Die  natürlichen  Zahlen  bilden  nach  unserer  Definition  eine 
messbare  Menge,  in  der  ein  kleinstes  Element,  nämlich  1,  vor- 
kommt. Die  Mannigfaltigkeit  der  rationalen  Brüche  wird  eben- 
falls messbar,  wenn  man  Addition  und  Subtraction  nach  den 
bekannten  Regeln  der  Bruchrechnung  eiklärt.  Besonders  wichtig 
und  gleichsam  typisch  für  die  messbaren  Mengen  ist  die  Mannig- 
faltigkeit der  geradlinigen  Strecken  oder  Längen  einer  Linie, 
die  einfach  durch  Aneinanderlegen  addirt  werden.  Auch  StofF- 
mengen,  durch  die  Wage  verglichen,  und  Zeiträume,  mit  der  Uhr 
liefern  Beispiele  messbarer  Mengen.  Die  Art  des 
liegt  nicht  in  der  Natur  der  Mannigfaltigkeit  selbst, 
sondern  wird  durch  den  denkenden  Beobachter  hineingelegt;  so 
würde  es  z.  B,  ebenso  gut  zulässig  sein,  unter  der  Summe  ß  -f-  & 
zweier  Strecken  a  und  h,  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  mit  den  Katheten  a,  h  zu  verstehen,  statt,  wie  es  ge- 
wöhnhch  angenommen  wird,  die  aus  a  und  h  durch  Aneinander- 
legen  zusammengesetzte  Strecke. 

Um  die  stetige  Menge  ©  der  Schnitte  in  der  Mannigfaltig- 
keit der  rationalen  Brüche  31  zu  einer  inessbaren  zu  machen, 
beachte  man  zunächst  Folgendes, 

Ist  «  =^  {A,  B)  ein  Element  in  ©  und  (i  ein  beliebig  ge- 
gebener rationaler  Bruch,  so  kann  man  immer  ein  Element  a'  in 
A  so  bestimmen,  dass  a'  -\-  u.  =:  b'  in  B  enthalten  ist.  Denn 
wählt  man  zwei  beliebige  Elemente  a,  h,  so  kann  man  die  natür- 
liche Zahl  m  so  bestimmen,  dafs  jKfi  >>  J  —  «  ist,  so  dass 
a  -\-  m(i  in  B  enthalten  ist.  Ist  dann  h  die  kleinste  ganze  Zahl, 
für  die  «  -f~  Äfi  in  S9  enthalten  ist,  so  ist  a  -}-  {h  —  l)ft  ^=  a' 
in  Ä  und  also  u'  -\~  fi  ^=  h'  in  B  enthalten. 

Wir  verstehen  nun  unter  der  Summe  (J,  B)  -\-  (A',B') 
=  (A",  B")  oder  «  -j-  w'  =  o."  den  Schnitt  in  9},  den  man  erhält, 
wenn  man  einen  rationalen  Bruch  «"  nur  dann  nach  J."  verweist, 
wenn  ein  a  in  ^  und  ein  a!  in  A!  existirt  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  (("  ^  ß  -|-  «'  ist.  In  der  That  ist  (J.",  B")  ein  Schnitt; 
denn  ist  a"  in  A"  enthalten,  so  gilt  dasselbe  von  jedem  kleineren 
Bruch,  und  es  giebt  Brüche,  die  in  A",  und  Brüche,  die  nicht  in 
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A"  pnthaUeii  sind,  iiäiulicli  die  Eiudi"  Mjn  dei  r^Jim  •! -j- a' 
und  b  -\-  h'.  Eb  ist  ferner  «"  giobaei  aU  «  und  a'  Denn  A" 
enthält  zunächst  alle  A,  und  wenn  a'  ein  bebebigei  Bmch  m  A' 
ist,  so  kann  man  a  in  A  so  wählen,  dass  das  Element  u  -\-  a 
von  A'  in  if  enthalten  ist;  also  ist  .4"  umfassender  als  .1  Die 
durch  rationale  Brüche  fi,  (i'  eraeugten  Schnitte  eigeben  duidi 
Addition  den  dni'ch  f*  -f-  f*'  erzeugten  Schnitt 

Wir  gehen  nun  uhcr  za  der  Definition  der  Verhältnisse, 
die  von  Alters  her  als  Grundlage  der  Zahlenlehre  betrachtet 
werden,  und  folgen  dabei  zunächst  Euklid'). 

Wenn  man  die  Elemente  einer  naessbaren  Menge  W  zu 
Paaren  verbindet,  und  diese  Paare  an  sich  als  Elemente  be- 
trachtet,  so  entsteht  eine  neue  Mannigfaltigkeit;  wir  bezeichnen 

ein  solches  Paar  mit  a  :  h,  oder  auch  mit  -j-i  unterscheiden  aber, 

wenn  a  und  i  verschiedene  Elemente  sind,  a  :  h  von  b  :  a,  und 
nennen  a  den  Zähler  und  b  den  Nenner  von  a  :  b.  Diese  Paare 
wollen  wir  Verhältnisse  nennen  und  wollen  diese  neue  Menge 
nun  ordnen  und  messbar  machen. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  zwei  ganze  Zahlen  m,  n  exi- 
stiron,  so  dass  na  =  mb  wird,  wie  es  z,  B.  immer  der  Fall  ist, 
wenn  TO  das  System  der  natürlichen  Zahlen  ist,  oder  wenn  «,  b 
zwei  commeiisurable  Strecken  sind;  dann  ist,  wenn  p,  q  zwei 
andere  ganze  Zahlen  sind ,  dann  und  nur  dann  qa  =^ ph^  wenn 
mg  :=  np  ist.  Das  Zahlenpaar  p,  q  ist  durch  diese  Fordemng 
vollständig  bestimmt,  wenn  noch  die  Bedingung  hinzukommt,  dass 
p,  q  relative  Primzahlen  sein  sollen.  Dann  kann,  wenn  h  eine 
beliebige  ganze  Zahl  ist,  m  =  Jip,  n  =  hq  sein.  In  diesem  Falle 
nennen  wir  das  Verhältniss  a  :  b  ein  rationales  und  setzen  es 
gleich  dem  rationalen  Bruch  m  -.  n  oder  p  :  q.  Diese  rationalen 
Brüche  können  hiemach  als  Verbältnisse  ganzer.  Zahlen  auf- 
gefasst  werden. 

Alle  unter  einander  gleichen  rationalen  Verhältnisse  bilden 
eine  rationale  Zahl,  und  die  rationalen  Zahlen  bilden,  wie 
die  rationalen  Brüche,  eine  geordnete,  dichte  und 
Manni  gf altigk  eit, 

')  Elemente,  Buch  V. 


y  Google 


Verhättiiisse.  11 

In  die  Maimigfaltigkeit  <]er  rationalen  Zahlen  ordnen  sich 
die  natürlichen  Zahlen  seibat  mit  ein,  wenn  man  unter  einer 
natürlichen  Zahl  m  das  Verhältnisa  m  :  1  versteht. 

Wir  kehren  jetzt  zu  irgend  einer  messbaren  Mannigfaltigkeit 
9R  zurück  und  nehmen  aus  ihr  irgend  zwei  Elemente  a  und  h. 
Wählt  man,  was  immer  möglich  ist,  zwei  natürliche  Zahlen  m,  », 
so  dass  n «  >-  wj  6 ,  so  heisst  das  "S'erhältniss  a  :  b  grösser  als 
das  rationale  Verhältiiiss  tn  :  n  oder 


und  wenn  m  :  w  >■  p  :  q,  so  ist  auch  a  :  b  ^  [>  :  q. 
Ebenso  folgt,  wenn  «'«  <C  m' b  ist, 
a  m' 

Ist  a  :  b  >■  m  :  n,  so  kann  mau  eine  und  folglich  auch  be- 
liebig viele  rationale  Zahlen  mi:»ij  finden,  so  dass 

T  ^  "^  -^  TT 
ist,  d.  h.  man  kann  zwischen  a  :  b  und  m  :  n  beliebig  viele 
rationale  Verhältnisse  einschalten.  ,  Um  dies  zu  zeigen ,  wähle 
man  eine  beliebige  ganze  Zahl  fc  und  bestimme  die  ganze  Zahl  h 
80,  dass  h{na  —  mb)  >-  hb  wird,  was  immer  möglich  ist; 
dann  ist 

a         lim  -\-  Ti,         m 
T  >        hT~  -^  T' 
Und  ebenso  folgt,  wenn  n' a  <i  m'b,  h'  (tu'  b—  n' a)  >.  J.''a  ist, 
tt  h'm'  ni' 

~b  "^  ÄV+T  "^  'W 
Wenn  nun  a  :  b  und  «  :  ß  irgend  zwei  Verhältnisse  sind, 
die  wir  der  Kürze  wegen  auch  mit  e,  s  bezeichnen  wollen,  deren 
Elemente  dei-selben  oder  auch  vei-schiedenen  Mannigfaltigkeiten 
angehören,  so  sind  zwei  Fälle  möglich:  1)  Es  liegt  kein  ratio- 
nales Verhältniss  /i  zwischen  e  und  s  oder  2)  es  liegt  ein  ratio- 
nales Verhältniss  zwischen  e  und  b. 

Im  Falle  IJ  heissen  die  beiden  Verhältnisse  e  und  e  ein- 
ander gleich,  und  man  sieht,  dass  zwei  Verhältnisse,  die  einem 
dritten  gleich  sind,  auch  unter  einander  gleich  sind;  denn  ist 
e  ■<  (t  ■<  f ,  so  ist  jedes  andere  Verhältniss  e'  entweder  kleiner 


y  Google 


12  Einleitung:. 

Öder  gleicli  oder  grösser  als  ^.  Ist  e'  gleich  fi,  so  liegciii  ao- 
wolil  zwischen  e  und  c'  als  zwischen  e'  und  t  rationale  Verhält^ 
nisse.  Ist  aber  e*  kleiner  als  (i,  so  liegt  jt  zwischen  e"  und  s, 
und  ist  e'  grösser  als  ^,  so  liegt  (i  zwischen  e  und  c';  also  kann 
e'  nicht  zugleich  gleich  e  und  gleich  s-  sein. 

Im  Falle  2)  heisaen  die  Verhältnisse  e,  f  ungleich.  Es 
kann  also  entweder  «)  e  <^  ji  ■<  e  oder  ß)  e  ^  ii'  '^  e  sein,  und 
diese  beiden  Fälle  schlieesen  sich  aus,  weil  aus  e  •<  (t  •<  £, 
s  <.  [i'  folgt,  dass  ,u  <;  fi',  und  folglich  e  <;  fi'  sich  ergieht. 

Die  tirössenheziehung  2  «)  oder  2  /i)  bleibt  auch  bestehen, 
wenn  e  oder  r  durch  ein  ihm  gleiches  Element  ersetzt  wird. 
Denn  ist  ji  <^  £  und  /i  ^  e',  so  liegt  zwischen  s  und  s'  ein 
rationales  Verhältniss  und  e,  e'  sind  nicht  gleich. 

Im  Falle  2  «)  beisst  e  kleiner  als  e,  im  Falle  2  /J)  heisst 
e  grösser  als  f. 

Zwischen  zwei  ungleichen  Verhältnissen  kanu  man  eine  be- 
liebige Anzahl  rationaler  Verhältnisse  einschieben. 

Wenn  wir  nun  alle  unter  einander  gleichen  Verhältnisse  zu- 
sammenfassen, so  erhalten  wir  einen  Gattungshegriff,  den  wir  als 
Zahl  im  allgemeinen  Sinne  des  Wortes  bezeichnen..  Die  Zahl  ist 
also  ein  Name  oder  Zeichen  für  eine  gewisse  Mannigfaltigkeit, 
deren  Elemente  eben  die  mit  einem  unter  ihnen  gleichen  Ver- 
bältnisse .,  sind  1).  Unter  diesem  Zahlbegriff  sind  die  rationalen 
Verhältnisse  und  folglich  auch  die  natürlichen  Zahlen  als  die 
Verhältnisse  m:\  mit  enthalten  und  bilden  die  rationalen 
Zahlen. 

Zahlen,  die  nicht  aus  rationalen  Verhältnissen  entspringen, 
heiasen  irrationale  Zahlen. 

Nach  dem,  waa  bis  jetzt  ausgeführt  ist,  bilden  die  Zahlen 
eine  geordnete  Menge,  und  man  kann  ihre  Ordnung  fest- 
stellen, wenn  für  jede  Zahl  irgend  eines  der  darunter  enthal- 
tenen Verhältnisse  als  Repräsentant  gewählt  wird. 


Von   zwei  Verhältnissen   mit  demselben  Nenner  und  unglei- 
chen Zählern  ist  daa  das  grössere,  dessen  Zähler  grösser  ist,  und 


'}  Auf  den  Gattiiugsbegi'iff  lassen  sicli  aueh  die  natürlichen  Zahlen  i 
icljer  und  folge  richtige!'  Weise  zurütkführeu. 
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voQ  üwei  Verhältnissen    mit  .demselben  Zähler    und   ungleichen 
Nennern  ist  das  das  kleinere,  dessen  Nenner  grösser  ist. 

Sind  nämlich  ä,  a\  b  beliebige  Elemente  einer  messbaren 
Menge  und  a'  >■  a,  so  wähle  man  zunächst- eine  ganze  Zahl  n 
so,  dass.nw  >■  b  und  n  {a'  —  «)>-&.  Hierauf  nehme  man 
die  kleinste  ganze  Zahl  m,  die  der  Bedingung  m,b  >>  na  ge-, 
nügt;  dann  ist  .na  <;  mb,  aber  mb  <;  na'.  Denn  wäre  mb 
5  wa'  ^  na  -^  n  (a'  —  a),  so  wäre  m  b  ';>  na  -{-  b;  also 
wäre  gegen  die  Voraussetzung  schon  (jm  —  1)  h  ^  na.  Dann  ist 
a  m  a' 
'b^n'^J' 
also  a:h  <Z  a':b;  und  ganz  ebenso  kann  man  beweisen,  daas, 
wenn  b'  ^  b  ist,  a:b  >-  a:b'  wird. 

Man  drückt  diesen  Satz  auch  so  aus,  dass  ein  Verhältnisa 
zugleich  mit  dem  Zähler  wächst  und  mit  wachsendem  Nenner 
abnimmt. 

Hieraus  ergiebt  sich  auch  leicht  der  folgende  Satz:  Sind 
«,&,  c,  d  Elemente  derselben  messbaren  Menge  und  ist  a:b 
=  cid,  so  ist  auch  a:c  ^=  biä. 

Denn  angenommen,  es  wäre  a:c  <i  b:d,  so  müsste  es  zwei 
ganze  Zahlen  m,  n  geben,  so  dass 

«a  <  me 
nb  >  md. 
Dann  aber   wäre   nach   dem   eben  bewiesenen  Satze  na:nb  <; 
mc  :  md,  also  auch  a:b  <;  cid,  entgegen  der  Voraussetzung. 

Hieran  achliesst  sich  nun  folgender  Hauptsatz,  Wenn 
von  den  vier  Grössen  a,  b,  c,  d  irgend  drei  aus  einer 
stetigen'messbfiren  Menge  beliebig  gegeben  sind,  so 
lä88;t  sich  das  vierte  in  derselben  Menge  so  bestim- 
men, dass  a:b  =:^  e:d  ist. 

Der  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  vorausgesetzten 
Stetigkeit.  Denn  wenn  man  z,  B.,  ein  Element  x  von  IR  ia  A 
oder  ici  B  aufnimmt,  je  nachdem  x:b  kleiner  oder  .grösser  als 
c:d  ist,  SQ  erhält  man  einen  Schnitt,  der  durch  ein  Element  a 
erzeugt  wird,  das  der  Bedingung  a:b  =  c:d  genügt.  Es  gilt 
aber  dieser  Satz,  auch  in  gewissen  nicht  stetigen  Mengen,  z.  ß. 
für  die  rationalen  Brüche. 

Hieraus  folgt,  dass  man  als  Repräsentanten  zweier  Zahlen 
immer  zwei  Verhältnisse  wählen  kann,  deren  Elemente  derselben 
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Mannigfaltigkeit  angehören,  und  die  denselben  beliebig  zu  wäh- 
lenden Nenner  haben.     Die  Addition  wird  dann  so  erklärt,  dass 

«  + 1  =  JL+i 

c    '     c  c 

ist.  Diese  Regel  umfasst  als  speciellen  Fall  die  Addition  der 
rationalen  Briicbe,  und  um  sie  allgemein  zu  rechtfertigen,  braucht 
dann  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass,  wenn  a:c  =  a':c'  Und 
b:c  =^  h':c',  auch  {a  -\- b) : e  =:^  (a'  -\-  h'):c'  sein  rauss.  Wir 
beweisen  dies,  indem  wir  zeigen,  dass,  wenn  a:c  =  a':c'  und 
{a  -\- h) :  c  "^  {a'  -\~  h'):c'  ist,  auch  b:c  >■  h':c'  sein  muss.  Es 
sei  also,  wenn  m  und  n  zwei  ganze  Zahlen  sind, 


c       "      n 
dann  ist  n  [a  -\-  hj  ^  mc  und  also 


+  y 


Andererseits  folgt   aber  leicht  aus   der   Voraussetzung 
a' :  c',  dass  auch 


ist,  also  b:c  >■  b'  -.c'.  w.  z.  b.  w. 

Hiermit  ist  also  nachgewiesen,  dass  auch  die  Zahlen ,  wie  wir 
sie  definirt  haben,  eine  messbare  Menge  bilden.  Sind  a  und  c 
einer  stetigen  Mannigfaltigkeit  entnommen,  so  bilden  auch  bei 
feststellendem  c  die  Verhältnisse  m  :  c  eine  stetige  Menge  und  es 
folgt  also,  da  es  überhaupt  stetige  Mengen  giebt,  dass  auch  die 
Zahlen  eine  stetige  Menge  bilden. 

Sind  K,  ß,  y,  Ö  jetzt  Zahlen,  so  bann  man  aus  der  Proportion 
a:ß  =  y.S  eine  beliebige  der  vier  Zahlen  durch  die  drei  anderen 
gegebenen  bestimmen.  Setzt  man  Ä  =t  1  und  sucht  «,  so  erhält 
man  die  Multiplication  a  =  ßy,  und  die  Vertauschbarkeit 
der  Factoren  ist  eine  Folge  des  Satzes,  dass  a:y  :=  ß:d  aus  a :  ß 
=^  y.d  folgt.  Sucht  man  y,  so  erhält  man  die  Division;  und  aus 
der  oben  gegebenen  Definition  der  Addition  folgt  die  Grund- 
formel «(^^  y)-r=aß  -\-  ay.  Die  vier (irundrechnungsarten  sind 
also  in  dem  Gebiete  der  Zahlen  ausführbar  mit  der  einzigen 
Beschränkung,  dass  bei  der  Subtraction  der  Subtrahend  kleiner 
sein  mnss  als  der  Minuend. 
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Die  Constniction  eines  Schnittes  in  der  Reihe  der  Zahlen 
liefert  stets  den  Beweis  für  die  Existenz  einer  Zahl,  die  bestimmten 
Anforderungen  genügt.  So  erhält  man  einen  Schnitt  (A,  B), 
wenn  man  alle  und  nur  die  Zahlen,  deren  Quadrat  kleiner  als 
eine  bestimmte  Zahl  a  ist,  in  A  aufnimmt;  diesem  Schnitt  ent- 
spricht eine  bestimmte  Zahl,  deren  Quadrat  gleich  «  ist  und  die 
mit  l/«  bezeichnet  wird,  und  dadurch  wird  die  Existenz  der 
Quadratwurzeln  nachgewiesen. 

Auf  die  Schnitte  lassen  sich  auch  die  von  G.  Cantor  zur 
Definition  der  Irrationalzalileu  eingeführten  Zahlenreihen  zurück- 
führen 1). 

Nach  Cantor  ist  unter  einer  Zahlenreihe  irgend  ein  un- 
begrenztes, in  bestimmter  Weise  geordnetes  System  von  Zahlen 
zu  verstehen : 

S  =  Xi,  X.2,  X-i,  ^4   .  .  . 

von  der  B  esc  hälfe  nheit,  dass  es  eine  bestimmte  Zahl  g  gißbt, 
unter  die  keine  der  Zahlen  S  heruntersinkt,  und  dass,  wenn  Ö 
eine  beliebig  gewählte  Zahl  ist,  und  ic„,  x^  verschiedene  Ele- 
mente aus  jS  sind,  x„  —  x,a  oder  Xm  —  ^n  immer  kleiner  bleibt 
als  d,  wenn  m  und  n  eine  hinlänglich  grosse  Zahl  übersehritten 
haben. 

Es  giebt  immer  Zahlen,  die  von  den  Zahlen  einer  solchen 
Reihe  nicht  überschritten  werden;  denn  hat  man  d  gewählt  und 
n  passend  bestimmt,  so  überschreitet  x,n,  welchen  Werth  auch 
1»  haben  mag,  niemals  die  grösste  der  Zahlen  Xi,  x,  .  .  .  x„, 
Xn  -\-  ö.  Man  erhält  nun  einen  Schnitt  (Ä,  B),  \yenn  man  die 
Zahlen  nach  B  wirft,  die,  wenn  n  einen  hinlänglich  hohen 
Werth  hat,  von  keinem  x^  mehr  überschritten  werden,  und  alle 
anderen  Zahlen ,  (die  also  von  unendlich  vielen  x„  überschritten 
werden)  nach  A.  Wird  dieser  Sclmitt  durch  die  Zaiil  «  erzeugt, 
so  giebt  es,  wie  klein  auch  e  sei,  immer  unendlich  viele  Zahlen 
X«  zwischen  a  ■ —  s  und  m,  und  man  kann  sagen,  dass  diese 
durch  S  vollkommen  bestimmte  Zahl  «  durch  die  Zahlenreihe  iS 
erzeugt  wird.  Nach  Cantor  ist  die  Zahlenreihe  S  geradezu  die 
Definition  der  Zahl  k.   Selbstverständlich  kann  eine  und  dieselbe 

1)  Cantor,  Ueber  die  Ausdehnung  eines  Salzes  aus  der  Theorie  der 
trigonometrischen  Reihen.  MathematiBche  Annalen,  Bd.  5  (1872);  vergl. 
auch.  Heine,  Elemente  der  Functionen  lehre.  Journal  für  Mathematik, 
Bd.  74  (1872). 
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Zahl  K  durch  sehr  verschiedene  Zahlenreihen  erzeugt  werden. 
Diese  Zahlenreihen  sind  aber  alle  als  unter  einander  gleich  zu 
betrachten.  Man  kann  unter  Anderem  die  Zahlen  von  S  alle 
als  rationale  Brüche  annehmen.  Es  lässt  sich  auch  umgekehrt 
leicht  nachweisen,  dass  man  zu  jeder  gegebenen  Zahl  a  immer 
Zahlenreihen  S  angeben  kann,  durch  die  «  erzeugt  wird,  so  dass 
also  die  Gesammtheit  der  Zahlenreihen  S  gleichfalls  eine  stetige 
Menge  bildet. 


Bei  der  Erklärung  der  Grundrechnungsarten  hat  sich  bei 
der  Subtraction  eine  unbequeme  Beschränkung  ergeben,  von  der 
wir  uns  freimachen  durch  Einführung  der  Null  und  der  nega- 
tiven Zahlen. 

Es  möge  X  jedes  Element  des  bisher  defiiiirten  Zahlensystems 
bedeuten,  das  wir  jetzt  als  das  System  der  positiven  Zahlen 
bezeichnen  wollen.  Wir  nehmen  dies  Zahlensystem  ein  zweites 
Mal  und  bezeichnen  zum  Unterschied  in  diesem  zweiten  System, 
das  als  das  System  der  negativen  Zahlen  bezeichnet  werden 
soll,  jedes  Element  mit  —  sc.  Das  zweite  System  ordnen  wir  nun 
dem  eisten  gerade  entgegengesetzt,  so  dass  überall,  wo  in  dem 
System  x  „grösser"  steht,  in  dem  System  —  x  „kleiner"  gesetzt 
wird,  und  umgekehrt.  Addition  und  Subtraction  werden  in  —  j 
ebenso  erklärt  wie  in  x,  so  dass  ( —  x)  -\-  ( —  »/)  =  —  (">'  +  .'/); 
(—  x)  —  (—  y)  ^=  —  (x  —  y)  sein  soll. 

Wir  wollen  aber  diese  beiden  Zahlensysteme  in  der  Weise 
zusammenordnen,  dass  jedes  —  x  kleiner  sein  soll  als  jedes  x. 
Wir  erhalten  so  eine  geordnete  Menge,  in  der  kein  grösstes  und 
kein  kleinstes  Element  vorhanden  ist.  Dieses  System  ist  auch 
im  Allgemeinen  stetig,  nur  der  einzige  Schnitt  ( —  x,  x)  wird 
durch  kein  Element  erzeugt,  und  hier,  wo  beide  Systeme  zü- 
sammenstossen,  ist  also  noch  eine  Verletzung  der  Stetigkeit  vor- 
handen. Um  die-  Stetigkeit  herzustellen,  müssen  wir  also  dem 
Schnitt  (^  X,  a:)  entsprechend  noch  eine  Zahl  Null  oder  0  hinzu- 
fügen, die  eben  durch  diesen  Schnitt  definirt  ist.  Dann  haben 
wir  eine  geordnete  stetige,  beiderseits  unbegrenzte  Menge,  die 
vollständige  Reihe  der  reellen  Zahlen. 

In  dem  so  erweiterten  Zahlenbereiche  erklären  wir  nun  die 
Addition  allgemein,  indem  wir  definitions weise  setzen: 
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a;  +  (—*■)  =  0,        a^  4-  0  =  a:, 
X  -\-  ( —  y)  =  X  —  y.   wenn  x  '^  y,  ■=  —  (y  —  x),  wenn  y  >■  x. 

Bei  dieser  Erklärung  der  Addition  gelten,  wenn  5i,  r^,  g«^ 
irgend  drei  Zahlen  des  ganzen  Zahlenbereiclies  sind,  die  Gesetze: 

S,  +  S,  =  S,  +  2„  (a,  +  ,,)  +  ^,  =  ,,  +  (2,  +  ,,), 
die  man  das  commutative  und  das  associative  Gesetz  nennt. 
Man  bildet  die  Summe  aus  einer  beliebigen  Anzahl  von  Sum- 
manden, indem  man  nach  Belieben  der  Reihe  nach  je  zwei  Sum- 
manden zu  einer  Summe  vereinigt.  Die  Subtraction  braucht 
nicht  mehr  besonders  berücksichtigt  zu  werden,  wenn  man  Zi  —  ^a 
durch  «1  -(-  ( — ä'g)  erklärt  und  —  (— ^)  =  ^  setzt. 

Man  stellt  die  Zahlenreihe  anschaulich  durch  Punkte  dar, 
indem  man  von  einem  festen  mit  0  bezeichneten  Punkte  einer 
geraden  Linie  die  positiven  Zahlen  als  Strecken  nach  der  einen, 
etwa  der  rechten,  die  negativen  Zahlen  nach  der  anderen  (linken) 
Seite  aufträgt.  Das  Bild  der  Summe  zweier  Strecken  s^  -(-  z^ 
erhält  man,  wenn  man  von  dem  Punkte  ^,  aus  die  Strecke  von 
der  Länge  ±_  s^  nach  der  rechten  oder  nach  der  linken  Seite 
abträgt,  je  nachdem  ^^  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Multiplication  und  Division  wird  in  den  erweiterten 
Zahlenbereich  durch  die  Gleichungen 

X  (—tj)  =  {—x)  y  =  —  xy 
(^x)  i—y)  =  xy,        Oa^  =  0 
erklärt.     Die  Division   als  die  ümkehrung  der   Multiiilication   ist 
immer  möglich,  ausser  wenn  der  Divisor  Null  ist. 


Eine  fernere  Erweiterung  des  Zahlbegriffes  besteht  in  der 
Einführung  der  complexen  Grössen.  Wir  combiniren  je  zwei 
Zahlen  der  gesammteu  Zahlenreihe  zu  Paaren  (x,  y),  und  be- 
trachten zwei  solche  Paare  (x,  y)  und  (o,  h)  nur  dann  als  gleich, 
wenn  x  =  a,  y  =  h  ist.  Diese  Zahlenpaare  bilden  eine  Mannig- 
faltigkeit, deren  Elemente  zwar  nicht  geordnet  werden,  mit  denen 
aber  die  Rechenoperationen  der  Addition,  Subtraction,  Multipli- 
cation und  Division  vorgenommen  werden  aollen,  nach  folgenden 
Regeln.    Es  sei 

(=.,  s)  +  («,  b)  =  (x  +  a,,j  +  b), 
(x,  y)  (ii,  4)  =  (xa  --  yb,  xb    +  jo), 
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und  wir  setzen  ausserdem  fest,  dass  (x,  0)  =  x  sei,  was  diesen 
Gleichungen  nicht  widerspricht.  Es  ist  (x,  y)  nur  dann  =  0, 
wenn  x  und  j/  beide  gleich  Null  sind.  Ferner  bezeichnen  wir 
zur  Abkürzung  (0,  1)  mit  i.  Dann  ergeben  obige  Gleichungen 
die  Folgerungen: 

{X,  0)  (0,  1)  =  (0,  x)  oder  ^  ix, 
(x,0)  +  (0,y)  :=  (x,ij)  =  X  +  yi, 
a'  +  i/i  -f  a  +  ii  =  (a;  -j-  «)  +  (y  -f  h)i 
und  die  Umkehrung  der  Addition: 

x^yi-{a  +  li)^{x  -  a)^  i{y  -  h\ 
ferner  die  Multiplication : 
{x  -\-  yi)  («  +  hi)  —  ica  —  */&  -j-  i{xh  -(-  ya\  i^  =-  —  1, 
{x  +  yi)  {x  —  yi)  =  a:»  +  y, 


!  +  y/  =  {«  +  bi) 


ja  —  hi)  (X  -\-yi) 
(a^  +  h^) 


oder 

X  +  yi  __  ax  +  by  4-  »(«jy  —  fca:) 

wodurch  die  Division  erklärt  ist,  ausser  wenn  a  -]-  hi  =  0  ist. 
Zahlen  von  der  Form  ix  heissen  rein  imaginäre  Zahlen 
und  i  die  imaginäre  Einheit.  Die  Zahlen  a  -\-bi  heissen  ima- 
ginär oder  complex.  Das  System  der  reellen  und  der  rein 
imaginären  Zahlen  sind  darunter  als  Specialfälle  enthalten. 

Es  sind  also  in  dem  Gebiete  der  complexen  Zahlen 
X  -Y  yi  die  Grundrechnungsarten  unbegrenzt  auszuführen  (mit 
Ausnahme  der  Division  durch  Null) ,  und  die  Rechnung  mit  den 
reellen  Zahlen  ist  ein  Specialfall  davon. 

Man  stellt  die  complexen  Zahlen  s  ^:  x  ^  yi  nach  Gauss 
geometrisch  durch  die  Punkte  einer  Ebene  dar,  indem  man  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Grunde  legt  und  den  Punkt 
mit  den  Coordinaten  x,  y  als  Bild  des  Zahlwerthes  g  betrach- 
tet. Die  Punkte  der  x-Axe  stellen  in  der  oben  besprochenen 
Weise  die  reellen  Zahlen  x  dar.  Die  Punkte  der  y-Axe  sind 
die  Bilder  der  rein  imaginären  Zahlen  yi.  Der  Coordinaten- 
anfangspnnkt  ist  das  Bild  der  Zahl  0.  Der  Radiusvector  vom 
Nullpunkte  nach  dem  Punkte  z  hat  den  Zablwerth  q  =  Mx^  -|-  y^ 
der  der  absolute  Werth  oder  der  Betrag  oder,  nach  älterer 
Ausdrucks  weise,  der  Modulus  der  complexen  Zahl  s  genannt  wird. 
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Die  einzige  Zahl  0  hat  den  absoluten  AVerth  0.  Jede  posi- 
tive Zahl  kommt  bei  unendlich  vielen  complexen  Zalilen  als 
absoluter  Werth  vor  und  die  Bildpunkte  aller  Zahlen  mit  dem- 
selben absoluten  Werthe  liegen  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittel- 
punkt im  Coordinatenanfangspunkte  liegt. 

Zwei  imaginäre  Zahlen,  die  sich  nur  durch  das  Vorzeichen 
von  i  unterscheiden,  also  x  -\-  yi  und  z  —  yi,  heissen  conjugirt 
imaginär.  Ihr  Prodnct  ist  das  Quadrat  des  absoluten  Werthes 
von  jeder  von  ihnen. 

Wenn  von  zv^ei  conjugirteu  imaginären  Zahlen  die  eine 
gleich  Null  ist,  so  ist  auch  die  andere  gleich  Null,  und  man 
kann  also  in  jeder  richtigen  Zahlengleicbung  i  durch  — i  er- 
setzen, ohne  dass  die  Richtigkeit  gestört  wird. 

Wir  wollen  noch  den  oft  angewandten  Satz  anführen,  dasa 
der  absolute  Werth  einer  Summe  zweier  von  Null  verschiedener 
complexer  Zahlen  niemals  grösser  ist,  als  die  Summe  der  abso- 
luten Werthe  der  Summanden,  und  nur  dann  gleich,  wenn  das 
Verhältuiss  (der  Quotient)  beider  Summanden  reell  und  positiv 
ist.     Sei  nämlich 

^  =  I  +  !,.■,  »  =  «  +  Si,  Z  =  (x  +  a)  +(,j  +  i)i, 
(..  =  !.  +  !,•,  r<  =  a'  +  b',  E'=(x  +  a)'+  (y+b); 
dann  ist 

(r  +  Q-B)  (r  +  p  +  B)  =  tr  +  s)<^If=  iir ^^ax-by); 
das  ist  sicher  positiv,  wenn  ax  -f-  ^!'  ^  '^  '^t-  Wenn  aber 
ax  -\-  hy^  d  ist,  so  folgt  aus 

,-2p3  — (aa;  +  &j/)*  =  {ay  —  bx)\ 
dass  rQ^ax-\~by  ist,  und  nur  dann  gleich,  wenn  ay  —  ix 
=  0.     Daraus   also  ergiebt  sich,   dass  r  -j-  p  >  ü  ist  und  nur 
in    dem    besonderen   Falle  r  -\-  q  =  ü,    wenn    ay  —  6a;  ^^  0, 
ax  -\-by  >  0,  woraus  das  Gesagte  folgt. 

Bei  der  geometrischen  Darstellung  ist  dieser  Satz  ein  Aus- 
druck dafür,  dass  in  einem  Dreieck  eine  Seite  kleiner  ist,  als 
die  Summe  der  beiden  anderen.  Der  Satz  hat  noch  die  andere 
Folge,  dass  der  absolute  Werth  einer  Summe  nicht  kleiner  sein 
kann,  als  die  Differenz  der  absoluten  Werthe  der  Summanden. 
Denn  wenden  wir  den  vorigen  Satz  auf  die  Summe  c  =  Z  —  z 
an,  so  folgt  r  ^  Ä  -|-  p  oder 

ü  5  .■  -  o. 
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Die  Gleichheit  findet  hier  nur  dann  statt,  wenn  der  Quotient 
c  reell  und  negativ  ist. 


Es  ist  noch  ein  Wort  über  das  wichtigste  Hülfamittel  der 
Algebra,  die  Buchstabenrechnung,  zu  sagen.  Die  Anwendung 
dieses  HülfsmitteU  ist  so  allgemein,  dass  man  bisweilen  das  Wort 
Buchstabenrechnung  geradezu  synonym  mit  Algebra  gebraucht. 
Die  Regeln,  wie  mit  solchen  Buchstabenausdriicken  gerechnet 
wird,  setzen  wir  als  bekannt  voraus.  Gleichungen  zwischen 
Buchstabenausdriicken  können  von.  zweierlei  Art  sein;  entweder 
es  sind  sogenannte  Identitäten,  d.  li.  die  zwei  einander  gleich 
gesetzten  Ausdrücke  können  durch  Anwendung  der  Rechenregeln 
so  umgeformt  werden,  dass  beide  Ausdrücke  genau  überein- 
stimmen. Man  erhält  dann  aus  solchen  Buclistab  engl  eich  un  gen 
richtige  Zahlengleichungen,  wenn  die  Buchstaben  durch  irgend 
welche,  sei  es  reelle,  sei  es  complexe  Zahlen  ersetzt  werden,  vor- 
ausgesetzt, dass  dabei  nicht  die  Forderung  der  Division  durch 
Null  auftritt.  Die  Buchstaben  in  solchen  Gleichungen  werden 
oft  auch  als  Variable  bezeichnet,  weil  man  sich  vorstellen  kann, 
ohne  je  zu  einem  Widerspruch  zu  gelangen,  dass  für  die  Buch- 
staben nach  und  nach  andere  und  andere  Zahlwerthe  gesetzt 
werden. 

Eine  andere  Art  von  Gleichungen  zwischen  Buchstaben  aus- 
drücken haben  nicht  diesen  Charakter  der  Identität.  Sie  enthalten 
vielmehr  eine  Forderung,  die  an  die  Zahlen  gestellt  werden,  die 
man  ohne  einen  Fehler  zu  begehen  für  die  Buchstaben  einsetzen 
darf.  Die  Algebra  hat  die  Aufgabe,  Zahlwerthe  zu  ermitteln,  die 
einer  solchen  Forderung  genügen,  die  Gleichung  zu  lösen.  In 
diesen  Gleichungen  werden  die  Buchstaben  auch  als  „Unbe- 
kannte" bezeichnet.  Es  kommen  sehr  häufig  in  ein  und  derselben 
Gleichung  Buchstaben  von  zwei  Arten  vor,  solche,  für  die  beliebige 
Zahlwerthe  gesetzt  werden  sollen,  und  andere,  deren  Zahlwerth 
erst  ermittelt  wei'den  sol!. 
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DIE   GRUNDLAGEN. 
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Erster   Absclmitt. 
Rationale  Funetionen. 


Gaiizf.  Functionen. 

Nächster  Gegenstand  der  Betrachtung  sind  ganze  ratio- 
nale oder  auch  kurz  ganze  Functionen  einer  Veränder- 
lichen.   Wir  verstehen  darunter  Ausdrücke  von  folgender  Form: 

(1)    fix)  =  «0^  +  «1^-'  +  «J^-'  H h  ««-i^  +  ««' 

worin  n  ein  ganzzahhger  Exponent,  der  Grad  der  Function  f{x) 
ist.  Der  Grad  ist  eine  natürliche  Zahl.  Bisweilen  ist  aber 
auch  nützlich,  von  ganzen  rationalen  Functionen  Oten  Grades  zu 
sprechen,  worunter  eine  Constante  verstanden  wird,  x  heisat  die 
Veränderliche,  «g,  %,  *%  ...  a„_i,  a„  die  Coefficienten. 
Sowohl  X  als  «Ol  «I  ■  -  ■  "«  äi"<i  Symbole  für  unbestimmte 
Grössen,  mit  denen  nach  den  Regeln  der  Buchstabenrechnung 
verfahren  wird,  für  die  auch  unter  Umständen  bestimmte  Zahl- 
werthe  gesetzt  werden  können  (vgl.  die  Einleitung). 

Wenn  die  Function /(«)  in  der  Weise  wie  in  (1)  geschrieben 
ist,  80  nennen  wir  sie  nach  absteigenden  Potenzen  von  x 
geordnet.  Die  Summanden  können  in  jeder  beliebigen  anderen 
Reihenfolge  angeordnet,  also  z.  B.  auch  nach  aufsteigenden  Po- 
tenzen von  X  geordnet  sein : 

f{x)  =  a„  -|-  a„-iX  +  ■  ■  ■  +  «i3^-i  +  a^x". 

Durch  Addition  (Subtraction)  und  Multiplication  ganzer 
rationaler  Functionen  entstehen  wieder  ganze  rationale  Func- 
tionen. Die  Vorschriften  der  Buchstabenrechnung  geben  un- 
mittelbar die  Bildungage setze  dieser  neuen  Functionen. 

Bei  der  Addition  ist  der  Coefficient  irgend  einer  Potenz  x' 
in  der  Summe  gleich  der  Summe  der  Coefficienten  von  x'  in  den 
einzelnen  Summanden.    Der  Grad  der  entstandenen,  Function  ist 
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gleich  dem  höclisten  der  Grade  der  Summanden  und  kann  sich 
nur  in  dem  besonderen  Falle  erniedrigen,  wenn  der  höchste 
Grad  in  mehreren  Summanden  vorkommt  und  die  Summe  der 
Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  gleich  Null  ist. 

Bei  der  Multiplication  zweier  oder  mehrerer  ganzer  ratio- 
naler Functionen  entsteht  eine  Function,  deren  Grad  gleich  der 
Summe  der  Grade  der  Factoren  ist. 

Um  für  das  Product  das  Bildongsgesetz  der  Coefficienten  zu 
übersehen,  setzen  wir 


(3)  A[x)B{x)  = 
und  erhalten 

=  C(a:>=  «,»-  +  "  +  c,!-"  t.-'  +  V*'- 
»,  =  o.i, +  «,6., 

■  +  ■•• 

oder  in  allgeme 

linen  Zeichen,  wenn  v  eine  rler  Zahlen  0, 

1,2  ... 

in  -\-  n  bedeutet: 

(4)  Cv  ^  üahv  -{-  «i&,-i  -\-  «26,-3  -[-■■■  «,._i6i  -f~  ff' ^01 
worin  alle  a,  deren  Index  grösser  als  m,  und  alle  6,  deren  Index 
grösser  als  n  ist,  gleich  Null  zu  setzen  sind.  Denn  Cv  ist  der 
Coüfficient  von  3;'"  +  *'  —  ',  und  es  entsteht  also  c,a:^  +  "~''  durch 
Multiplication  aller  Glieder  von  der  Form  aua^~"  mit  allen 
Gliedern  der  Form  &,._„,r"-'  +  '"  und  darauf  folgende  Addition. 
Sind  «D  und  60  =  1,  so  ist  auch  c^  =  1. 

Hat  in  allen  Factoren  eines  solchen  Products  die 
höchste  Potenz  von  x  den  Coefficienten  1,  so  ist  auch 
im  Product  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  =  1. 

Aus  diesen  Vorschriften  für  die  Rechnung  mit  ganzen  Func- 
tionen folgt,  dass  die  Regeln  des  Rechnens,  die  sich  in  Formeln 
wie  ab  =^  6  a,  (ab)c  =  a{bc),  {a  -{-  b)c  =^  ac  -j-  hc  und  ähn- 
lichen aussprechen,  auch  wenn  a,  b,  c  ganze  Functionen  von  x 
sind,  gelten,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  ganze  Functionen  nur 
dann  als  gleich  gelten,  wenn  gleich  hohe  Potenzen  gleiche  Coeffi- 
cienten haben. 

Unter  ganzen  Functionen  mehrerer  Veränderlichen  verstehen 
wir  Summen  von  Producten  von  ganzen,  positiven  Potenzen  der 
Veränderlichen  x,  y,  s  .  .  .  mit  irgend  welchen  Coefficienten,  die 
als  constant  gelten.    Man  kann  sich  diese  Functionen  entstanden 
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denken  aus  den  Functionen  einer  Veränderlichen  x,  wenn  niali 
darin  die  Coefficienten  au,  Ui  ...  a^  selbst  wieder  als  ganze 
rationale  Functionen  von  anderen  Veränderlichen  y,  s  .  .  .  auf- 
fasst.  So  entstehen  Functionen  von  m  Veränderliehen  aus  Func- 
tionen von  m  —  1  Veränderlichen.  Alle  Glieder  einer  solchen 
Function  sind  von  der  Form  x'^y^s*  .  .  .,  multiplicirt  mit  einem 
Coefficienten,  und  wenn  die  Function  gehörig  zusammen gefasst 
ist,  so  kommt  jede  Combination  der  Exponenten  r,  s,  (  .  ,  .  nur 
einmal  vor.  Zwei  so  geordnete  ganze  Functionen  gelten  nur 
dann  als  einander  gleich,  wenn  sie  dieselben  Producte  x^  y' ^  .  . 
mit  denselben  Coefficienten  enthalten, 

§.  2. 
Ein  Satz  von  Gauss. 

Wir  wollen  sogleich  eine  Anwendung  der  Multiplioationsregel 
zweier  ganzer  rationaler  Functionen  machen  zum  Beweise  eines 
Satzes  von  Gauss,  der  uns  später  noch  nützlich  sein  wird,  hier  aber 
zur  Einführung  in  die  Rechnungsweise  und  als  Beispiel  dienen  soll  i). 

Wir  betrachten  hier  den  Fall,  daas  die  Coefficienten  in  den 
Functionen  A{x),  IB(x)  ganze  Zahlen  sind,  so  dass  nach  (4) 
auch  die  Coefficienten  von  C(x)  =^  Ä(x)S(:c)  ganze  Zahlen  sind. 

Wenn  die  sämmtlichen  ganzzahligen  Coefficienten  «„,  «i, . . ,  «„, 
einer  Function  A  (x)  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so 
heisst  die  Function^(^)  eine  ursprüngliche  oder  primitive 
Function  und  der  Satz,  den  wir  beweisen  wollen,  lautet: 

Wenn  Ä(x)  und  B(x)  ursprungliche  Functionen 
sind,  so  ist  auch  ihr  Product  C{x)  eine  ursprüngliche 
Function. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  fast  unmittelbar  aus  dem  Anblick 
der  Formel  (4). 

Wenn  nämlich  die  sämmtlichen  Coefficienten  c^,  c,,  C;, ...  c,,,^,,, 
wie  sie  in  (4)  angegeben  sind,  einen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  der  grösser  als  1  ist,  so  muss  es  auch  wenigstens  eine 
Primzahl  geben,  die  in  allen  diesen  Coefficienten  aufgeht.  Es 
sei  p  eine  solche  Primzahl ;  diese  kann  nach  der  Voraussetzung, 
dass  A(x),  B{x)  ursprünglich  seien,  weder  in  allen  «„,  ai  .  .  .  «„„ 
noch  in  allen  b^,  hi  .  .  .i„  aufgehen. 


^)  Gauss,  DisquiEitioDee  arithmeticae,  Arl.  42. 
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Es  möge  nun  p  aufgehen  in: 

ftj,  «1  .  .  .  !*,._],  aber  nicht  in  ar, 
in 

öo,  öl  .  .  .  ij— 1,  aber  nicht  in  6,, 
dann  ist  nacli  Voraussetzung  r  ■^m  und  kann  auch  gleich  Null 
sein,  wenn  p  schon  in  a^  nicht  aufgeht.     Ebenso  ist  s  ^  «. 

Bilden  wir  nun  nach  (4)  ß,.  +  ,  und  ordnen  es  in  folgender 
Weise : 

.  .  c,.  +  ,,  —  a,-h,  -\-  a,._^b«  +  i  +  a,—ih  +  2  4 

^  -*  +  «.  +  .i,-.  +  ar  +  A-,  H 

so  sieht  man  unmittelbar,  dass  Cr^c  nicht  durch  p  theilbar  sein 
kann,  wie  doch  angenommen  war;  denn  das  erste  (Jlied  (vJs  ist 
durcli  p  nicht  theilbar,  während  alle  anderen  Glieder,  da  sie  mit 
einem  der  Coefficienten  o^,  «i  ...  «r-i,  io>  hi  ...  bs~i  multiplicirt 
sind,  durch  p  theilbar  sind.  Die  Annahme  also,  dass  C(x)  nicht 
ursprünglich  sei,  während  es  A(s:)  und  B(x)  sind,  führt  zu  einem 
Widerspruch. 

Dieser  Satz  lässt  sich  übertragen  auf  Functionen  \on  meh- 
reren Veränderlichen.  Wir  nennen  eine  ganae  rationale  Function 
von  )»  Veränderlichen  mit  ganzzahligen  Coefficienten  ursprüng- 
lich oder  primitiv,  wenn  die  Coefficienten  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben,  und  wir  sprechen  den  Satz  aus,  dass  das  Pro- 
duct  von  zwei  ursprünglichen  Functionen  wieder 
eine  ursprüngliche  Function  ist. 

IFm  seine  Wahrheit  einzusehen,  brauchen  wir  nur  in  der 
oben  durchgeführten  Betrachtung  die  Coefficienten  ttoi  («j.  «^  .  ■  - 
^01  ^u  5j  ■'■  ■  nicht  als  ganze  Zahlen,  sondern  als  ganze  rationale 
Functionen  von  m  —  1  Veränderlichen  j/,  .s  .  .  .  anzunehmen  und 
eine  solche  Function  durch  eine  Primzahl  p  theilbar  zu  nennen, 
wenn  alle  ihre  Coefficienten  durch  p  theilbar  sind.  Setzen  wir 
dann  voraus,  der  zu  beweisende  Satz  sei  bereits  für  Functionen 
von  m  —  1  Variablen  bewiesen,  dann  ergiebt  die  Formel  (1) 
seine  Richtigkeit  für  Functionen  von  m  Variablen,  also  seine 
allgemeine  Gültigkeit  durch  den  Schluss  der  vollständigen  In- 
duction  oder  den  Schluss  von  ni  —  1  auf  m. 

Eine  imprimitive  Function  ist  eine  solche,  deren  ganzzahlige 
Coefficienten  alle  einen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Diesen 
Theiler  nennen  wir  den  Theiler  der  Function.  Dann  können 
wir  den  bewiesenen  Satz  auch  so  aussprechen: 
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Dor  Theiler  eines  Productes  zweier  ganzer  Func- 
tionen ist  gleich  rlem  Product  der  Theiler  heider 
Functionen. 

Denn  sind  PA  und  QB  zwei  ganze  Functionen  mit  den 
Theilern  P  und  Q,  so  sind  A  und  iJ  urBpriingliche  Functionen. 
Also  ist  auch  AB  ^  C  eine  ursprüngliche  Function  und  PQ 
ist  der  Theiler  der  Function  PA  .  QB  —  PQC. 

Wir  können  dem  Satze,  insofern  er  sich  auf  Functionen 
einer  Veränderlichen  bezieht,  ohne  seinen  Inhalt  wesentlich  zu 
ändern,  folgende  Fassung  geben,  in  der  er  besonders  nützlich  ist. 

Sind 

ip(^x)  =^  a^'  -}-  ciix'"'-'^  -\-  K.jX"''-^  +  ■  -  ■  +  «m 

t(a;)  =  af  -\-  ßi  x»-i  +  ß.^  x"-^  -^ \-  ß^ 

zwei  ganze  rationale  Functionen,  in  denen  die  höchsten 
Potenzen  von  x  den  Coefficienten  1  haben,  während  die 
übrigen  Coefficienten  rationale  Zahlen  sind,  so  können 
in  dem  Product 

ffixjflx)  =  x^^"  +  ■y-^x'""^"-'^  -j-  y^x'"  +  "--  +  ■  ■  ■  +  y,„  +  » 
die  Coefficienten  y  nicht  alle  ganze  l^ahlen  sein,  wenn 
die  Coefficienten  a,  ß  in  <p{x)  und  Tl!{x')  nicht  alle  ganze 
Zahlen  sind. 

Denn  bezeichnen  wir  den  kleinsten  Hauptnenner  der  Coefü- 
cienten  «  von  fp  mit  «o,  der  Coefficienten  ß  von  ip  mit  6„,  so 
sind  «0  9  (ic)  ^=  A(x),  b^  t  (x)  =  ^ix)  primitive  Functionen  von  x. 
Ihr  Product  a(,b(,<p(x)il!(x)  hätte,  wenn  die  Coefficienten  y  ganze 
Zahlen  wären,  den  Theiler  «o&o  und  wäre  also,  wenn  «„  und  b„ 
nicht  beide  gleich  1  wären,  nicht  primitiv;  dies  «her  wäre  ein 
Widerspruch  mit  dem  oben  bewiesenen  Satze. 


§■  ;i- 
Division. 

Es  seien,  wie  bisher 

A  ^  Aix)  =  %a;"'  +  «la:»—  -\ 

'  B  =  B(x)  =  b^x"  -f  6,3;"~i  H 

zwei  ganze  rationale  Functionen  von  x;  es  soll  aber  jetzt  vorai 
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gesetzt  werden,   dass  m  ;>  n  sei  und   dass  a,,  und  bg    von   Null 
verschieden  sind.    Dann  ist  die  DiiFerenz 

(2)  A  ~  ^  x"^-«B 

auch   eine    ganze    rationale   Function   von  ic,    deren  Grad  aber 
kleiner  ist  als  )w,  da  die  höchste  Potenz  in  beiden  Gliedern 
der  Differenz  denselben  Coefficienten  hat  und  also  herausfällt. 
Wir  setzen  diese  Differenz; 

(3)  A  =  A!{x)  =  (4  3^'  +  «i  a^'"'-'  +  ■  ■  -,       m'  <  m. 

Ist  nun  m!  noch  ^  w,  so  können  wir  in  (2)  A'  an  Stelle  von 
A  setzen  und  dieselbe  Schlussweise  wiederholen. 
So  ergieht  sich  eine  Kette  von  Gleichungen; 

A  ~  ^  a:'"-«  B  =  A\ 

(4)  ^~X  -"-'^  =  ^"- 
A" r^  x"'"-"J-!  — -  A"\ 


und  diese  Kette  lässt  sich  so  lange  fortsetzen,  bis  der  Grad  der 
entstandenen  Function  kleiner  als  n  geworden  ist.  Da  nun  ni 
der  Reihe  der  Functionen  A,  Ä\  A"  .  .  .  der  Grad  jeder  folgenden 
mindestens  um  eine  Einheit  erniedrigt  ist,  so  besteht  die 
Kette  der  Gleichungen  (4)  höchstens  aus  m—n-\-\  Gliedern; 
sie  kann  aber  auch  weniger  Glieder  enthalten,  wenn  sich  gleich- 
zeitig mehrere  Potenzen  herausheben.  Addiren  wir  die  sämmt- 
lichen  Gleichungen  (4),  bezeichnen  die  letzte  der  Functionen 
A,  A'  .  .  .  mit  C  und  setzen  zur  Abkürzung 

(5)  e  =  |i^.-.  +  |i ...-.  +  .., 

so    dass   auch    Q   eine    ganxe   rationale  Function   von  x   ist,  so 

folgt 

(6)  A  =  QB  -^  a 

Die  hier  geschilderte  Operation,  durch  die  aus  /l,  B  die 
Functionen  Q,  0  gefunden  werden,  heisst  Division.  A  ist  der 
Dividendns.  B  der  Divisor,  C  der  Rest  und  Q  der  Quo- 
tient. Der  Grad  des  Restes  ist  immer  niedriger  als 
der  Grad  des  Divisors. 
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§.  3.  nivision.  29 

Die  Coefficienten  der,  Functionen  Q  und  C  sind  aus  den 
Coüfficienten  a  und  b  durch  Addition,  Subtraction,  Multiplication 
und  Theilung  zusammengesetzt.  Im  ■  Nenner  kommen  aber  nur 
Potenzen  von  60  ^ov,  und  wenn  also  Jq  =^  1  ist,  so  sind  die 
Coefficienten  von  Q  und  C  ganze  Functionen  der  a  und  b.  Die 
höchste  Potenz  von  6^,  die  im  Nenner  auftreten  kann,  ist  die 
(m  —  )i  -j-  1)'^,  da  in  der  Kette  (4)  in  jeder  folgenden  Gleichung 
im  Nenner  einmal  der  Factor  ig  hinzukommt.  Es  kann  aber  in 
besonderen  Fällen  die  höchste  Potenz  von  b^  in  allen  Nennern 
eine  niedrigere  sein. 

Nehmen  wir  z.  B.  für  Ä  eine  Function  dritten  Grades 

(7)  f(x)  =  «c  3^3  _j_  ßj  ,^ä  _^  a^x  -\-  W;i 

und  für   B   die   sogenannte   erste   Derivirte   von  f{x),    die   vom 
zweiten  Grade  ist 

(8)  /'  (x)  —  3  de  :r2  -f  2  a,  !r  +  rtj, 
so  erhält  man : 

^     '  9ao  '  9ao 

Wie  man  die  in  den  Gleichungen  (4)  vorgeschriebene  Kech- 
nung  zweckmässig  anordnet,  darf  hier  aus  den  Elementen  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden.  Wir  machen  auf  die  Analogie 
aufmerksam,  die  zwischen  dieser  Rechnung  und  der  Division 
im  dekadischen  Zahlsystem  besteht.  Eine  Function  f(x)  stellt 
eine  dekadisch  geschriebene  Zahl  dar,  wenn  die  Coefficienten 
a„,  »1  .  .  .  ganze  Zahlen  zvrischen  Null  (einschliesslich)  und  10 
(ausschliesslich)  sind,  und  j;  =  10  gesetzt  wird,  Lässt  man  in 
den  Coefficienten  auch  Zahlen  zu,  die  grösser  als  10  sind,  so 
kann  man  eine  Zahl  auf  verschiedene  Arten  durch  /{x)  dar- 
stellen. Man  wendet  dies  hei  dem  Divisionsverfahren  an,  um  auf 
die  einfachste  Weise  in  den  Resultaten  gebrochene  und  negative 
Coefficienten  zu  vermeiden. 
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§■4. 

T Heilung   durch   eine   lineare   Function. 

Wir  wollen  die  allgemeine  Vorschrift  für  die  Division  noch 
auf  einen  besonderen  Fall  anwenden.     Es  sei  der  Dividend 

(1)  f{x)  =  oo  3;"  -f  «1  so"-'-  -\-  «2  x"-^  -\ 1-  «.„ 

beliebig,  dagegen  der  Divisor  vom  ersten  Grade  oder,  wie  man 
auch  sagt,  linear.  Wir  wollen  auch  den  Coefficienten  der  ersten 
Potenz  von  x  im  Divisor  ^  1  voraussetzen  und  also  den  Divisor 
in  der  einfachen  Form  (x  —  «)  annehmen,  worin  a  beliebig 
bleibt.  Der  Quotient  Q  ist  in  diesem  Falle  vom  («  —  1)*™  Grade 
und  der  Rest  C  vom  Oten  Grade,  d.  b.  von  x  unabhängig.  Setzen 
wir  also 

(2)  /w  =  (X  - «)  e  +  c, 

so  enthält  0  das  x  nicht  mehr,  und  wenn  wir 

(3)  Q  =  q,  Kf-^  +  31  «"-*  H +  q„-3  ^  +  ««-i 

setzen,  so  folgt  aus  (2): 

W/W=2«^+    2,^-'+.--+     q„-,x^^    qn-,X^-C 

—  a  (j(i  x"~'  — «  y„._s  x''  —  cc  q„-2  ^  —  »  <l—u 

und  aus  der  Vorgleicbung  mit  (l)i 


qi    — 

M  (/,          =   «, 

q2      — 

«  </,           —   ß, 

D^aus  erhält  1 

qn-i  — 
G      — 
mau 

ft  3„-^i.  ^  a„. 

5o      =  «0 

q,      =  «0 « 
(j.,      =  a-n  K- 

-f  «3 

C  entsteht  aus  f{x\  wenn  man  x  =  m.  setzt,  und  kann  also  aucli 
mit  /{«)  bezeichnet  werden. 
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Demnach  haben  wir  auch  die  Formel 

worin   Q(x)  eine  ganze  Function  vom  Grade  n  —  1  ist. 

Wenn  wir  in  den  Ausdrücken  ((i)  an  Stelle  der  unbestimmten 
Grösse  «  d^  Zeichen  x  setzen,  so  entsteht  daraus  eine  Reihe 
von  ganzen  rationalen  Functionen  von  x,  die  wir,  wenn  wir  der 
Einfachheit  halber  aa  =  l  setzen,  so  schreiben: 

A     -^  +  ".- 


Diese  Functionen  /o,  /i  .  .  .  /«-i  werden  uns  später  noch 
gute  Dienste  leisten.  Für  jetzt  fügen  wir  noch  folgende  Be- 
merkungen bei. 

Man  kann  nach  (8)  die  Potenzen  l,  x,  x^  .  .  .  x"-'  von  x 
linear  ausdrücken  durch  die  Functionen  /(,  /,  .  .  ./„— i  nnd  zwar 
so,  dass  in  den  Coefficienten  nur  ganze  rationale  Verbindungen 
der  a  vorkommen,  z.  B. 


und  daraus  folgt,  dass  man  jede  ganze  rationale  Function  von  x, 
deren  Grad  nicht  grösser  als  n  —  1  ist,  gleichfalls  linear  durch 
fotfii  •  ■  -i/n— 1  ausdrücken  kann  in  der  Form 

(9)  »/.  +  !/■/,  +  ■•■+!/.-./,,-., 

worin  die  Coefficienten  i/o,  j/,  .  ,  .  j/b— i  ^on  x  unabhängig  sind. 

Ist  also  F{x)  eine  beliebige  ganze  rationale  Function  von  x, 
so  kann  man  nach  §.  3,   indem  man  f(x}  als  Divisor  betrachtet, 

(10)  F(,)  =  gf(x)  +  s.f,  +  ,,/,  +  ...  +  !/„_,/_, 
setzen,  worin   auch  Q  eine   ganze  rationale   Function   von  x  ist. 

Zur  recurrenten   Berechnung    der  Functionen  /v(a;)  ergiebt 
sich  aus  (8)  die  Kelation: 

(11)  /.(a:) -»/„(«)  =  «,. 
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;■  Abschnitt. 


§.5. 

Gebrochene   Function  er;   Theilbarkoit. 

Wenn  F{x)  und  f(x)  zwei  ganze  rationale  Functionen  von 
X  sind,  so  heisat  der  Bruch; 

eine  gebrochene  rationale  oder  auch  kurz  gebrochene 
oder  rationale  Function  von  x. 

Ist  der  Grad  des  Zälilera  niediiger  als  der  Grad  des 
Nenners,  so  heisst  die  Function  echt  gebrochen,  im  entgegen- 
gesetzten Falle  unecht  gebrochen. 

Nach  §.  3  lassen   sich  die   ganzen   rationalen   Functionen   Q 
und  if  (x)  so  bestimmen,  dass 
(2)  Fi,)  =<}/(!,) +  v{x). 

und  der  Grad  von  ^(x)  kleiner  als  der  Grad  von  /(.r)  ist;  dem- 
nach ist 
ftl  ^^  —0-4-  ^S^ 

und  daraus  der  Satz: 

Jede  gebrochene  Function  kann  in  die  Summe  aus 
einer  ganzen  und  einer  echt  gebrochenen  Function 
zerlegt  werden. 

Ist  n  der  Grad  von  f(x),  so  ist  der  Grad  von  q){x)  höchstens 
n  —  1,  er  kann  aber  auch  niedriger  sein;  insbesondere  kann 
auch  der  Fall  eintreten,  dass  <p(x)  identisch  verschwindet. 

In  diesem  Falle  heisat  die  Function  F{x)  durch /(a:) 
theilbar.     Die  Function 

/w 

ist  in  diesem  Falle  nur  scheinbar  gebrochen,  in  Wirklichkeit  der 
ganzen  Function  Q  gleich. 
Die  Formel 

!i^l  =  ^.-,  +  ^^.  +  ^.,-.  +  ...  +  , 


giebt  hierfür  ein  einfaches  Beispiel, 


y  Google 


i;.  5.  Tlieilbarkeit  gauaer  Functionen.  33 

Für  die  Theilbarkeit  von  FunotioTitsii  gelten  ilieselbeu  Ge- 
setze, wie  füi"  die  Theilbarkeit  der  Zahlen,  insbesondere  die 
folgenden: 

1.  Wenn  die  Function  F(x)  durch  die  Function 
f(x)^f{x)  durch  eine  dritte  Function  cp  (x)  t heilbar  ist. 
so  ist  auch  F(x)  durch  ip(x)  theilbar. 

Denn  ist 

p---«/,    f=<i'p, 

worin   Q  und  q  ganze  rationale  Functionen  sind,  so  ist 

F=  Qtip, 
und    da    (^  g    eine    ganze    rationale    Function   ist,    F   durch    ip 
theilbar. 

2.  Ist  F{x)  diiTdh  f{x)  theilbar  und  Q  eine  belie- 
bige ganze  rationale  Function,  so  ist  auch  QF{x) 
durch /(a;)  theilbar. 

3.  Ist  F{x)  unA  f{x)  durch  (p(x)  theilbar,  so  ist 
auch  F(x)  +;  f{x)  durch  (p{x)  theilbar,  oder  allge- 
meiner: 

4.  Sind  Fl,  F^  .  .  .  durch /(a;)  theilbar  und  Q„  Q^  ... 
beliebige  ganze  nationale  Functionen,  so  ist  auch 
QiFi  +  Q,F,  +  .  .  .  durch/(a:)  theilbar. 

Der  letzte  Satz  umfasst  die  beiden  vorhergehenden  und  wird 
einfach  so  bewiesen. 

Sind  Fl,  F,j  .  .  .  durch  /  theilbar,  so  kann  man  die  ganzen 
rationalen  Functionen  ©„  ^^  ...  so  bestimmen,  dass 

Fi  —-  *i/,        F,  =  ^,f... 
und  folglich 

Q,Fi  +  Q,F,  +  ---==  (e.a>,  +  *«,  +  •■  ■)/. 

Da  nun  l^t^i  -|-  ^g^^  -|-  ■  -  ■  eine  ganze  rationale  Function 
ist,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

5.  Jede  Function  ist  durch  sich  selbst  theilbar. 
In    Bezug    auf    die    Theilbarkeit    oder    Untheilbarkeit    von 

Functionen  wird  nichts  geändert,  wenn   die  Functionen   mit  be- 
liebigen, von  X  unabhängigen  Factoren  multiplicirt  werden. 

Eine  von  x  unabhängige,  von  Null  verschiedene  Grösse  kann 
als  Function  nullten  Grades  aufgefasst  werden.  Nennen  wir  eine 
solche  Grösse  eine  Constante,  so  können  wir  sagen: 

6.  Jede  Function   ist  durch  jede  Constante  thfilbar. 

Woher,  A!scliiii.    I.  ^ 
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34  Erater  Abachnitt.  §.  ti. 

Wenn  eine  Function  durch  eine  andere  theilbar  ist,  so  ist 
der  Grad  des  Quotienten  gleich  der  Differenz  des  Grades  des 
Divideaden  und  des  Grades  des  Divisors.  Ersterer  kann  also 
nicht  kleiner  aein  als  letzterer.  Sind  die  Grade  gleich,  so  ist 
der  Quotient  eine  Constante,  und  daraus  folgt: 

7.  Wenn  von  zwei  ganzen  rationalen  Functionen 
gleichen  Grades  die  eine  durch  die  andere  theilbar 
ist,  so  unterscheiden  sie  eich  nur  durch  einen  con- 
stanten  Factor  von  einander,  und  es  ist  auch  die 
zweite  durch  die  erste  theilhar. 

8.  Nach  §.  4  ist  die  uothvfendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  die  Function  /(a;)' durch  die 
lineare  Function  x  —  a  theilhar  ist,  die  dass  /(«) 
—  0  sei. 


Grösster   gcmeinscliaftlicher   T heiler. 

Es  ist  eine  Aufgabe  von  fundamentaler  Bedeutung,  zu  ent- 
scheiden, ob  zwei  ganze  rationale  Functionen  ausser  den  Con- 
stanten noch  einen  anderen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 
Man  findet  die  Lösung  durch  denilgorithmns  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Theilers  ganz  in  derselben  Weise,  wie 
die  entsprechende  Frage  in  Bezug  auf  die  Theilbarkeit  ganzer 
Zahlen  beantwortet  wird.     (S.  die  Einleitung.) 

Es  seien 

(1)  f(x)  ^A,         ^(x)^  Ä' 

zwei  gegebene  Functionen;  der  Grad  von  ip(x)  möge  niedriger 
oder  wenigstens  nicht  höher  als  der  von  /(x)  sein. 

Wir  dividiren  Ä  durch  A'  und  bezeichnen  den  Rest,  dessen 
Grad  niedriger  ist  als  der  Grad  von  A\  mit  A",  also: 

A  =  Q'A'  -f  A"; 
nun  dividiren   wir  A'   durch    A"  und   bezeichnen   den    Rest   mit 
A'",  und  fahren  so  fort  in  der  Bildung  der  Functionenreihe: 

(2)  X,  A',  A'\  A!"  .  .  ., 

deren  Grade  «,  «',  n'\  n'"  .  .  .  immer  abnehmen  und  folglich  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Divisionen  auf  Null  heruntergehen. 
Der  letzte  Rest  vom  Grade  Null,  der  also  eine  Constante  ist,  sei 
^'''.     Dann  liaben  wir  die  Kette  der  Gleichungen: 
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§.  6.  GrÖBBter  gemeinschaftlicher  Theiler.  35 

A        =  Q'  A'  +  A" 

A'        =   Q"A"  +  A'" 

(3)  

worin  A''*  eine  Constante  ist. 

Wenn  nun  Ä,  A'  irgend  einen  gemeinsamen  Theiler  haben, 
so  ist  dieser  nach  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen,  wie  der 
Anblick  der  Gleichungen  (3)  lehrt,  auch  Theiler  von  A",  A'", 
A""  u.  s.  f.  bis  J.'"'.  Ist  A^'^  eine  von  Null  verschiedene  Con- 
stante, so  kann  also  kein  von  x  abhängiger  Theiler  von  f(x) 
und  qi(x)  existiren.  Solche  Functionen  heissen  theilerfremd 
oder  relativ  prim.  Man  sagt  auch,  indem  man  nur  die  von 
cc  abhängigen  Theiler  berücksichtigt,  die  Functionen  haben 
keinen  gemeinsamen  Theiler. 

Die  Bedingung,  dass  die  beiden  Functionen  einen  gemein- 
samen Theiler  haben,  ist  also: 

(4)  A^"  =  0- 

In  diesem  Falle  ist  A  '^  Theiler  von  Ä  ,  wie  die  letzte 
Gleichung  (3)  zeigt,  und  nach  der  vorletzten  dieser  öleicliungen 
Theiler  von  A*'""  u.  s.  f.,  also  auch  Theiler  von  A  und  A',  d.  h. 
von  /  und  q>.  Und  da  umgekehrt  jeder  gemeinsame  Theiler  von 
A,  Ä'  auch  Theiler  von  J.'"^^'  ist,  so  heisst  A^'"'*  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  /  und  ip.  Der  Algorithmus  (.^) 
zeigt,  dass  man  J.*''  oder  j1''~''  aus  den  üoelBcienten  von  /  und 
9  durch  die  rationalen  Rechenoperationen  ableiten 
kann,  und  zwar  so,  dass  immer  nur  durch  die  Coefticienten  der 
höchsten  Potenzen  von  x  in  den  Functionen  A,  A',  A"  .  .  .,  die 
von  Null  verschieden  sind,  dividirt  wird. 

Wir  wollen  diese  Betrachtungen  auf  zwei  Beispiele  an- 
wenden. 

Es  seien  zunächst: 

A  =  a^x^  -\-  a^x  -\-  a.^ 
•■^^  B  =  hf^x'^  -\-  h,x  4-  h 

zwei  Functionen  zweiten  Grades,  also  %,  b^  von  Null  ver- 
schieden. 
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üer  erste  Sehritt  ist  die  Bildung  der  Gleichung 


worin 

(7)  G=  c,x  +  c, 
und 

(8)  Co  --  i,  '  '^  -  ~~% 

Ist  Cd  —  0,  also  C  constant,  so  haben  Ä,  B  nur  dann  einen 
gemeinsamen  Factor,  wenn  auch  c,  =;  0  ist,  und  dann  ist  A 
darch  B  theilbar,  d,  h.  A  und  B  unterscheiden  sich  nur  durch 
einen  conatanten  Factor.  Ist  aber  c^  von  Null  verschieden ,  so 
setzen  wir  die  Rechnung  fort,  indem  wir 
B  ^  QC  -^  D 
setzen,  worin  (nach  §.  4,  wenn  dort  k  =  —  c^:c»   gesetzt   wird) 

(9)  B  =  ^0  '^i^  —  ^1  gp  '^1  +  ^3  '^if. 

Ist  D  von  Süll  verschieden,  so  sind  A,  B  ohne  gemein- 
schattlichen  Theiler.  Ist  aber  it  =^  0,  so  ist  C  der  grösate  ge- 
meinschaftliche Factor  von  A  und  B. 

Setzt  man  die  Werthe  Co.  "i  aus  (8)  in  (9)  ein,  so  erhält 
man  mit  Weglassung  des  Nenners  b„  c^  die  Bedingung  für  die 
Existenz  eines  gemeinsamen  Theilers  0  von  A  und  B  in  der 
Form 

( 1 0)  a^ h^  -j-  a'^ h^  —  2  «o  «2  ^1  ^2  —  "1  ^i  K  ^1  —  '^a  «i  ^1  ^2 

-f-  «0%*!^  +  a^hh  —  0 
oder 

(11)  («0  &ä  —  öo  %)'  +  («0  h  ~  «1  ^0)  («s  *i  —  «1  h)  =  0- 
Diese    Bedingung  ist  auch   erfüllt,  wenn   Cq   und    Ci    gleich 

Null  sind,  und  ist  also  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedin- 
gung dafür,  dass  A,  B  einen  gemeinsamen  Theiler  haben. 

Die  linke  Seite  von  (10)  oder  (II)  heisst  die  Resultante 
der  Functionen  A  und  B. 

Als  zweites  Beispiel  nehmen  wir  das  schon  im  §.  3  gewählte. 

Setzen  wir 

^-     '  f'{x)—   Sa«x^^2aix   +  «,  =  B, 

und  setzen  u^  von  Null  verschieden  voraus,  so  haben  wir  nach  §.  3 ; 
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(13) 

Ä=  QB  +  C. 

(14) 

C=e,x    +c„ 

wovm 

(15) 

c.         '•"''' 

,  —  2  <i'           ^          9  «,  <i, 

—  u,  a-i 

Wenn  c„  gleich  Null  ist,  so  ist  hiermit  der  Algoritlimus  schon 
geschlossen;  wenn  Cj  von  Null  Yerschieden  ist,  dann  haben  J.  und 
B  keinen  gemeinsamen  Theiler;  ist  aber  Cj  auch  gleich  Null,  so 
ist  B  selbst  der  grÖsste  gemeinsame  Theiler  von  A  und  B,  d.  h. 
Ä  ist  durch  B  theilbar.    Die  Bedingungen  hierfür  sind  also: 

(16)  SaaOi  —  al  =:  0,  9  «^  «3   —  a^  uj  =1  0. 

Ist  Co  nicht  gleich  Kuli,  so  gehen  wir  einen  Schritt  weiter 
und  setzen : 

(17)  B  =  PC  ^  B, 

worin  B  constant  wird  und  den  Ausdruck  erhält: 

(18)  D  =  ■''°' -"?';;"■ +  ^°-°'. 

Ist  dieser  Ausdruck  von  Null  verschieden,  so  sind  Ä  und  B 
theilerfremd,  ist  er  gleich  Null,  so  haben  Ä  und  B  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  C.  Setzen  wir  für  c«,  Ci  die  Werthe  (15) 
ein,  lassen  den  Nenner  weg,  heben  noch  den  von  Null  verschie- 
denen Factor  9«o  heraus  und  kehren  das  Vorzeichen  um,  so 
erhält  diese  Bedingung  nach  einfacher  Rechnung  die  Gestalt; 

(19)  a^a^  -\-  18%ai  «5%  —  ia„a^  —  ia^a^  -^  27  a^a^  =  0. 
Sie  ist,  wie  man  leicht  durch  Rechnung  oder  auch  aus  (16) 
sieht,  auch  dann  erfüllt,  wenn  die  Bedingungen  (16)  bestehen, 
und  ist  also  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  f(x)  und  /'  (x)  einen  gemeinsamen  Theiler  haben.  I)i(^ 
linke  Seite  von  (19),  die  eine  ganze  rationale  und  homogene 
Function  der  Coefficienten  von  f(x)  ist,  heisst  die  Discri- 
minante   der  Function /(a:). 

Wir  leiten  noch  einen  Satz  aus  dem  Algorithmus  (ß)  her, 
der  oft  angewandt  wird. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

(20)  A"  =  A  —  qA\ 

und  wenn  man  diesen  Werth  von  A'  in  die   folgende  Gleichung 
einsetzt : 

A"  =  (1  +  Q'Q")A'  ~   Q"A, 
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also,    wenn    luit   ^i.  p'    ganze    ratioimlo    Fiim;tioneTi    bczeiclmet 

werden : 

(21)  Ä'"  =  pA  -\-  p'A'. 

Setzt  mau  die  Ausdrücke  (20),  (21)  in  die  dritte  Gleichung  (3) 
ein,  so  ergiebt  sich  für  A""  wieder  ein  Ausdruck  von  der  Form 

(21)  und  so  kann  man  fortfahren,  und  erhält  schliesslich: 

(22)  ^<"=  FÄ  +  FÄ', 

worin  P,  F"  ganze  rationale  Functionen  sind,  deren  Goefficienten 
durch  rationale  Rechenoperationen  aus  den  Coefticienten  von  A 
und  A'  zusammengesetzt  sind. 

In  der  Formel  (22)  ist  J.'''  eine  Constaute.  Besonders 
wichtig  ist  dieser  Satz  in  dem  Falle,  wo  J.'"  von  Null  verschie- 
den,  also  A,  A'  relativ  prim  sind.     Setzen  wir  in   diesem  Falle 

P  =  A''^F(x%  F'  =  A^''^0(x), 

so  können  wir  nach  Weglassung  des  Factors  A^''  dem  Satz  fol- 
genden Ausdruck  gehen: 

I.  8ind/(a:)  und  i'(x)  zwei  ganze  Functionen  oline 
geraeinsamen  T  heiler,  so  kann  man  zwei 
andere  ganze  Functionen  F(xj  und  0(x)  be- 
stimmen, die   der   Gleichung 

(23)  F(x)f(x)  +  0(x),i,(x)=  1 
identisch  genügen. 

Der  Satz  lässt  sich  noch  verallgemeinern.  Multipliciren  w^r 
die  Gleichung  (23)  mit  einer  beliebigen  ganzen  Function  x(^) 
so  folgt: 

(24)  J- W I  {x)f(x)  +  0(x)i  (x)  *  W  =  l  («), 
und  nach  §.  3  können  wir 

(26)  ^{x)  x{x)  =   Q{x)f(x)  +  <p(x) 

setzen,  so  dass  Q(x),  <p(x)  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind 
und  der  Grad  von  ip(x)  kleiner  ist  als  der  von  /(a^).  Setzen  wir 
dies  in  (24)  ein  und  setzen  an  Stelle  von  F(x)x(x)  -f-  Q{x)ili(x) 
wieder  F(x\  so  erhalten  wir : 

?(«)/(«)  +  ,pw*(x)  =  j(x). 

Wir  können  daher  den  vorigen  Satz  so  verallgemeinern : 
II.  Sind  f(x'),il)(x'),  xi"')   gegebene    ganze  rationale 
Functionen,    und  f(x)   und    ip{x)   ohne    gemein- 
samen   Theiler,     so    lassen     sich    die    ganzen 
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rationalen     Functionen    F{x},  ip(x)    und    zwar 
q)(a:)    von   niedrigerem     Grade   als  /(x)   so    be- 
stimmen,   dass    die    Gleichung 
(26)  F(x)f(x)  +  q>ix)  i.(x)  ^  x(x) 

identisch    hofriedigt  ist. 


Producte  linearer  Factoren. 

Nacli  §.  3  erhalten  wir  durch^Multiplication,  ganzer  Func- 
tionen ebensolche  Functionen  von  höherem  Grade,  und  zwar  be- 
stimmt sich  der  Grad  des  Productes  durch  die  Summe  der  Grade 
der  einzelnen  FEictoren. 

Wenn  wir  also  n  lineare  Factoren  mit  einander  multi- 
pliciren,  so  entsteht  eine  Function  wten  Grades,  deren  Bildungs- 
weise wir  etwas  genauer  untersuchen  müssen. 

Wir   wollen   die  linearen   Factoren   in   der  einfachen  Form 
X  --  dl,  X  —  a^i,  .  .  .'x  —  «B    annehmen,    und    setzen,    da   der 
Goefficient  der  höchsten  Potenz  (nach  §.  1)  ^:  1  ist, 
(1)  /(^J  -  (^  -  «i)  (:r  -«,)...  (a;  -  «„) 

:=  a^'  -|-  «1  a?^^  -|-  «2   X"-^  +  ■■■»„. 

Eine  leichte  Ueberlegung  lasst  folgendes  Bildungsgesetz  der 
Coefücienten  Oi,  a^  .  .  .  a„  erkennen; 

Es  ist  —  «1  gleich  der  Summe  der  «,  a^  gleich  der  Summe 
der  Producte  von  je  zweien  der  «,  —  a,  die  Summe  der  Pro- 
ducte  von  je  dreien  der  «,  allgemein  (—  1)''  a^  die  Summe  dei' 
Producte  von  je  v  der  Gröseen  «,  oder  in  Formeln  ausgedrückt: 


(2) 


{-  ly  «.  ==  2:  c 


(~  1)"  a„  =  «1  «ä  .  .  .  «„. 

Dm  aber  noch  deutlicher  die  Richtigkeit  dieses  Bildungs- 
gesetzes einzusehen,  bedient  man  sich  der  vollständigen  In- 
d  uction. 

Man  bestätigt  die  Kiclitigkeit  zunächst  in  den  ei'sten  Fällen 
durch  wirkliche  Ausführung  der  Multiplieation 
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{x  —  «i)  [x  —  «ä)  =  m;^  ■—  («1  -)-  «ä)  a:  +  «lOis, 

{x  — -  «i)  («  —  «s)  (a;  —  «3)  :^  a:3  -,  (oji  -|-  «2  -|-  «,,)  3:^^ 

-|-     («i  «3    -|-    «1  «3    -|-    «2  «3)    3;  «i  ß.j  «3. 

Nehmen   wir  die    Richtigkeit    unseres    Bildungsgesetzes   bei 
)*  —  1  Factoren  als  bewiesen  an  und  setzen : 
(3;  —  K,)  {x  —  v.^)  .  .  .{x  —  «n-i)  =  a;"-!  -|-  «;  a:"-2  +  ■  ■  -  «'„-!, 
so  findet  man  durch  Mnltiplication  mit  x  —  ctn-, 

U2  =^  a^  —   K„  ai 
(3)  <»,-%-«.«■     ^ 


und  daraus   ist   die  Richtigkeit   der  Formehi  (2)  unmittelbar  er- 
sichtlich. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  die  Anzahl  der  Gheder  zu  bestim- 
men, die  in  jeder  der  Summen  (2)  vorkommen.  Wir  bezeichnen 
die  Anzahl  der  Terme,  die  in  der  Summe  (—  1)"  üv  vorkommen,  mit 
jßi"';  es  ist  die  Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wiederholung 
von  n  Elementen  zur  v'^"  Classe  (d.  h.  von  je  v  verschiedenen 
der  n  Elemente).  Um  sie  zu  bestimmen,  denke  man  sich  zu- 
nächst die  Bi-t  Combinationen  zur  (v  —  1)'™  Classe  gebildet. 
Aus  jeder  dieser  Combinationen  kann  man  durch  Hinzufügung 
je  eines  der  fehlenden  n—  v  -\-  l  Elemente  n  —  v  -\-  l  Combi- 
nationen zur  v'™  Classe  ableiten.  Auf  diese  Art  aber  wird  jede 
Combination  vmal,  nämlich  durch  Hinzufiignng  jedes  ihrer  Ele- 
mente gebildet,  so  dass  man  die  Relation 

(4)  #'  =  B':l,JLzzJL±A 

erhält,  während  jBl"*   offenbar   den    Wertli    n    hat.     Wenn    man 
also  die  aus  (4)  folgenden  Gleichungen 
lif'  =  n 

(5)  2 


BT'  =  BE,  ■ 
mnltiplicirt,  so  folgt: 


--+  1 


y  Google 


§.7.  Producte   linearer   Faktoren,  41 

(6)  B«  =  '-'-('■^')(»7  ''>■■■  <"--  +  !-'. 

Wir  werden  in  der  Folge  oft,  wenn  m  eine  belieliige  positive 
ganze  Zahl  ist,  das  Zeichen 

(7)  n{m)  =  1.2.3...  m,  ^(0)  =  1 
benutzen,  so  daas 

(8)  n  (m)  ~  m  n  (m  —  1). 

Mit  Hülfe  dieses  Zeichens  lässt  sich  der  Aiisdruck  für  £*,"* 
übersichtlicber  so  daretellen: 

der,  wenn  B,,"'  =  1  gesetzt  wird,  auch  noch  für  v  r^  0  und  v  :=n 
gilt,  und  die  Unveränderlichkeit  von  Zit"'  bei  der  Vertauschung 
von  V  mit  n  —  v  erkennen  lässt. 

Die  Ableitung  der  Formel  (4) ,  die  wir  soeben  nac;b  den 
Vorschriften  der  Combinationslehre  gegeben  haben,  ist  zwar 
vollkommen  richtig  und  einleuchtend,  erfordert  aher  zur  ge- 
nauen Begründung  einige  üeberlegung,  die  sich  nicht  gut  in  kurze 
Worte  fassen  lässt.  Wir  wollen  daher  nachträglicli  noch  durch 
das  Mittel  der  vollständigen  Induction  die  Richtigkeit  beweisen. 

Die  Formeln  (3)  geben  nämlich  die  folgenden  Recursions- 
formelu : 

B?'  =  ßS"""  +  1 

(10)  ,■',  '     '    ,'    ,',    '     '  /   u 

B\"^  =  B'r^^  -j-  B\"Jl" 

BT  =  Bt~i^ 

Nun  lässt  sich  die  Formel  (6)  fpr  die  ersten  Werthe  von  )* 
sehr  leicht  durch  Abzählen  bestätigen.  Nimmt  mau  sie  für 
n  — ^  1  als  richtig  an,  so  ergicbt  (10): 

,.,  „         n(n  ^  1)  n(„~i) 

woraus  nach  (8) 

B<...  - im 

und  hierdurch  ist  die  Allgemein gültigkeit  der  Formel  (y)  bewiesen. 
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Aus  der  Bedeutung  von  7)1"'  ergiebt  sich,  und  wird  auch 
aus  den  Formeln  (10)  durch  vollständige  Induction  bewiesen, 
dasa  es  die  i/'"'  positive  ganze  Zahlen  sind. 


Der   binomische   Lehrsatz, 

Wenn  wir  in  der  Formel  (1)  des  vorigen  Paragraphen  die 
bisher  willkürlichen  Grössen  a,,  Hj  .  ,  .  a„  einander  gleich  setzen, 
80  erhalten  wir  den  binomischen  Lehrsatz,  der  in  nichts 
Andei'em  besteht,  als  in  der  Ordnung  der  nten  Potenz  eines 
Binomiums  x  -\-  y  nach  Potenzen  von  x.     Wenn  wir  nämlich 

setzen,  so  ergiebt  die  Formel  (2); 

„,-(-1)^,2«,,.,  ...«.  =  j,'i{<">, 
worin  nach  der  Definition  des  vorigen  Paragraphen  d"'  die  An- 
zahl der  Terme   der  Summe  bedeutet,  die   alle   einander   gleich 
und  gleich  (—1)'  y'  werden. 
Demnach  ergiebt  sich: 

(I)   (X  +  yf  =  ^«  +  M"'^"-^?/  +  St'x"-^p'-  H h  -?^«"'^"> 

oder  entwickelt  geschrieben: 
(X  +  y)"  =  x"  -{-  nx"-^y  -\ ^'j — ~^  x"-^  y'^  -\ ^  !/ 

die  letzte  Summe  über  alle  nicht  negativen  ganzzahligen  Werthe 
w,  ß  erstreckt,  die  der  Bedingung  a  -\-  ß  ^=  n  genügen. 

Hiemach  heissen  die  Coefficienten  S'"^  die  Binomial- 
coefficienten. 

Wir  setzen  der  Uebersieht  wegen  eine  kleine  Tabelle  der 
ersten  Werthe  der  Binomialcoefficienten  hierher; 

M  =  1  1,        1 

n  =  2  1,        2,        1 


n  =  3  1,     3,        3,       1 

«  =  4  1,     't,        6,       4,       I 

w  =  5  1,     5,      10,     10,       5,      1 

w  =  f)  1,     6,     15.     20,     15,      C.     1 
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Wir  wollen  unter  den  verschie denen  Eigenselisften  der  Bi- 
nomialcoefficienten  zwei  ableiten,  vun  denen  wir  nachher  eine 
interessante  Anwendung  machen  werden. 

Aus  (1)  ergeben  sich,  wenn  man  x,  y  durch  1,  x  ersetzt,  und 
n  =  0,  1,  2,  3  .  .  .  nimmt,  die  Formeln 

1  =  «' 

1  +1     =  B',"  +  Bf'» 

(2)  (!  +  !)■=  ü?>  +  Bf  X  4-  «"  X-- 

(1  +  j)"  =  Bj"  +  Iffx  +  B?'i'  4 h  Ä"«'. 

Wir  machen  nun  von  der  bekannten  Summenformel  der 
geometrischen  Reihe  Gebrauch: 

i+(\+x)  +  [i  +  x)<  +  ---  +  n  +  xr  =  (i±£ttlj=Ll 

worin  wenn  man  (1  -|-  a)""*'  wieder  nach  der  Binomialformel  ent- 
wickelt, indem  man  in  der  letzten  Formel  (2)  ji  in  «  -|-  1  ver- 
wandelt und  jBo"^^'  =  1  setzt: 

(3)  (1 +  »)■«-!  ^  g(.+.)  j_  £(.+.)^  _| y_  B«-»^. 

Vergleicht  man  dies  mit  der  Summe  der  rechten  Seiten  von 
(2)  und  setzt  den  Vorschriften  des  §.  1  gemäss  die  Coefficienten 
entsprechender  Potenzen  von  X  einander  gleich,  so  folgt; 

3S'  +  M"  +  S?'-\ J-  BS«  =  £!"+» 

-B!"  +  E?  H 1-  Bi"  =  Bf*" 


(*) 


Bf  =  Bi", 


oder  allgemein 

(5)  B';>  -\-  B';+"  +  • . .  +  B',->  =  Ä'VV. 

Wenn  man  aber  die  Gleichungen  (2)  der  Reihe  nach  mit 
BT\     -  £?',    +  -Sr,  ■  ■  ■  ±  -Bi"', 
niultiplicirt  (wo  das  obere  Zeichen  bei  geradem ,  das  untere   bt 
ungeradem  n  gilt),  so  ergiebt  die  Summe  der  Unken  Seiten: 
ß(»)  _  _g(«)^j  ^  ,  ^^  _|_  ^«)fi  ^^y  _  ...£  jj(«'(i  ^  ^).. 

-■-  [!-(!+  ^)1"  =  {-  ^)" 
und    die  Gl  eich  Setzung   der   Coefficienten   gleich   liolier   Potenze 
auf  der  rechten  und  linken  Seite  liefert  das  Formelsystem 
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0  =  /J^-Br'  -  7?!,"j5'i"'  +  -M'*-B^"' ±-ßt,"'lf^" 

0  =  -  7??'^"'  +  J?f'J;^"* +JJi"'-B'„"' 

±  1  =  iBf  J9<,"', 

und    dies   Formelsystem   läsat   sich   in   Timgekehrter   Keihenfolge 
mit  Benutzung  der  Relation  Bf  =  B^^l,.  auch  so  darstellen: 

1  =  Bi,"'^*^'" 

(7)  0  =  B^"'Ji[,"'  —  Bf-'*  BT'  +  BT^\BT^ 

0  =  Bir'B^o'"  -  _Bi;::i"iJr  +  Bt:i^B'^^  _  . . .  +  i?*"*/^;,"', 

oder  auch  in  KUsammenfasaender  Bezeichnung: 

(8)  i  (—  lyi^^rpBf  =  1       ft  =  0 

^0  u  =  ],  2  .  .  .  K. 


Interpolation. 

Wir  wollen  von  den  zuletzt  gewonnenen  Formeln  eine  An- 
wendung machen  auf  eine  Aufgabe  aus  der  Theorie  der  Inter- 
polation. 

Es  soll  eine  ganze  rationale  Function  «ten  Gra- 
des bestimmt  werden,  die  für  w  +  1  gegebene  Werthe 
der   V.eränderlichen   x  vorgeschriebene   Werthe   hat. 

Es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  der  «  -j-  1  Coeffi- 
cienten  a^,  a„  .  .  .  a^  in 

(1)  f(x)  =  a^x"  -{-  «1«"-^  -|-  .  .  .  a„„ix  4"  <*!> 
aus  den  n  -\-  l  Gleichungen 

(2)  /K)  =  A,    /(«,)  =  A...    /K)  =  A„, 

wenn  «j,,  «i  . . .  k„  die  gegebenen  Werthe  von  x,  und  Ä^,  J,,  ...  Ä„ 
die  entsprechenden  Werthe  von  f(x)  sind.  Die  Gleichungen  (2) 
sind  ein  System  von  Gleichungen  ersten  Grades  für  die  Unbe- 
kannten »0,  «t  .  ,  .  a„,  die  sich  im  Allgemeinen  durch  Deter- 
minanten autlösen  lassen,  wie  wir  im  nächsten  Abschnitt  sehen 
werden,     Wir    kommen   später    auf    diese   Aufgabe    zurück,   be- 
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liandeln  sie  aber  jetzt  unter  der  besonderen  Voraussetzung,  dass 
die  gegebenen  Werthe  von  x  die  ra  -f-  1  ersten  ganzen  Zahlen 
0,  1,  2,  ...  n  seien. 

Die  Binomialcoefficienten  5^*,  wie  sie  durch  §.  7  (6)  definirt 
sind,  behalten  ihren  guten  Sinn,  auch  wenn  n  keine  ganze  Zahl 
ist,  wie  bisher  vorausgesetzt  war.  sondern  eine  beliebige  veränder- 
liche Grösse.    Es  ist  dann 


(3)  Bt-> 


x{x-~\)...{x-v  +  l) 
1  .  2  .  3  .  .  .  f 


eine  ganze  rationale  Function  vten  Grades  von  x  i).  Der  Coeffi- 
cient  von  x'  ist  von  Null  verschieden  und  daher  kann  auch  x' 
ausgedrückt  werden  durch  Iff^  und  durch .  niedrigere  Potenzen 
von  X.  Es  läsat  sich  also  auch  jede  ganze  Function  wtcn  Grades 
f{x)  von  X  linear  ausdrücken  durch  B'^^,  S^i'  .  .  .  B^  in  der 
Form: 

(4)  f{x)  =  M,  Bf  +  üfi  .BS*'  -I \-  M„  B'-:\ 

worin  Mi,,  Mj^  .  .  .  M^  Constanten  sind,  und  die  Function  f{x) 
ist  bestimmt,  wenn  diese  Constanten  bestimmt  sind. 

Es  sei  nun  nach  unsererVoraussetzung/(0),/(l),/(2)  ...f(n) 
gegeben ;  da  nach  (3)  B^f'  immer  verschwindet,  wenn  x  einen  der 
Werthe  0,  1,  2,  ...  r  —  1  hat,  so  ergeben  sich  aus  (4)  die  fol- 
genden linearen  Gleichungen  für  die  Unbekannten  M: 

/(O)  =  M,  Bi"^ 

/(l)  =  M^  £^"  +  Jfi  Jfi'' 

(5)  /(2)  =  M,  .Bf  +  M^  ßf  +  M,  Bf 

f{n)  =  M,  -Bi,"'  4-  -M,  öl"'  --j-  il/,  7/^"'  ^  -  ■  ■  +  Jf„  73*,"'. 

Diese  Gleichungen  sind  nun  in  Bezug  auf  M»,  Mi  .  .  .  M„ 
aufzulösen,  was  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Schlussgleichungen  (8) 
des  vorigen  Paragraphen  geschieht.  Die  erste  Gleichung  (ö)  er- 
giebt  nämlich  direct 

(6)  ».  =  /(O). 


1)  Die  Bedeutung  dieser  verallgemeiuerten  Binominalcoefficienten  für 
die  Entwickdung  der  Potenzea  des  Binoms  gehört  nicH  hierbei',  Bondern 
in  die  Äiialysis. 
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Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  (5)  mit  jßj,",  die  zweite 
mit  —  Ui'*  und  addirt,  so  erhält  man  iiacli  dem  erwähnten 
Forraelsjstem  (auf  ji  ^  1  angewandt): 

—  M,  =  -B?'/(0)  -  5i'V{l) 
und  so  allgemein,  indem   man  die  v  ersten  Gleichungen  (5j  der 
Heihe  nach  mit   ^o\   —  ß^',  +  Sp  ■  ■  ■  +5*/'  multiplicii-t  und 
addirt 

(7/  ±M.  =  iC.VCO)  -  -Bi'VCl)  +  £>"/(2)  ■  •  •  +  ÄVW, 
wodurch  nach  (4)  die  Function  F{x)  hestimmt  und  die  Aufgabe 
gelöst  ist.  Es  ist  klar,  dass,  so  lange  wir  über  die  Werthe  /(O), 
/(l)  .  .  ./(«)  keine  besondere  Voraussetzung  machen,  in  dieser 
Form  jede  beliebige,  ganze  rationale  Function  von  x  dargestellt 
werden  kann. 

§.  10. 

Lösung   des  I  n  t  e  r  p  o  1  a  t  i  o  n  s  p  r  o  h  1  e  nj  s   durch  die 
Differenzen. 


Die  Definition  der  ganzen  rationalen  Function  Bf 
x.{x~\)...{x~v+l) 
1  .'1  .'A  .  .  .V 


(1)  _B!:-'  =  : 

giebt   die    früher   schon    für    den   speciellen   Fall    eines   ganzen 
positiven  x  bewiesene  Relation 

(2)  ^^^"  ^  Bf  +  £ili,     .B{r+"  =  Bt^  =  1. 
Daraus   erhalten   wir  für   die   Coefficienten  Md,  Mi  .  .  .  M^   eine 
Bestimmungsweise ,    die    für   die   praktische   Rechnung    viel   be- 
quemer ist,  als   die  Anwendung  der  Formeln   des  vorigen  Para- 
graphen. 

Es  ist  nämlich  nach  den  P'ormeln  (4)  und  (ü),  §.  9 : 

(3)  f(x)  =/(0)  -f  MiBf  -f  Jlf^ß*/^  H h  M^B'f; 

und  wenn  wir  darin  x  durch  x  -j-  1  ersetzen   und   die  Differenz 

(4)  J.  =  f(x  +  l)  -  f(x) 
bilden,  mit  Rücksicht  auf  (2) 

(5)  ^^  =  Ifi  +  M,  Bf  +  31^  Bp  -j h  J^»  -ß*n-i, 

woraus  sich  ergieht   (da  (5)   eine  Gleichung  von  derselben  Art 
wie  (3)  ist,  nur  dass  n  —  1  an  Stelle  von  n  getreten  ist): 
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=  /(i)-/(0). 


(G) 

so  wird  also  hiernach 

M„  =/(0},     JJA  =  ^0,     Jl^a  ^  ^i     - 
und  die  Formel  (3)  ergielit 

P)     /W  =  /(O)  +  ^.  J>1"  +  ^i  Ä"'  +  ■ 

und  ebenso  kann  man  die  Functionen  zJj,,  z^^,  ^Z  •  ■  ■  ausdrücken 
(8)  ^;  =  z/fl  -|-  ^o-Bf'  -| 1-  ^{,"""5^12 


Die  z/j:,  z/^,  ^ä  ■  ■  ■  ^iT"''  sind  ganze  rationale  Functionen 
der  Grade  w  —  1,  w  —  2,  ...  0,  die  letzte  von  ihnen  also  con- 
stant.  Um  sie  alle  darzustellen,  braucht  man  nur  die  Werthe 
/(O),  z/fl,  zl'o,  zi'ä  .  .  .  ^~^\  die  man  am  leichtesten  lierechnet, 
wenn  man  eine  Tabelle  anlegt,  die  für  den  Fall  u  =  3  z.  E. 
folgende  Form  haben  würde: 


und,  wenn  die  /(O),  /(l),  .  . 
tractionen  berechnet  wird. 


/(O) 

^0 

Ai 

/{!) 

^i 

4 

/(2) 

A, 

/(3) 

gegeben  sind,  durch  einfache  Sub- 


Ärithmetischo   Reihen  höherer  Ordnung. 

Das  Vorhergeheude  ist  die  Grundlage   für   die  Theorii;   der 
arithmetischen  Reilien  höherer  .Ordnung. 
Wir  bezeichnen  mit 

(1)  «0,  «1,   %,  «■,-■• 

irgend  eine  unendliche  Reihe  von  Grössen  und  mit 
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(2)  z/„   =  -M,  —  «0,      ^1   ^  «2  —  Ml'      -^-1   ~  «s   —  1H  ■  ■  • 
die  Ueiho  ihrer  Differenzen,  mit 

(3)  ^;  =  z?i  —  z/„     d\  =  A^  —  A^  .  .  . 
die  Reihe  ihrer  zweiten  Diifurenzen  u.  s.  f. 

Es  ist  klar,  dass  die  lleihe  (1)  vollständig  bestimmt 
ist,  wenn  ihr  erstes  Glied  and  die  Reihe  ihrer  ersten  Differenzen 
gegeben  ist;  denn  es  ist: 

)(l     =7:  M„   -]-  z/||,      Wj  ==  M(  -|-  ^(   -(-  -i^i   .   -  ■, 

»,  =«. +  4  +  ^i  +  --'  +  ^.-.. 

Ebenso  ist  die  Reihe  (1)  völlig  bestimmt,  wenn  die  beiden 
ersten  Glieder  und  die  Reihe  ihrer  zweiten  Differenzen  gegeben 
ist  u.  s.  f.  Die  Reihe  (1)  wird  eine  arithmetische  Reihe 
jiter  Ordnung  genannt,  wenn  die  Reihe  ihrer  wten  Diffe- 
renzen constant  ist,  also  die  Reihe  der  (m -|"  l)t6n  Differenzen 
aus  lauter  Nullen  besteht. 

Man  erhält  eine  arithmetische  Reihe  nter  Ordnung,  wenn 
man  in  einer  ganzen  Function  titen  Grades  f{x)  für  x  die 
Zahlen  0,  1,  2,  3  .  .  .  einsetzt. 

Denn  setzt  man: 

J-,       =  z/,,+1,  —  A, 


so  ist  ^i  vom  (ij^l)ten,  J'.^,  vom  (m  — 2)ten  Grade  in  Bezug  auf 
X  und  also  ^x'~^'  constant. 

Ist  nun 

«u,  Ml,  ifg  .  .  . 
eine  arithmetische  Reihe  wter  Ordnung,  so  ist  die  ganze  Reihe 
vollständig  bestimmt,  wenn  die  n  Werthe  w,,,  W|,  «^  ...  m„_i  und 
ausserdem  die  constante  «te  Differenz  gegeben  sind.  Diese 
letztere  ist  aber  bestimmt,  wenn  auch  noch  das  {«  -|~  l)te  Glied 
Wb  gegeben  ist.     Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Eine  arithmetische  Reihe  wter  Ordnung  ist  voll- 
ständig bestimmt,  wenn  ihre  w -|- 1  ersten  Glieder 
gegeben  sind. 

Da  nun  eine  Function /(a:)  vom  «ten  Grade  gleichfalls  durch 
die  willkürlich  gegebenen  Werthe 

/(O),  /(l),  /(2)  .  .  .  /{>.) 
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völlig  bestimmt  ist,  so  folgt,  dasB  aus  den  ganzen  ratio- 
nalen Functionen  «ten  Grades  f{x)  alle  aritliineti- 
sclien  Reihen  «ter  Ordnung  erzeugt  werden,  wenn 
man  darin  für  x  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen 
setzt. 

Der  Ausdruck  des  allgemeinen  Gliedes  ist  dann  durch  die 
Formel  (7)  des  vorigen  Paragraphen  gegeben. 

Die  Summen  der  m  -\-  1  ersten  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe  mter  Ordnung 

S™   ^   Wo  +  Ml  H h  «m 

bilden  eine  arithmetische  Reibe  (n  -j-  l)ter  Ordnung,  da  ihre 
ersten  Differenzen 

eine  arithmetische  Reihe  «ter  Ordnung  bilden. 

Es  lässt  sich  also  mit  Hülfe  der  Formel  (7)  des  §.  10  die 
Summe  s«  allgemein  bestimmen,  wenn  man  So,  Si  ...  .s„+i  als 
bekannt  annimmt. 

um  die  erzeugende  Function  F{x]  von  s„i  zu  finden,  wenn 
f{x)  die  erzeugende  Function  von  u^  ist,  setzt  man 

F(o)  =  m 

J'(i)  =  /(O)  -i-  /(i) 

f'(2)=-/(0)+/(l)r/(2) 


und  hat  dann  in  der  Formel  (7),  §,  10: 

F(x)  =  F{fd)  +  T),Bt^  4-  IJi.lif  ^ 

KU  setzen: 

B,  =  f  (1)  -  ^(0)  =/(l),  »;  =/(2)  -/(l)  =  ^1, 
A  =  F(2)  -  !••(»  =  /(2),  D\  =f<f.)~  /(2)  =  4, 
1),  =  f  (3)  —  J?(2)  =  /(3),         B;  =  <«,     —  ^1     =4 

So  erliält  man 

F(x)  =  /(O)  +  /(l)  BS-'  +  4  -BT'  +  X  -Bi-'  H 

Nehmen  wir  ii.  B.  /(a;)  =  3;^  so  giebt  uns  F{m)  die  Summe 
der  m  ersten  Qnadratziilileu.     I'is  ist 

4  =  23:4-  1,  J.=  2, 

also 
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^^(^)  =  ^  +  3  '  -1  .  2         I    -  1  .  2  .  £ 

_a^(^+  1)(23:  +  1) 
6 
Für /(a;)  =  x^  ergiebt  dieselbe  Rechnung; 

Die  Summe  der  m  ersten  Guben  ist  also  gleich  dem  Quadrat 
der  jwten  Trigoiialzahl, 

§■  12. 
Der   polynomische   Lehrsatz, 

Im   §.  8   ist   für   den   binoiniechen    Lehrsatz    die    l''orm   ab- 
geleitet: 

(1)  (-  +  !')"  =  "(»)Si,(°^ftf-(ffl. 

in  der  sich  die  Summe  auf  alle  Combinationen  zweier  Zahlen 
«,  ß  erstreckt,  deren  kehie  negativ  ist  und  die  der  Bedingung 

(2)  a+ß^-v 
genügen. 

Diese  Form  gestattet,  zunächst   durch  Induction,   eine  Ver- 
allgemeinerung auf  die  Mte  Potenz  eines  Polynoms: 

(3)  (.  +  !,  +  .  +  . .  .)■  =  nin)"^  Tiw'^ftnfr)... 

mit  der  Bestimmung,  dass  et,  ß,  y  .  .  .  alle  positiven  oder  ver- 
schwindenden ganzzahligen  Werthe  durchlaufen,  die  der  Be- 
dingung 

(4)  «+(!+,  +  .•■  =  « 

genügen.  Um  aber  die  Richtigkeit  dieser  Formel  allgemein  zu 
beweisen,  nehmen  wir  an,  sie  sei  bewiesen,  wenn  das  Polynom 
ein  Glied  weniger  enthält,  wie  sie  es  in  der  That  ist,  wenn  das 
Polynom  nur  zwei  Glieder  enthält. 

Wir  setzen  dann: 
(6)  «  =  ,  +  j  +  .  .  . 

und  wenden  auf  (x  -j-  u)  die  l'ormel  (1)  an,  aus  der  sich  er- 
giebt: 
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(6)  (».  +  „  +  .  +  ...)"  =  77(»)  f  n^;^nj-, 

mit  der  Beachränkuiif^ 

(7)  «  +  „  =  ». 

Nun  ist  aber  nach  der  Annahme  sclion  bewiesen : 

^^^  "  -  "^^J  2.  -ri(ß)n{y)... 

(9)  ^  _^  j,  +  .  .  .  =  ^., 

und  wenn  dies  in  (6)  eingesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  unmittelbar 
die  Formel  (3),  und  (7)  geht  in  (4)  über. 
Die  Coefficienten 

,10)  p<«         - ^y?^ 

die  ihrer  Bedeutung  nach  ganze  Zahlen  sind,  heissen  die  Poly- 
nomialcoeffi  Dienten. 

Beispielsweise  erhält  man  für  die  dritte  Potenz  des  Trinoms: 

+  Sx^s  +  3a: 2*  -\-  Sy^s  -[-  Zy s^  -j-  6xy;s. 


§.  13- 
D  e  r  i  V  i  r  1 0    F  u  n  c  t  i  o  n  o  n. 

Es  sei 

(1)  f(x)  =  a„  3^  +  a,  3^-^  -\-  «a  «"-ä   .u  . \-  a,, 

eine  ganze  rationale  Function  »ter  Ordnung. 

Wenn  wir  darin  x  durch  ein  Binom  x  -[-  y  ersetzen,  so 
können  wir  auf  jedes  einzelne  Glied  den  binomischen  Lehrsatz 
anwenden ,  und  können  das  Ergebnias  nach  fallenden  oder  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  oder  von  y  ordnen.  Wir  wollen  die 
Ordnung  nach  steigenden  Potenzen  von  y  ausführen.  Die  höchste 
Potenz  von  )/,  die  vorkommt,'  ist  die  «te,  und  der  Coefficient  der 
nullten  Potenz  von  y  ist  die  Function  f(x)  selbst,  wie  man  erkennt, 
wenn  man  y  ^=  0  setzt.  Wir  setzen  also,  indem  wir  die  anderen 
Coefticienten  mit 

beaeichnen : 
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f2)         /(»  +  !/)=  fix)  +  ,jf  (X)  +  J^  /"  (I)  +  .  .  . 

Die  Functionen  /'  (x) ,  /"  (x) ,  /'"  («)..,  heissen  die  erste, 
zweite,  dritte,  .  .  .  Derivirte  oder  Abgeleitete  von/(a;}. 
Es  sind  ganze  Functionen  von  x  und  f^'\x)  kann  den  Grad 
n  —  V  nicht  übersteigen ,  da  die  Summe  der  Exponenten  von  x 
und  y  in  keinem  Gliede  den  Grad  «  übersteigt. 

Die  erste  Derivirte,  die  also  der  Coefficient  der  ersten 
Potenz   von  ij  in   der  Entwickelung  von  f(x  -]-  y)  nach 
steigenden  Potenzen  von  y  ist,   erhält  man  durch  Anwen- 
dung des  binomischen  Lehrsatzes  auf  (1); 
(■()    /'(«)  =  n«„^-'  +  (tt^l)ai^-^  +  (n-2)aj3;«-äH 

Der  Hauptsatz  über  die  derivirten  Functionen  ergiebt  sich 
aus  (2),  wenn  wir  ;k  in  a;  -|-  a  oder  y  \\\  y  -\-  s  verwandeln: 

(4)  j{x+,j+.)  =  ^J^f>(x+,)  =  i;-(^±f /"w 

Bezeichnen  wir  mit /''""' (a;)  die  ftte  Derivirte  von /*'''(a;J, 
so  ist  nach  (2): 

(5)  f'\x  +  .)^     ±^j^f'»i.) 

und  nach  dem  binomischen  Satz: 

CJ  -W.)    -^nWTWf    "  +  '■-•■■ 

Setzen  wir  dies  in  (4)  ein,  so  folgt: 

'''^   S  ^^  n(vyrnji)  /'''"(^)  =  2  Tüßyfüy)  ■^'  ^''^  '^^^■ 

Die  letzte  Summe  ist  über  alle  nicht  negativen  Zahlen  j?,  y 
zu  erstrecken,  deren  Summe  den  Grad  n  von  f{x)  nicht  über- 
steigt. Dieselben  Zahlencombinationen  durchlaufen  aber  auch  di.e 
Exponenten  v,  fi  auf  der  linken  Seite,  und  die  Vergleichung  der 
Goefticienten  gleicher  Potenzen  und  Producte  ergiebt  (nach  §.  1): 
(8)  f'"(x)  =/•*'■>  (X), 

also  den  Satz: 
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Die  (tte  Derivirte  von  der  wten  Derivirteii  ist  die 
(v  ~\-  (t)tc  Derivirte  der  ursprünglichen  Function. 

Man  erhält  also  die  säinintlichen  höheren  Derivirten,  indem 
man  nach  der  Regel  (3)  aus  jeder  vorangehenden  die  erste  Deri- 
virte bildet: 

f(x)  =  UiiX"  -\-  OjX"—^  ~\-  a^x"—^  -\-  a^x"-"  -[■■•■ 

(9)  /'  (X)  =  na,  x"-^  +  {«-!)  a,  x-^^  +  («  -  2)  «^  z'-^  +  ■  ■ 
/"  (x)  =  n(n  —  1 )  flo  x"—^  -|-  (w  —  1)  (m  —  2}  a,  x"-"  -\-  ■  ■  • 

Eine  etwas  einfachere  Form  nehmen  diese  Derivirten  an, 
wenn  man  sich  einer  anderen  Bezeichuungsweise  bedient,  die 
häufig  im  Gebrauch  und  für  gewisse  Zwecke  fast  unentbehrlich 
ist,  die  wir  im  Anschluss  hieran  besprechen  wollen. 

Es  liegt  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Coefficienten 
«a,  a,  .  .  .  a„  ofi'enbar  l^eine  Beschränkung  darin,  wenn  wir  eine 
ganze  rationale  Function  «ten  Grades  so  dai'stellen: 

(10)  f{x)  =  a,a;"  +  Bf'«,  X"-^  +  B^^''a^x"-^  -| 1-  a,„ 

oder  ausführlich: 

(11)  /W  =  o,  a:»  +  »  o,  i«-  +  '(•^-^1  „,  x-H-  ■  ■  • 

Wenn  eine  Function /(a:)  so   dargestellt  ist,   werden   wir  sagen, 
sie   sei   „mit  den   Binomialcoefficienten  geschrieben". 
Grössere    Uebereinstimmnng    zeigen    hierdurch    bereits    die 
Formeln  (9),  die  dann  so  lauten: 

» ("  - 1)  „  ,.„, , 


/W  =  ".i"  +  «o 


worin  die  rechten  Seiten  alle  auch  mit  den  Binomialcoefficienten 
geschrieben  erscheinen.  Wir  werden  später  den  Nutzen  dieser 
Bezeichnungsweise  noch  weiter  kennen  lernen,  müssen  aber  schon 
hier  hervorheben,  dass   die  Wahl  der   einen   oder  anderen  Dar- 
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stell  Uli  gsweise  doch  nicht  ganz  gleichgültig  ist,  die  erste  oft 
auch  den  Vorzug  verdient.  Besonders  in  den  Fällen,  wo  die 
Coefficienten  Zahlen  sind  und  es  auf  das  zahlentheoretische  Ver- 
halten dieser  Coefficienten  ankommt,  darf  man  nicht  ausser  Acht 
lassen,  dass  durch  die  Binomialcoefficienten  ein  der  Sache 
fremdes  numerisches  Element  eingeführt  wird.  Dass  Gtauss  in 
der  Theorie  der  quadratischen  Formen  (in  den  Disq.  ar.)  die 
Schreibweise  mit  den  Binomialcoefficienten  anwendet,  wenn  er 
die  quadratischen  Formen  durch  ax^-\-2bxy-\-cy^  darstellt, 
und  daes  diese  Bezeichnung  allgemein  Eingnng  gefunden  hat, 
hat  in  der  Zahlentheorie  zu  einer  unnöthigen  und  sehr  bedauer- 
lichen Complication  geführt. 


Derivirte    eines   Productes. 

Die  derivirten  Functionen,  die  wir  hier  hetrachtet  hahen, 
sind  keine  anderen  als  die  aus  der  Differentialrechnung  bekannten 
Differentialquotienten;  wir  haben  den  Begriff  aber  hier,  wo  es 
sich  um  ganze  rationale  Functionen  handelt,  ohne  Anwendung 
der  Infinitesimalrechnung  gewonnen  aus  den  Entwickelungscoeffi- 
cienten  der  Potenzen  von  1/  in  der  Function  f(a;  -[-  y).  Bezeichnen 
wir  die  vte  Ableitung   von  f(x)  mit  Dyf,  so  ist  nach  (2),  §.  13: 

(1)  f(x  +  s)=f(x)  +  iin,f-^J^D,/+,J^i>,f+-, 

und  daraus  ergeben  sich  sofort  die   beiden  Grundsätze,   die  sich 
in  den  Formeln 

(2)  D.(Cf)  =  CD,/; 

(3)  A(/+5p)  =  D,/+-0,¥ 

ausdrücken,  worin  C  eine  Constante,  9)  eine  zweite  ganze  ratio- 
nale Function  von  x  ist. 

Eine  Verallgemeinerung  der  Formel  (2)  giebt  die  Darstellung 
der  Derivirten  des  Productes /9>.  Setzt  man  nämlich  nach  (1) 
abkürzend : 

(4)  /C^  +  ?/)  =  «c  +  j/wi  +  y'«i  H 2/""" 

9 (a;  +  i/)  =  i,,  +  yvi  +  y^'a  H y'"tJ„„ 

also 

(bt  H     -      ^-f  V     -    ^-f 
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ao  ergiebt  die  Ausführung  der  Multiplication  der  beirleii  Formeln 
(4),  wenn  mau  in  dem  l'roduct  den  Coefficienten  von  j/"  auf- 
sucht : 

<")        TT^  =  »■-  +  "'— ■  ■+  «-"■  +  ■  ■  ■  »•"" 
oder 

(7)  D.fjf)  =  ».a/  +  7/,"2)M/A9'+jBS"Ä_,/A»  +  --, 
worin  B,'',  Ba'  .  .  ,  die  Binomialcoefticienten  sind.  In  ähnlicher 
Weise  kann  man  unter  Anwendung  der  Polynomialcoefficienten 
die  Derivirten  eines  Productes  von  mehr  als  zwei  Factoren 
bilden. 

Wir  wollen  die  erste  Derivirte,  die  wir  jetzt  mit  D  statt 
mit  Dl  bezeichnen,  für  ein  Produet  von  »i  Factoren  danach  bilden. 
Für  zwei  Factoren  erhalten  wir  nach  (7): 
7)(/>)  =  vDf+flli, 

=  9 /'(■■') +/¥(") 
und  allgemein,  wenn   wir  die  Factoren  mit  «i,   ti.,  .  .  .  «„,   die 
Derivirten  mit  u[,  «j .  .  .  u'„  bezeichnen: 

(8)  D(u,iH  .  .  .  u,) 

=  «;?(,...  M„  +  Ml «; . . .  w„  -1 ^  M,  %  . . .  u],. 

oder  kürzer: 

D(», «,...«„)_  ^  Du. 

«!%...«„  '    ^       U,     ' 

Wenn  wir  also  ein  Produet  aus  linearen  Factoren 

(9)  fix)  =  (^  -  «0  (x-a,)...{x~-  «„) 
betrachten,  so  erhalten  wir,  da  die  ersten  Derivirten  von  x  —  «i, 
X  —  «2,  .  .  .  a;  —  K„  sänimtlich  gleicli  1  sind, 

/'  ix)  =  (a;  ^  «,)  (I  -»,)..  .  (»■  -  «„) 
+  (I  -  «,)  (I  -  «s)  ■  •  .  («  -  «.) 

wofür  man  auch  setzen  kann: 

(11)        /'W  =  ;jöi!l_+j^+---  +  j^- 

Ein   sehr  wichtiges   Resultat   ergiebt  sich   hieraus,   wenn   x 
gleich  einem  der  Werthe  «!,%...«„  gesetzt  wird,  näraliuh 
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/'K 

)  =  (« 

)  =  (" 

',  -  «.)  («, 

/K)  =  («„  -  «,)  («,.  ^  «,) . . .  («„  -  «„-0- 

§■   15. 
Ganze    Functionen    melirerer  Veränderliclien:    Formen. 

Wir  haben  bisher  vorzugsweise  die  ganzen  rationalen  Func- 
tionen von  einer  Veränderlichen  betrachtet;  wir  liönnen  uns 
aber  nicht  immer  darauf  beschränken  und  haben  ja  'auch  schon 
oben  Functionen  melirerer  Veränderlichen  benutzt.  Unter  einer 
ganzen  rationalen  Function  «ten  Grades  mehrerer  Veränderlichen 
F{sc,  y,  SS,  .  .  .)  verstehen  wir  eine  Summe  von  Gliedern: 

S:  A,3,y...  x"  y^  Z-'  .  .  ., 
worin  a,  ß,  y  .  .  .  ganzzahlige  nicht  negative  Exponenten  sind, 
deren  Summe  «  -|--  ^  -|-  y  -|~  '  ■  "  ^'^'^  Werth  n  nicht  übersteigt, 
und  wenigstens  in  einem  Gliede  auch  wirklich  erreicht.  Der 
Grad  wird  also  bestimmt  durch  den  grössten  Werth,  den  die 
Summe  w  +  /5  +  y  -(-  ■  ■  ■  annimmt. 

Wenn  die  Summe  der  Fbcponenten  m  -|-  j5  -[-  y  -|-  ■  -  ■  in 
allen  Gliedern  denselben  Werth  hat,  eo  heisst  die  Function 
homogen. 

Eine  fundamentale  Eigenschaft  der  homogenen  Func- 
tionen nten  Grades  ist  die,  dass,  wenn  alle  Va- 
riablen mit  demselben  Factor  vervielfältigt  wer- 
den, der  Erfolg  derselbe  ist,  wie  wenn  die  Function 
mit  der  «ten  Potenz  vervielfältigt  wird;  in  Zeichen, 
wenn  t  eine  beliebige  Veränderliche  bedeutet: 
(1)  F{tx,  ty,  ts  ...)  =  P'  F{x,y,  £  .  .  .); 

denn    ersetzt  man   in    demProduct  x"  f'' s^  .  .  .    die    Variablen 
durch  tx,  ty.  ts,  .  .  .  ,  so  erhält  es  den  Factor 

;"  +  ,^  +r+  ■-■; 
hat  nun  a  -|-  ^  -|-  y  -|~  ■  ■  ■  in  allen  Gliedern  denselben  Wertli 
w,  so  kann  der  Factor  C  vor  die  Summe  herausgenommen 
werden.  Hat  aber  die  Summe  a  -\-  ß  ■-{-  y  -{-■■■  in  den  ein- 
zelnen Gliedern  verschiedene  Wci-the,  so  kann  ein  solcher  ge- 
meinschaftlicher Factor  nicht  herausgenommen    werden,   wenig- 
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stens   nicht,   ohne  dass   noch  verschiedene  Potenzen  von  (  in 
den  einzelnen  Gliedern  hleiben. 

Durch  Vennehrung  der  Veränderlichen  kann  man  jede 
nicht  homogene  Function  in  eine  homogene  von  gleichem  Grade 
verwandeln.  Ist  nämlich  m  —  1  die  Anzahl  der  Variablen  in 
einer  nicht  homogenen  Function  «*™  Grades,  so  setzen  wir 


nnd  erhalten  in 


eine    ganze    homogene    Function    nten    Grades    der     Variablen 
Xu  ^2  .  .  .  x,n,  die  wir  mit 


"      \x„:    X„,    X„,       ) 
Function    nten    t! 
t 


bezeichnen. 

Es  empfiehlt  sich  bisweilen,  die  homogenen  Fvmctionen  meh- 
rerer Variablen  mit  den  Polynomialcoefficicnten  zu 
schreiben. 

Wir  setzen  daher 

(2)  ^{x^,Xi  ■  ■  ■  x:„) 

"  2j  n(«,)JT(«,)...n(«;:)  ^"'.-■■-»  ^'    ^=  ■  •  ■  ^."  ' 

wo  sich  die  Summe  auf  alle  nicht  negativen,  der  Bedingung 

(3)  «1  -f  «ä  +  .  .  ■  -f  «^  =  jf 

genügenden  Zahlen  erstreckt.  Diese  Bezeichnungsweise,  ohne  die 
Beschränkung  (3),  ist  auch  auf  nicht  homogene  Functionen  an- 
wendbar. 

Man  kann  aber  die  homogene  Function  auch   so  darstellen : 

(i)  t   {Xi,   X^  .  .  .   X„)   =   S   ^,„  ,2  ,    .  .  r„   X,^    Xy^    .  .  .   iK,.^, 

worin  jeder  der  Indices  v,,  vj  .  .  .  !>„  von  den  übrigen  unabhängig 
die  Wertlireihe  1,  2  ...  m  zu  durchlaufen  hat.  Die  Summe  (4) 
besteht  also  aus  m"  Gliedern,  die  aber  nicht  alle  von  einander 
verschieden  sind.  Das  Product  x,.^  a;,.,  .  .  .  x,^  bleibt  nämlich  un- 
geändert,  wenn  die  Indices  Vj,  v,  .  .  .  r«  beliebig  unter  einander 
permutirt  werden.  Die  Anzahl  der  Permutationen  von  n  Ele- 
menten beträgt  aber  /?(«.).  Hind  unter  diesen  Elementen  je 
«1,  «j  .  .  .  einander  gleich,  so  reducirt  sich  die  Zahl  der  Permu- 
tationen auf 
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n(n) 


OK)  J7 («,)..,' 
woraus  sich  ergiebt,  dass  in  (4)  irgend  ein  Product  x"'  x^^... genau 

n<«) 
n(«,)  n(^)... 

mal  voriiommt.  Setzt  man  also  noch  fest,  dass  -^vj,  i, , . ,  .„  sich 
nicht  ändern  soll,  wenn  die  Indices  beliebig  perrautirt  werden, 
so  erweisen  sich  die  Bezeich  nun  gs  weisen  (2)  und  (4)  als  iden- 
tisch, wenn  durch  Zusammenfassen  gleicher  Factoren 


und 

A, '....■■«  =  ^-,. ->...<•„, 

gesetzt  wird. 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  Glieder,  die  in  der  Function 
0  [nach  (2j]  auftreten,  mit  (m,  n),  so  findet  man,  indem  man  zu- 
nächst die  Glieder  zählt,  die  den  F'actor  Xi  haben  und  dann 
die  übrigen,  die  eiue  homogene  Function  Kter  Ordnung  von  den 
übrigen  m  —  1  Variablen  bilden,  die  Recursionsformel : 

(5)  {m,  n)  =  (mj,  n  —  \)  -\-  (m  —  l,  n), 

mit  deren  Hülfe  man  durch  vollständige  Induction  den  Ausdruck 

(6)  („, ,.)  „  '"(•'  +  ')■■■(•"  ±^::^  ^  ^("  +  »  -  ;) 

^  -^     ^    '    •'  1  ,  2  .  .  ,  w  nin)  n{m  —  1) 

als  richtig  erweist. 

Die  ganzen  homogenen  Functionen  werden  auch  Formen 
gena.nnt.  Man  unterscheidet  nach  der  Anzahl  der  Variablen 
unäre  (einfache  Potenzen),  binäre,  ternäre,  quaternäre 
Formen.  Die  binären  Formen  sind  es,  die  uns  hier  besonders 
interessiren,  deren  Theorie  im  Wesentlichen  identisch  ist  mit 
der  Theorie  der  ganzen  rationalen  Functionen  einer  Veränder- 
lichen. Man  gelangt  von  den  binären  Formen  zu  diesen  Func- 
tionen zurück,  wenn  man  eine  der  homogenen  Variablen  als  con- 
stant  ansieht,  z.  B.  ihr  den  VVerth  1  giebt. 
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§,  16. 

Die   Derivirtcn  von  Functionen   mehrerer  Variablen. 

Wir  haben  im  §.  13  die  derivirfcen  Functionen  einer  ganzen 
rationalen  Function  einer  Veränderlichen  definirt.  Der  Begriff 
las  st  sich  unmittelbar  übertragen  auf  Functionen  mehrerer 
Variablen,  indem  man  die  Ableitungen  in  Bezug  auf  jede  Variable 
für  sieb,  als  ob  sie  die  einzige  wäre,  bildet.  So  erhält  man, 
wenn  man  etwa  wie  in  §,  15 

(1)  F{x,y,z  .  .  .)  =  2:^„, ,,.,...  x''y:<s-'  .  .  . 
setzt,  die  erste  Derivirte  nach  x: 

(2)  F\x)=^2:aÄ.,,,y.,,  x"-^  y^^y  ..., 
oder  nach  y: 

(3)  l'iy)  =-  2:ßA^,ß, .,_.    w"y'-'sy  .  .  . 

u,  s.  f.  Aus  diesen  Functionen  kann  man  nach  denselben  Hegeln 
wieder  die  Ableitungen  nach  den  verschiedenen  Variablen  bilden 
und  erhält  so  die  höheren  Ableitungen. 

Um  die  Resultate  übersichtlicher  darzustellen,  sei  0  (x^^  x^...  x^) 
eine  ganze  rationale  Function  «ter  Ordnung  der  m  Veränderlichen 
Xi,  Xj  .  .  .  Xm.    Wir  ersetzen  diese  Veränderlichen  durch  Binome: 

I,  +  ii, «.  + 1„ . .  ■,  fc.  +  {.. 

und  entwickeln  in  jedem  Gliede  der  Function 

«(I,  +  f„  X,  +  {„  .  .  .  x„  +  I,.)  =  »(»  +  I) 
durch  Ausführung  der  Multiplication 

fe  +  I,)-  i',  +  {.)"■  •  ■  •  («-  +  w- 

nach  Potenzen  von  §i ,  ^a  .  .  .  |,„.  Fassen  wir  gleiche  Potenzen 
und  Producte  der  Variablen  |  je  in  ein  (Jlied  zusammen,  so 
ergiebt  sich  in  der  Bezeichnung  (2)  §.  15  für  0(x  -^  g)  eine 
Darstellung,  die  in  der  Differentialrechnung  die  Taylor'sche 
Entwickelung  heisst: 

(4)  0(. + s)  =  2  m^w^'m.)  "-■■■■■■'"■ 

Die  Coei'ficienten,  die  wir  mit 
bezeichnen,  sind  Functionen  der  Variablen  x  und  belesen,  wenn 
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«:+%-!-■■■-!"  ^i"  ^  "  ist,  die  Derivirten  rtev  OrdnuBg 
der  Function  <P. 

Man    stellt   sie  auch  nach    der  in   drr   Differentialrpcluiuiig 
gebräuchlichen  Bezeichnungswcise  so  dar: 


(5)  Ä........,,*  =  ,--:,j,,,...3,„. 

Das j  Bild  ungsgesetz  der  Derivirten  lässt  sich  in  folgende 
Sätze  zusammenfassen,  wobei  wir  der  Kürze  wegen  die  Indicoa 
hei  dem  Zeichen  D  weglassen. 

I.     Ist  C  eine  Constante,  so  ist 
i>(C'*)  =   CD0. 

IL     Sind  $  und  'F  irgend   zwei   Functionen,   so   ist 

D(*  +    »P-)   rrr   1)0  +   D  W. 

Beides  folgt  unmittelbar  aus  (4). 

Wir  können  also  leicht  die  derivirten  Functionen  allgemein 
hilden,  wenn  wir  sie  für  den  speciellen  Fall  kennen,  in  dem  0 
ein  Product  von  Potenzen  ist,  also  wenn  wir 

^-i,  «,-.."„  Qc^'a;-^' <") 

keiiueii,   worin   die  (t  beliebige,  nicht  negative  Exponenten  sind. 
Nun  ist  aber 

und  folglich: 

(6)  (»,  +  I,)'.  ...(!.  +  W" 

2" ■'■'••  n(ft)  .  .  ■  i7((i.)a;;'^''  .  .  .  /.'"'"  ..,        j'i. 

-ff  (h  ^  «j)  ■  ■  ■  Jf  ((•■  —  «•)  ff  («i) . . .  fl(«.) 
und  es  crgiebt  also  die  Vergleichmig  mit  (4)  und  (6) 

(')  A,....,  fe"...«,';") 

g(!-.)  ■  .  ■  JfQ'.) 


J7((ii  —  «,)...  f7((i„,  —  ««,)'  ■  ■  ■    •" 

so  lange  «i  <i  fi  ,  .  ■«,„  <^  ft„,.     Dagegen  ist 

(8)  Ä,,..,..,  fe'...  a;,';")  =  0, 

sobald    einer    der    Indices  «  grösser  ist   als  der  entsprechende 
Exponent  jt. 
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Bezeichnen  wir  nun  mit  j5i,  ßi  .  .  .  ßm  ein  zweites  System 
von  Indices,  un<J  bilden  von  der  Function  (7)  die  Ableitung 
J?ßi,  3s  -  ■  ■  (*""  ^'^  ergiebt  sich  durch  nochmalige  Anwendung  der- 
selben Formeln  (7)  und  (8): 

(9)  -D^,..., ^™-D„.....^(:fi\. .4"')  =  -»,<,  +  «,. ..A„  4- s«fe'...a;™"')- 
und  daraus  folgt  nach  IL  die  allgemeine  Gültigkeit  des  Satzes 
IIL  -DA,...ß™-ö",,...«„  ®  =  -D3,  +  "t,...?    +«™«'. 

was  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  (8),  §.  13  ist,  und  mau 
kann  also  die  höheren  Derivirten  durch  fortgesetzte  Ableitung 
der  niederen  bilden. 

Für  die  ersten  Derivirten  einer  Function  ^ 

Öl,  0...  0^1       öo,  1...  0*,  .  -   ■  -Do,  0.,   .  i  * 

brauchen  wir  auch  die  kürzeren  Zeichen 

ebenso  für  die  zweiten 

A,  n    ..«,  A,  ,,,,«,  .  .  . 

die  Zeichen 

^"(xi,  Xi),     0"(xi,  X3)  t=  0"  (aja,  Xj),  .  .  . 
Auch    diese    Bezeichnung    lässt    sich    verallgemeinern    und 
würde  zu  einem  der  Formel  (4),  §.  15  entsprechenden  Ausdruck 
führen. 

Wir  erwähnen  des  häufigen  Gebrauches  wegen  die  Formeln 
für  die  quadratischen  Formen  besonders.     Setzen  wir 

(10)  <P(a;)  =  Z  «,-,  fc  Xi  x^, 

worin  *,  &  von  einander  unabhängig  die  Reihe  der  Zahlen 
1,  2  ...  m  durchlaufen  und  Oi^k^  ctn^i  ist,  so  ist: 

Vi  O'  (Xi)  =  «[,  ix,  -\-  ai^  3  x^  -\-  ■' ■  •  -\-  «1,  ™  x,„ 


(11)     ' 

und  wir  setzen  nocli 

(12)  0(x,  ö  =  *(!,  x)  =  2;j,»'(i,)  =  Sxifd,). 
Dann  ist 

(13)  0(x  +  {)  =  »(«)  +  »(»,1)  +  0(ä). 
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Die  Function  ^(x,  |)  wird  die  Polare  von  #  genannt,  Sie 
ist  linear  und  homogen  sowohl  in  Beziehung  auf  die  x,  wie  in 
Beziehung  auf  die  |. 

Sie  kann  ausgedrückt  werden  durch 

und  genügt  der  Bedingung 

(15)  (P{x,x)  =  2^Gt). 

§■  17. 
Diis   Euler'sche  Theorem   iihcr  homogene  Functionen. 

Aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  lässt  sich  mit  Leich- 
tigkeit ein  Fundamentalsatz  üher  homogene  Functionen  her- 
leiten, der  von  Euler  entdeckt  und  nach  ihm  benannt  ist. 

Wir  erhalten  ihn  am  einfachsten  aus  der  Formel  (4)  des 
vorigen  Paragraphen,  wenn  wir  mit  t  eine  heliebige  Veränder- 
liche bezeichnen, 

{])  I,  =tx„^,  =  tx,..  .,  U  =  tx.„ 

setzen  und  dann  die  Fundamentalformel  §.  15  (1)  für  die  homo- 
genen Functionen  anwenden. 

Wir  erhalten  so  zunächst: 

(2)  (i  + 1)  <j>{x)  ^2j  i7{«,)  n(«3) . . .  n{K^)  -^".."^■■-"-'^■ 

Wendet  man  auf  der  linken  Seite  von  (2)  den  binomischen 
Satz  an,  und  setzt  dann  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen 
von  (  beiderseits  einander  gleich,  so  ergiebt  sich  für  jedes 
1'  =  1,  2    ...  ni 


"  !>.„.,,...„,  *. 


worin  sich  die  Summe  auf  alle  der  Bedingung 
(4)  «,  +  »,+...  +  «.  =  . 

genügenden  Werthsysteme  der  a  erstreckt. 

In  dieser  Form  ist  das  ^u  erweisende  Theorem  in  seiner 
Allgemeinheit  enthalten.  Für  den  besonderen  Fall  v  ^  1  er- 
lialten  wir  die  Formel 
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(5)  n^(x^^X2  .  .  -Xin)  =  Xi^'{xj)  -\-  x^0'{x./)  -|-  -  ■  ■  x^<P' (x„,), 
wovon  die  Formel  (15)  des  vorigen  Paragraphen  ein  specieller 
Fall  ist,  und  für  r  ^  2 : 

(6)  n(n  —  1)  ^(x^.  x^  .  .  .  x,,^)   =   S  Xi  xi,  ^' {X{,  Xj,), 
worin   die  Summe   von   i  =   !  bis   *  =  m  und  von  ft  =  1  bia 
fc  f=  m  zu  erstrecken  ist,  so  dass  jedes  Glied  mit  ungleichen*,  k 
zweimal  in  der  Summe  auftritt. 

Setzen  wir,  wenn  die  «  der  Bedingung  (4)  unterworfen  sind 

(7,      #.8, .)  =  2  n(S$S^:)  -ö— --*■ 

SO  ist  nach  (4)  des  §.  16: 

(8)  0(x  +  l)^0(x)  +  0,(»,J)  +»,(»,  {)  +  ...  +*.{!,  {), 
und  da  die  linke  Seite  ungeändert  bleibt,  wenn  x  mit  |  ver- 
tauscht wird,  so  ergiebt  sich  die  Relation: 

(9)  <5„-.  (X,  I)  =  #,.  (I,  x), 
also  insbesondere 

(10)  *„(x,  Ij  =z  <p(|j. 

Die  Function  *,. (a;,  |)  wird,  als  Function   von  x  betrachtet, 
die  vte  Polare  der  Function  <&  für   das  Werthsjstem  ^  genannt. 

Wir  wollen  die  Formel  (3)  noch  für  den  Fall  einer  binären 
Form  (m  =  2)  speoialisireo. 

Wir   bezeichnen   die  Variablen  mit  x,  y  und  setzen  K\ir  Ab- 
kürzung : 

*(x,  ij)  =  'U,    Du,  v-h^  ^^  ";, 
und  erhalten  aus  (4) : 

worin  v  jeden  beliebigen  Werth,  der  nicht  grösser  als  n  ist,  an- 
nehmen kann. 
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Determinanten. 


§■   18- 
Pernmtatioücn   von  n  Elementen. 

Wir  betrachten  ein  System  von  n  unterscliiedenen  Elementen 
irgend  welcher  Art,  z.  B.  die  n  Ziifeni 

1,  2,  3  .  .  .  n, 

deren  Oomplex  in  dieser  bestimmten  Anordnung  wir  mit  91  be- 
zeichnen wollen.  Die  Elemente  von  91  lassen  sich  auf  versclüe- 
dene  Arten  anordnen,  ?..  B. ; 

2,  1,  3  .  .  .  n. 

DerUeborgang  von  einer  Anordnung  zu  einer  anderen  heisst 
eine  Permutation. 

Bezeiclmen  wir  die  Anzahl  der  verschiedenen  Anordnungen, 
die  nur  von  der  Anzahl  n  der  Elemente  abhängen  kann ,  mit 
iT(w),  so  ergiebt  sich  zunächst  77(1)  ^=  1,  JT(2)  =  2,  und  um 
die  Zahl  aligemein  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  zu  w  —  l 
Elementen  ein  «tes  hinzugefügt.  In  jeder  Anordnung  der  w  —  1 
Elemente  kann  nun  das  nte  Element  an  n  verschiedene  Stellen 
gesetzt  werden,  namlich  vor  das  erste,  zwischen  das  erste  und 
zweite,  zwischen  das  zweite  und  dritte  u.  s.  f.,  endlich  nach  dem 
{n  —  l)ten,  und  alle  die  so  entstandenen  Anordnungen  sind  von 
einander  verschieden.  Daraus  folgt: 
(1)  n(n)  =  nn{n—  1), 

woraus  sich  durch  vollständige  Induction 
(2j  n(n)  =  l  .2  .5  .  .  .n 
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crgieht,  so  dass   das  Zeichen  J7(w)  hier   dieselbe  Bedeutung  hat, 
wie  im  ersten  Abschnitt  (§,  7). 

Irgend  eine  Anordnung   des  Systems  51  bezeichnen  wir  mit 
91',  oder  ansführhcher,  wenn  «i,  «3  .  .  .  «„  die  Ziffern  1,  2  ...  w 
in  irgend  einer  Reihenfolge  bedeuten,  mit 
(3)  SI'  =  «„»,...  «.. 

Man  kann  auf  sehr  verschiedene  Arten  aus  einer  Anordnung 
eine  beliebige  andere  ableiten ,  d,  h.  eine  Permutation  ausführen. 
Unter  den  verschiedenen  Möglichkeiten  sind  für  uns  die  durch 
sogenannte  Tranapositionen,  d.  h,  durch  successive  Ver- 
tauschung von  nur  zwei  Elementen  ausgeführten,  von  besonderem 
Interesse,  Durch  mehrere,  nach  einander  ausgeführte  Transposi- 
tionen läsat  sich  aus  jeder  Anordnung,  z.  B,  aus  21  jede  andere  3t' 
herleiten.  Man  kann  zu  diesem  Zweck  etwa  so  verfahren,  dass 
mau  in  31  zunächst  das  Element  1  mit  dem,  was  in  9t'  an  erster 
Stelle  steht,  also  mit  «i,  vertauscht  (ialls  nicbt  «,  ^  1  ist),  dann, 
wenn  «g  nicht  schon  =  2  ist,  2  mit  «^  u.  s.  f. 

Um  z.  B.  von  (I,  2,  3,  4)  zu  {4,  3,  2,  1)  zu  gelangen,  bildet 
man  die  Anordnungen 

(1,  2,  3,  4),     (4,  2,  3,  IJ,    (4,  3,  2,  1). 

Bezeichnen  wir  eine  Transposition  kurz  durch  die  beiden 
vertauschten  Ziffern,  also  die  Vertauschung  von  1  mit  2  durch 
(1,  2),  so  haben  wir  hier  nach  einander  die  Transpositionen 
(1,  4),  (2,  3)  ausgeführt. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  der  Uebergang  von  einer  Anord- 
nung zu  einer  bestimmten  anderen  auf  unendlich  viele  verscbie- 
dene  Arten  durch  auf  einander  folgende  Transpositionen  erreiclit 
werden  kann.  So  geht  die  Anordnung  (1,  2,  3,  4)  auch  durch  die 
Transpositionen  (1,  2),  (1,  3),  (2,  4),  (1,  2)  in  (4,  3,  2,  1}  über. 


§-  19- 
Permutationon   erster   und   zweiter   Art. 

Die  n(n)  Anordnungen  von  n  Elementen   lassen   sich   nach 
[blgendem  Gesichtspunkte  in  zwei  Arten  zerlegen. 

Aus  den  n  Elementen  unseres  Systems  lassen  sich  —— 

und  nicht  mehr  Paare  bilden.    Wir  wollen  nun  den  «  Elementen 
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1,  2,  ...  w  in  bestimmter  Weise  n  reelle  /ahhverthe  »i,  «5,  . ,  .  «„ 

zuordnen,  und   ans  diesen  Zalilwerthen  die  ~^-    ■■-■     Differenzoii 

a^  —  «5,   a^  —  a,.  .  .  ,  bilden,   wobei   der  niedrigere   Index   dem 
Minuenden  angehören  soll.     Das  Dift'erenzenproduct 

(1)  P  =  («1  —  Ö2)  («1  —  «3)  ■  ■  ■  K  —  a«) 

((Tj  —  %)  ...  («2  —  «„) 


(«„_!   —  ß„) 

wird ,  wenn  die  «i ,  a^  .  .  .  a„  von  einander  verschiedene  Zahl- 
werthe  sind,  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben,  z.  B. 
einen  positiven,  wenn  k,  >.  a^  >-  a,  ,  .  .  >■  ffl„  angenommen  war. 
Wenn  wir  nun  die  Indjces  1,  2,  3  ...  n  irgendwie  unter  ein- 
ander vertauschen,  also  etwa  von  3t  zu  31  übergeben,  so  gebt 
P  in 

(2)  P'  =  («.,  -  a„J  (fl,„  -  fl„,)  .  .  .  (««,  -  a.„) 

{a„,  —  a„J  .  .  .  («H,  —  0!(i„) 


über,  und  dies  Product  besteht,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  aus 
denselben  Factoren  wie  P,  d.  h.  es  ist  P'  entweder  gleich  P 
oder  entgegengesetzt  zu  P. 

1.  Wir  rechnen  nun  die  Anordnung  31'  und  also 
auch  die  Permutation,  die  91  in  31'  verwandelt, 
zur  ersten  oder  zur  zweiten  Art,  je  nachdem 
P  mit  P'  gleich  oder  entgegengesetzt  ist,  so 
dass  31  selbst  zur  ersten  Art  gehört. 
II.  Durch  eine  einfache  Transpoaition  (k,  In),  worin 
h,  Ji  irgend  zwei  der  Ziffern  1,  2  .  .  .  n  bezeich- 
nen,  ändert   sowohl  P  als   P'  sein  Vorzeichen. 

Denn  die  Factoren,  die  h  und  fc  gar  nicht  enthalten,  werden 
durch  diese  Transposition  nicht  berührt;  dann  haben  wir  in 
P  und  P"  den  Factor  i  («s  —  ai)  und  die  Factorenpaarc 
i  (ßfi  —  a,)  (oft  —  «,.) ,  wo  V  die  Reihe  der  Zahlen  1 ,  2  .  .  .  «, 
mit  Ausnahme  von  h,  fc  durchläuft.  Der  eratere  Factor  ändert 
aber  sein  Zeichen,  während  das  Factorenpaar  ungeändert  bleibt  bei 
der  Transposition  (h,  k).    Daraus  folgt: 
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III.    Die 


ermutationeii    der    ersten    Art    sind    aus 

einer     geraden     Anzahl    von    Transpositioneii 

zusammengesetzt,    und    die    der     zweiten    Art 

aus   einer   ungeraden   Anzahl. 

Zu  der   ersten  Art  ist  dann  auch  die  sogenannte  identische 

.Permutation  zu  rechnen,  die  ?i  ungeändert  läeat. 

Daraus  ergieht  sich  noch  die  Folgerung:  Auf  wie  verschie- 
denen Wegen  man  auch  91'  aus  '&  durch  Transpositionen  ab- 
leiten mag,  die  Anzahl  dieser  Transpositionen  ist  bei  allen  diesen 
Arten  übereinstimmend  gerade  oder  ungerade  (je  nachdem  31' 
zur  ersten  oder  zur  zweiten  Art  gehört). 

Wenn  wir  in  den  sammtlichen  Anordnungen 
%  9t',  91"  .  .  . 
der  n  Elemente  eine  Transposition,  etwa  (1,  2),  vornehmen,  so 
geht  jede  dieser  Anordnungen  in  eine  bestimmte  andere  über, 
etwa  91  in  5B,  9t'  in  Sß',  9t"  in  SB"  .  .  .,  und  wenn  wir  dieselbe 
Trtinsposition  noch  einmal  wiederholen,  so  geht  SB  wieder  in  9t, 
S'  wieder  in  91'  .  ,  .  über.  Daraus  folgt,  dass  die  Anordnungen 
S,  ffl',  SS"  .  .  ,  alle  von  einander  verschieden  sind  und  folglich 
in  ihrer  Geaammtheit  mit  der  Gesammtheit  der  9t  überein- 
stimmen. Da  nun,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  sammtlichen 
DifFerenzenproducte 

P,  P',  P",  .  .  . 
die  aus  P  mit  den  verschiedenen  Anordnungen  91,  9t',  9t"  .  .  . 
gebildet  sind,  durch  eine  Transposition  das  Zeichen  ändern,  so 
folgt,  dass  jedem  91  der  ersten  Art  ein  S  der  zweiten  Art  ent- 
spricht und  jedem  91  der  zweiten  Art  ein  93  der  ersten  Art. 
IV.  Hiernach  ist  die  Anzahl  der  Anordnungen  der 
ersten   Art  ebenso   gross,    wie   die   Anzahl   der 

Anordnungen  der  zweiten  Art,  nämlich  -^  JT(m.)i). 

Für  «.  =^  3  haben  wir  die  folgenden  sechs  Anordnungen, 
von  denen  die  erste  Horizontalreihe  die  erste  Art  bildet: 


(3) 


(1,  2, 

3), 

(2,  3, 

1), 

(3, 

1, 

2) 

(3,  2, 

I). 

(2,  1, 

3), 

(1, 

3, 

2) 

1)  Diese  Sätze  sind  hier 
eiaer  Zahlgrösse,  gewonnen. 
Function  ku  deiiselheu  Ergebu 
schnitt  sehen. 


aus  der  Betrachtung  des  Prodnctes  P,  also 
Wie  man  ohne  Benutzung  einer  solchen 
Bflen  gelangen  kann,  werden  wir  im  XIV.  Ah- 
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§-  20. 
Determinanten. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  System  von  n^  beliebigen  Grössen, 
mit  denen  die  rationalen  Rechenoperationen  ausgeführt  werden 
können.  Zu  einer  einfachen  Bezeichnung  dieser  Grössen  wählen 
wir  einen  Bachstaben  mit  einem  doppelten  Index  af>^  worin 
i  sowohl  als  h  die  Reihe  der  Ziffern  1,  2,  3  ... «  durchlaufen  soll. 
Zur  besseren  Ueb ersieht  ordnen  wir  diese  Grössen  in  ein 
Quadrat,  so  dass  alle  a  mit  demselben  oberen  Index  in  einer 
Horizontalreihe,  alle  a  mit  demselben  unteren  Index  in  einei' 
Verticalreihe  stehen,  und  bezeichnen  dies  Quadrat  mit  z/,   also: 

«(",  a^\  «w  .  .  .  tt^'> 

«(«,  a%'>,  af'>  .  .  .  rtif> 

af\  af\  af>  .  .  .  «1=' 


Der  KürKC  halber  nennt  man  die  Horizontalreihen  Zeilen, 
die  Verticalreihen  Colonnen. 

Wir  wollen  aber  unter  dem  zwischen  verticalen  Strichen 
eingeschlossenen  Quadrat  nicht  nur  den  Complex  der  Grössen  a 
verstehen,  sondern  eine  bestimmte  arithmetische  Verbindung 
dieser  Grössen,  die  sich  ausrechnen  lasst,  sobald  die  a  numeriscli 
gegeben  sind,  und  die  wir  jetzt  beschreiben  wollen. 

Man   bilde    das   Product   der  in   der   von   links   oben   nach 
rechts  unten  gellenden  Diagonale  stehenden  Glieder: 
(2)  M  =  (|(i)<'of.  .  .ßW 

leite  daraus  II (n)  Producte  M,  M',  M"  .  .  .  her,  indem  man 
die  unteren  Indices  permutirt,  und  gebe  jedem  so  entstandenen 
Product  das  positive  oder  negative  Zeichen,  je  nach- 
dem die  angewandte  P  e  r  u^  u  t  a  t  i  o  n  zur  ersten  oder 
zur  zweiten  Art  gehört,  also  nach  der  Bezeichnung  des 
vorigen  Paragi'aphen : 
(^)  M'  =  ±  flW  ««)  .  .  .  flW. 

Die  Summe  aus  diesen  Producten 

Jlf-^  M'   I.  M"  -\ ^ZM 


yGoosle 


§.  20.  Detevmiiiaiiteii.  69 

soll  J  seiü.  <d  wird  die  Determinante  der  n^  Elemente  af> 
genannt,  und  zwar,  wenn  die  Ünt«r8clieidung  nothwendig  ist, 
eine  m- reihige  Determinante  (auch  Determinante  wten 
Grades  oder  « ter  Ordnung).  Das  Glied  M  dieser  Summe, 
d,  h.  also  das  Product  aller  in  der  Diagonale  des  Quadrats 
stehenden  Elemente,  wird  das  Hauptglied  genannt. 

Nehmen  wir  z.  B.  «  =  2,  so  erhalten  wir 
(4)  d  =  aji'  af  —  a«  öf , 

und  für  n  =  'i  [nach  (3)  des  vorigen  Paragraphen]: 

A  =  o!'J  (tf)  af   +   «m  af  «lä*   +   «<"  af  af. 
*  '  —  «Wa^oW    —   a'-pafaf   —   a<^>  af  af\ 

oder  in  anderer  Bezeichnung: 

(6)  Y;^l\  =  uä-l,c. 


0) 


ah'c"  -[-  bü'a"  -\-  CO,'  , 
a  c'  b"  —  b  a'  c"  —  cb'  a 


Es  ist  dem  Leser  zu  empfohlen,  die  Berechnung  solcher 
Determinanten  an  Zahlenbeispielen  einzuüben. 

Die  Bezeichnung  (1)  ist  in  vielen  Fällen  zu  umständlich ;  es 
sind  daher  noch  andere,  kürzere  Zeichen  im  Gebrauch.  So  setzt 
Jacobi,  indem  er  nur  das  Hauptglied  der  entwickelten  Deter- 
minante ausführlich  schreibt: 

(8)  z/   =   £  ±  will  ((lä)    .  .  .  „1-0^ 

und  Kionecker  noch  kuizer 

(9)  ^  =  I  a;"  I 

Beide  Bezeichnungen  sind  abei  nui  d  lun  g  inz  deutlich, 
wenn  che  Elemente  in  dei  hier  vorausgesetzten  Weise  durch 
zwei  Indi(,es  bezeiuhnet  sind,  und  duichaus  unanwendbar,  wenn 
die  Elemente  /   B   numeusch  gegeben  sind 

I's  kommeii  b!s\\eilen  Deteimiiiauten  voi    1hi  duien 

ist,  bei  denen  also  in  (1)  die  symmetrisch  zur  Diagonale  des 
Quadrats  stehenden  Elemente  einander  gleich  sind.  Wir  werden 
in  diesen  Fällen  gewöhnlich  beide  Indices  (um  ihre  Gleichwerthig- 
keit  anzudeuten)  unten  hinsetzen,  also 

setzen.     Solche  Determinanten  lieissen  symmetrisch. 
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§-  21. 
Hauptsätze   über   Determinante d. 

Aus   dem  Begriff  der  Determinante   ergeben   sich  leicht  die 
ersten  Sätze,  die  für  die  Anwendung  geeignet  sind. 
Wenn  wir  in  dem  Product  [§,  20,  (3)] 

(1)  M'  =  ±  af^d^l  .  ..»(„"> 

die  Factoren  umstellen,  so  ändert  sich  sein  Werth  nicht.  Wir 
können  also  die  Factoren  aucb  so  anordnen,  dasa  die  unteren 
Indices  in  ibrer  natürlicben  Reihenfolge  1,2...»  erscheinen. 
Dabei  werden  dann  die  oberen  Indices  in  einer  gewissen  Weise 
permiitirt  erscheinen,  also  Jl/"  die  Form  erhalten: 

(2)  ±  öieii  «(P-)  .  .  .  «f  "\ 
worin 

(ft,  ß,...ß.)  =  s, 
ebenso  wie 

(»„  «,...,.)  =  » 

eine  Anordnung  der  Ziffern  1,  2  .  .  .  n  bedeutet.  Man  kann 
die  Anordnung  33  dadurch  erhalten,  daas  mau  in  den  Factoren 
von  M'  die  Transpositionen,  die  zu  9(  geführt  haben,  von  der 
letzten  anfangend,  rückgängig  macht,  um  in  der  Reihe  der  un- 
teren Indices  wieder  die  ursprüngliche  Anordnung  zu  erhalten. 
Die  dabei  sich  ergebende  Reihenfolge  der  oberen  Indices  ist  dann 
die  Anordnung  S,  Es  folgt  daraus,  dass  S  zur  ersten  oder  zur 
zweiten  Art  gehört,  je  nachdem  31  zur  ersten  oder  zur  zweiten 
Art  gehört,  da  beide  durch  die  gleiche  Anzahl  von  Transposi- 
tionen entstehen.  Die  Oesaramtheit  der  iß  stellt  ebenso  wie  die 
Gesammtheit  der  91  alle  Permutationen  der  n  Elemente  dar,  da 
zwei  verschiedene  9t  niemals  zu  demselben  Jß  führen  können. 
Damit  ist  bewiesen: 

I.  Die  Determinante  .^  kann  auch  dadurch  gebildet 
werden,  dass  man  in  dem  Hauptglied  «p  af>  .  . .  «i,"' 
die  oberen  Indices  auf  alle  möglichen  Arten  per- 
niutirt,  jedem  der  so  gebildeten  Producte  das 
positive  oder  negative  Zeichen  giebt,  je  nachdem 
die  angewandte  Permutation  zur  ersten  oder 
zweiten  Art  gehört,  und  dann  die  Summe  aller 
dieser  Producte  nimmt. 
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In  der  Darstellung  §,  20,  (1)  von  J  werden  durch  die  oberen 
Indices  die  Zeilen,  durch  die  unteren  Indices  <lie  Colonnen 
gekennzeichnet,  und  demnach  können  wir  diesem  Satze  auch  den 
folgenden  Ausdruck  geben: 

II,    Eine  Determinante  ändert   sich   nicht,   wenn   die 

Zeilen   zu  Colonnen  und   die  üolonnen   zu   Zeilen 

gemacht  werden. 
Wenn  wir  in  den  sämmtlichen  Anordnungen  9t,  9l',  ^"  .  . . 
der  n  Elemente  irgend  zwei  Elemente  mit  einander  vertauschen, 
so  bleibt  die  Geaammtheit  dieser  Anordnungen  ungeändert,  aber 
es  geht  jede  Anordnung  erster  Art  in  eine  Anordnung  aweiter 
Art  über  und  umgekehrt.  Wenn  wir  also  in  den  Gliedern 
M,  M ,  M'  ,  .  .,  aus  denen  z/  zusammengesetzt  ist,  irgend  zwei 
untere  Indices  vertauschen,  so  geht  jedes  Glied  mit  positivem 
Zeichen  in  ein  anderes  über,  das  in  ^  mit  dem  negativen  Zeichen 
behaftet  war  und  umgekehrt,  also  es  ändert  ^  sein  Vorzeichen. 
Daraus  folgt  mit  Hülfe  von  II.  der  Satz: 

III.  Wenn  man  in  z/  zwei  untere  oder  zwei  obere  In- 
dices mit  einander  vertauscht,  so  ändert  die 
Determinante  nur  ihr  Vorzeichen. 

Etwas  anders  ausgedrückt: 

Wenn  man  zwei  Zeilen  oder  zwei  Colonnen  mit 
einander  vertauscht,  so  ändert  die  Determinante 
nur  ihr  Vorzeichen 

und  daraus  allgemeiner: 

IV,  Wenn  in  einer  Determinante  die  Zeilen  oder  die 
Colonnen  permutirt  werden,  so  ändert  sich  der 
absolute  Werth  nicht,  und  das  Vorzeichen  ändert 
sich  nicht  oder  geht  in  das  entgegengesetzte 
über,  je  nachdem  die  angewandte  Permutation 
zur  ersten  oder  zweiten  Art  gehört. 

Aus  III  erhält  man  den  folgenden  Fundamentalsatz : 
V.    Wenn  in  zwei  Zeilen   oder  in   zwei  Colonnen   die 
an    gleicher   Stelle    stehenden   Glieder   einander 
gleich  sind  (kürzer  ausgedrückt:  wenn  zwei  Rei- 
hen   einander    gleich    sind),    so    hat    die    Deter- 
minante den  Werth  Null. 
Denn  die   Vertauschung   der   zwei   Reihen   ändert  nach  III, 
das  Zeichen,  kann  aber  anderei"seits,  da  beide  Beihen  identisch 


y  Google 


7 '2 


[■  AbEi; 


litt. 


.,  22. 


yiiid,  nichts  Ündcni,   so   dass   für  A  rmr   der  Werth  Null  übrig 
bleibt. 

Man  drückt  den  Satu  V  nur  anders  aus,  wenn  man  sagt: 
VI.  Man  erhält  eine  verschwindende  Determinante, 
wenn  man  die  Elemente  einer  Reihe  durch  die 
entsprechenden  Elemente  einer  anderen  Reihe, 
oder,  kurz  gesagt,  wenn  man  einen  unteren  oder 
oberen  Index  durch  einen  anderen  ersetzt. 


§.  22. 
ünterdeterniinanten. 

In  jedem  Glieds  der  entwickelten  Determinante 
21  ±  af )  af  .  .  .  af^\ 
deren  Werth  wir  jetzt  mit  A  bezeichnen  wollen,  kommt  jede 
der  Zahlen  1,  2  .  .  .  «  ein  und  nur  einmal  als  unterer  Index 
¥0r.  Es  wird  also  ein  gewisser  Complex  von  Gliedern  den  Factor 
ßW  enthalten,  ein  anderer  Complex  den  Factor  af*  n.  a.  f.,  end- 
lich ein  Complex  den  Factor  a<"';  jedes  Glied  der  Determinante 
kommt  in  einem  und  nur  in  einem  dieser  Complexe  vor. 

Bezeichnen  wir  also  den  ersten  dieser  Complexe  mit  a["  A'i', 
den  zweiten  mit  af  Af^,  den  letzten  mit  a*"'  J.!"',  so  können  wir 
die  Determinante  folgendermaassen  darstellen: 

(1)  A  =  öp)  ^1"  +  <)  Af-^ h  «l"'^i"*- 

An  Stelle  des  unteren  Index  1  hätten  wir  ebenso  gut  jeden 
anderen,  v,  herausgreifen  und  daher 

(2)  A  =  «'/'yli"  +  af^Af^  -\ h  »'"Ml"' 

setzen  können.  Darin  bedeutet  das  Product  af^Ay  den 
Complex  aller  G-lieder  der  Determinante,  die  den  Factor 
«!"'  enthalten. 

Da  dieselben  Regeln  wie  für  die  unteren  so  auch  für  die 
oberen  Indices  gelten,  so  kann  man  die  Determinante  auch  noch 
in  der  folgenden  Weise  schreiben : 

(3)  A  =  af^A'f  +  o^"Mr  -\ +  at'Af\ 

worin  ;:  gleichfalls  jeden  der  Indices  l,  2  .  .  .  n  bedeuten  kann. 
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Die  hierdurch  vollständig  definirten  Grössen  AT^  heissen  die 
Unterdeterminanten  der  Determinante  A.  um  ihre  Bildiiugs- 
weise  genau  kennen  zu  lernen,  betrachten  wir  zunächst  den 
Complex  M<"  ^1^'.    Man  erhält  ihn,  wenn  man  in  dem  Product 

a«  «(*>  .  .  .  «;,"' 
den  unteren  Index  i  nngeäüdert  lässt  und   nur   die  übrigen  Iti- 
dicea  2,  3  ...  H  auf  alle  Arten  permutirt  und  die   Summe  der 
entstandenen  Glieder  mit  Rücksicht  auf  die  Zeichenrcgel  bildet, 
d.  h.  es  ist  A^^  die  (n  —  l)reihige  Determinante: 


m 


4"  = 


oder  die  Determinante,  die  man  aus  A  erhält,  wenn  man  in  dem 
A  darstellenden  Quadrat  [§.  20,  (1)]  die  erste  Zeile  und  die  erste 
Colonne  weglasst. 

Daiaua  eigiebt  sich  leicht  die  Bedeutung  vcn  Ay  ;  man 
kann,  indem  man  v  —  1  Zeilenvertauschungen  vornimmt,  die 
vie  Zeile  zur  er&ten  machen,  und  wenn  man  noch  fi  —  1  Ver- 
tauschungen der  Colonnen  hinzunimmt,  die  (ite  Colonne  zur 
ersten ;  im  Uebrigen  bleiben  die  Keihen  in  ihrer  Aufeinanderfolge 
ungeändert  Die  Determinante  selbst  hat  den  Factor  ( —  1)»  +  " 
angenommen  und  ist  dem  absoluten  Werthe  nach  ungeändert 
geblieben  (§.  21,  IV).  In  der  so  umgeänderten  Reihenfolge  ist  aber 
das  Element  «!;"'  an  die  Stelle  des  Elementes  «i^*  getreten,  und 
daraus  schliesst  man  auf  folgendes  Bildungsgesetz: 

Man  erhält  die  Unterdeterminante  J},  dadurch, 
dasB  man  in  dem  die  Determinante  darstellenden  Qua- 
drat die  beiden  Reihen  weglässt,  die  sich  in  «'"'  kreuzen, 
und  den  Factor  ( —  1)''+''  hinzufügt. 

So   erhält   man   z.  E.  für   die    dreireihige  Determinante    die 
folgende  Darstellung: 
6, 


(5) 


et',  i'. 


a",  b",  c 
=  a(h'c"  -  Q'h")^b{(fa" 


-  n' c")  -\-  c{a'b"  —  b' a"). 
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Da  der  untere  Index  v  in  AT*  gar  nicht  vorkommt,  so 
ändert  sich  A'i'^  nicht,  wenn  der  untere  Index  v  durch  einen 
anderen  ersetzt  wird.  Dann  aber  verschwindet  nach  §.21,  VI. 
die  Determinante.  Wir  erhalten  demnach  aus  (2)  die  folgende 
wichtige  Relation,  in  der  jt,  v  irgend  zwei  von  einander  ver- 
schiedene Ziffern  1,  2  ...  h  sein  können: 

(6)  0  =  a<;'4''  +  afUT  H h  «r^"'. 

und  ehenso  bekommt  man  aus  (3): 

(7j  0  =  aW  ^l''  -I-  a<i'>AM  ^ ^  «;,"'  A'-^K 

Beispielsweise  ergiebt  sich  aus  (5),  wenn  a,  0,  c  durch 
«',  h\  c'  ersetzt  werden: 

(8)  a'(b'c"  —  </h")  -\-  b'(c'a"  —  a'c")  -f  c'{u'b"  —  b'u")  ^  U, 
eine  Formel,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  die  einfachste 
Rechnung  überzeugt. 

Wenn  wir  die  Relation  (6)  mit  einem  beliebigen  l'actor  A 
multipliciren  und  zu  (2)  addiren,  'so  erhalten  wir  die  Formel : 

(9)  ^  =  (<.'.«  +  l «™)  Ä«  +  (»l»  +  A  «!?)  Af  + 

die  uns  den  folgenden  Satz  ausdrückt: 

VII.    Die    Determinante     ändert    ihren    Werth     nicht, 
wenn    man    zu    den    Elementen    einer    Zeile,    die 
mit  einem  beliebigen  gemeinschaftlichen   Factor 
multiplicirten     entsprechenden     Elemente    einer 
anderen  Zeile  addirt. 
Derselbe   Satz   gilt  auch   von   den   Colonncn.     Er   wird   zur 
Vereinfachung  und  numerischen  Berechnung  von  Determinanten 
oft  mit  Nutzen  verwendet.     Wir  fügen  noch  folgende  Sätze  hei, 
die  sich  aus  den  Darstellungen  (2),  (3)  sofort  ablesen  lassen. 
VIII,    Wenn  alle   Elemente   einer  Zeile  oder  einer  Co- 
lonne  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  so 
kann  dieser  weggelassen   und   als  Factor  vor   die 
Determinante  gesetzt  werden. 
Denn  es  ist  nach  (2): 

i»ö™^i'*  +  2)«f  ^*''  -\ h  i^a';"^!"*  =  pA. 

IX.    Wenn  in  einer  Zeile   oder  in   einer  Colonne  alle 
Elemente  bis  auf  eines  verschwinden,  so  reducirt 
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sich    die    Determinante    auf    das   Product   dieses 
einen  Elementes  mit  der  entsprechenden  Unter- 
determinante. 
Denn  wenn  ßl^',  af^  .  .  .  ai"'    mit    Ausnahme   von    (//''   ver- 
schwinden, so  ist  nach  (2): 

A  ^  «l"'^;"'; 
der  Werth  von  Ä  ist  dann  von   den  aj^'',  a^p  .  .  .  «,,     (mit  Aus- 
nahme von  aV)  ganz  unabhängig. 

Um  von  diesen  Sätzen   eine  Anwendung  zu  machen,   wollen 
wir  den  Werth  der  Determinante 

I  1,  H,  a^ 
^  =  I  1,  fe,  6^ 
I  I,  c,  e^ 
bestimmen,  worin  h,  &,  c  beliebige  Grössen  seien. 

Multipliciren  wir  die  zweite  Colonne  mit  a  und  subtrabiren 
sie  von  der  dritten,  darauf  die  erste  mit  w  und   subtrahiren   sie 
von  der  zweiten,  so  folgt  nach  VII: 
1,       0,  0 

J  =      l,  b  —  a,  b{b~a)   , 
1,  c^a,  c{c  —a) 


und  nach  IX: 

und  endlich  nach  VIII: 
(10)     ^  =  (6~«)(c- 


b  —  a,  b{b  —  a)  1 
c  —  a,  c(c  —  «)  I ' 


«) 


I,  c 


:((,-»)    («-«)(«-«■ 


Auf  die  gleiche  Weise  kann  man  auch    die  »reiliige  Deter- 
minante 

1,  «1,  af  .  .  .  a'^~'' 

1,  «j,  a^  .  .  .  a^-^ 


1,  ß„,  «ä . . .  «r 

behandeln  und  ündet  ihren  Werth  gleich 
(«s  —  «i)  («a  —  <»i)  .  .  .  («„ 


(11) 


yGoosle 


Ordnet  num   die  Goloiinen   in  umgekehrter  Keihenfolgo,  so 
sind  dazu,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist, 


Vertauschuugen    erforderlich,    8o    dass    sieh    die    hu    geordnete 
üeterminaote  von  ^  durch  den  Factor 

C-  1)"'"''" 

unteisclieidot.     Es  kommt   auf  dasselbe  hinaus,   wenn   man   den 
— -— ^ Ftietoren   des    Productes   (II)    das    entgegengesetzte 

Vorzeichen  gieht. 

Es  hestcht  also  zugleich  mit  (11)  die  (iloichung: 

;i;'-ä  ...  Ml,  1  j  (ffli  — ßä)  («1  — «O  ■  ■  ■  («j  — ««) 

:i'^--'^  ...  «2,  1  I  («a  —  «3)  .  .  .  (Mj  —  ein) 


(12) 


',  aJJ  ^  .  .  .  ß„,  1  I  («,1-1  —  «ii)' 

Wir   wollen   hier   noch   eine   Bezeichnungs weise   der  Unter- 

determiiianten  erwähnen,  die  der  Differentialrechnung  entnommen 

ist  und  oft  mit  Nutzen  verwendet  wird,  besonders  wenn  es  sicli 

um  die  Bildung  von  üerivirten  bandelt. 

Wenn  die  Grossen  Ui'^  als  unabhängige  Variable  betrachtet 
werden,  so  ist  die  Determinante  Ä  in  Bezug  auf  jede  von  ihnen 
nur  vom  ersten  Grade.  Die  nach  u'*'  genommene  Ableitung  oder 
der  Differentialquotient  ist  also  gleich  dem  Coefficit'nten  von 
af\  also: 

^  =  ^f- 

dui 
Wenn  demnach  z.  B.   die   (4*'  l'unctiouen   einor  Variablen   / 
sind,  so  ist  auch  A  eine  Function  von  t,   und   man   erhält  nach 
den  ersten  Regeln  der  Differentialrechnung  die  Ableitung  von  A 
in  Bezug  auf  (  in  der  Form 

,4'(0-iM!*'^, 
wenn  ■—-   die  Aldeitiing  von  nf^  niu-\\  i  bedeutet. 
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§.  23. 
Die   Unterileterminanten    im   woiteren   Sinne. 

Wir  können  iiui^  die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen 
in  folgender  Weise  verallgemeinem. 

Wie  wir  vorhin  von  der  Aufgabe  ausgegangen  sind,  alle 
Glieder  in  der  entwickelten  Determinante  A  aufzusuchen,  die 
den  Factor  «<"'  entliaiten,  so  wollen  wir  jetzt  alle  die  Glieder 
aufsuchen,  die  den  Factor 

a<p  af>  .  .  .  «(;> 
enthalten,  worin  v  eine  heliehige  Zahl  unter  n  sein  kann. 

Diese  GHeder  erhalten  wir  aus  dem  Hauptgliede 
al»  a'p  .  .  .  «(;'  «iTi"  ■  ■  ■  <"', 
wenn  wir   bei  der   Pennutation   der  unteren  Indices  1,  2  ...  r 
ungeändert  lassen  und  nur  v  -\~  1,  .  .  .  «  auf  alle  Arten  permu- 
tiren  unter  Berücksichtigung  der  Vorzeichenregel. 

Demnach  ist  der  Inbegriff  der  gesuchten  Glieder 

i  »'"i"  ■  ■  ■  a""^'' 


«S,     ■  ■  ■  <"* 


I.     Die    hier    als    Factor     auftretende     Determi- 
nante   von  n  —  V   Reihen,   die   wir  mit  ^l'i;;;v 
bezeichnen,  entsteht  aus  A    durch   Weglassen 
der  V  ersten  Zeilen  und  Colonnen. 
Dieses  Resultat  wollen   wir   nun   auf    folgende    Art    verall- 
gemeinern 1 

Wir  wühlen  irgend  v  Fieniento 

alf'\  itß^  .  .  .  af '■) 

aus,  jedoch  so,  dass  nicht  zwei  Elemente  in  derselben  Zeile  oder 
iu  derselben  Golonne  vorkommen,  d.  h.  so,  dass  nicht  zweimal 
derselbe  untere  oder  derselbe  obere  Index  vorkommt,  und  be- 
zeichnen den  Inbegriff  der  Glieder  der  Determinante,  die  das 
Product  dieser  Elemente  als  Factor  enthalten,  mit 
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(2)  a*f'>  äff  ...  dt')    All^Zil- 

Man  kann  durch  Umstellen  von  Zeilen  und  Colonnen,  wo- 
durch höchstens  das  Zeichen  der  Determinante  geändert  wird, 
immer   erreichen,  daas  die  Elemente 

(3)  af'\  «f»*  ■  .  ■  "'f''' 
an  die  Stelle  der  Elemente. 

o<»,  af  .  .  .  aW 
gelangen ;  dann  aber  lässt  sich  die  Regel  I.  auf  die  Bestimmung 
von  Aal  X'. '■■<'',  anwenden  und  es  ergiebt  sich : 

II.  Man  erhält  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  A^la,.'.al 
als  (m  — v)reihige  Determinante,  wenn  man  in 
A  alle  Zeilen  und  Colonnen  weglässt,  die 
sich  in  einem  der  Elemente  (3)  schneiden,  und 
die  übrig  bleibenden  Zeilen  und  Colonnen  in 
ihrer  Reihenfolge  stehen  lässt. 
Für  die  Zeichenbestimmung  aber  ergiebt  sich  folgende  Vor- 
schrift. 

Man  ordne  die  unteren  und  die. oberen  Indices  1,  2  .  ,  .  Ji  in 
der  Weise: 

(4)  «.,«,  ...c.,,,«.^,  ...«„ 

(5)  (3,.    JJ,    .    .   .    ßr,    (J.+l    .    .    .    /i«, 

indem    man   os^+i  .  .  .  ««   und   ebenso    /3„+i  .  .  .  ^b    der    Grösse 
nach  auf  einander  folgend  annimmt. 

ni.     Die   in   !I.  beschriebene  (n  —  v) -reihige  Deter- 
minante   erhält    das    positive    oder     negative 
Zeichen,     je     nachdem      die     beiden      Anord- 
nungen (4)   und   (5)  der  Ziffern   1,  2  ...  w  heidc 
zu    derselben    oder    zu    verschiedenen    Arten 
gehören. 
Denn  die  Determinante  ändert  ihr  Zeichen  durch  jede  Ver- 
tauschung zweier  unterer   oder  zweier  oberer  Indices.     Um  den 
allgemeinen  Fall  (2)  auf  den  besonderen  Fall  (1)  zurückzuführen, 
hat  man   so   viele   Transpositionen   oberer    und   unterer   Indices 
vorzunehmen,  dass   die  Permutationen  (4)   und  (5)   beide  in  die 
ursprüngliche   Anordnung   1,  2,  3  .  .  ,  n    übergehen,  und   ebenso 
viele  Zeichen  Wechsel  haben  stattgefunden. 
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Die  si»  definirten  Grössen 

Jßl.  ft,  ■ .  ■  .9,. 

lieissen  die  vten  Unterdeterminanteii  oder  üuter- 
determinanten  vier  Ordnung.  Sie  sind  dargestellt  durch 
(n  —  v)  reihige  Determinanten. 

Aus     in.    folgt    in    Bezug    auf    diese    ünterdeternainanten 
der  Satz: 

IV.     Die     Unterdeterniinante    ^^^'^'/''^     ändert   nur 
ihr     Vorzeichen,     wenn     zwei     ihrer     unteren 
oder     zwei    ihrer    oberen    Indices    vertauscht 
werden,    oder    allgemeiner:     sie    bleibt     dem 
absoluten     Werthe     nach     ungeändert,     wenn 
die   Anordnung   der   Indices  «i,  «a  .  .  .  «„  durch 
irgend    eine    andere   Anordnung    ersetzt   wird 
und  ändert   das   Zeichen   oder   nicht,  je   nach- 
dem diese  Permutation  zur  zweiten   oder   zur 
ersten  Art  gehört. 
Bezeichnen   wir   aber   mit   a[,  «ä  .  ■  ■  «>-  irgend   eine  Anord- 
nung der  «1,  Kg  .  .  .  Uy,  30  enthält  die  Determinante  A  auch  den 
Complex  der  Glieder 

+  »<?■'»?■'...  «!.«■' ^i"  *■■■;•, 


und  wenn   wir  also   alle  c 
den  Complex: 

Die  hier  auftretende  ■ 


3  Glieder  sammeln,  so  erhalten  wir 
3ihigo  Determinante 


wollen  wir  die  zu  ^^"^""'f''  coraplementäre  Unterdeter- 
minante nennen  und  mit  -B^"^*"'f,''  bezeichnen.  Sie  enthält 
genau   die   Zeilen  und   Colonnen,   die  in  ^^j;^'''f'    fehlen  und 
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stimmt,  abgesehen  vom   Voraeiciien ,  mit  der  Unterdeterminante 
(n  —  i')ter  Ordnung 

(iberein.     Der  Complex  der  (ilieder  (6)  wird  also  bezeichnet  mit 

Wählen  wir  nun  für  a^,  «j  .  ,  ,  «,  jede  Combination  von  v 
der  Ziffern  1,  2  ...  n,  deren  Anzahl  (nach  §.  7J  £<">  ist,  so  er- 
halten wir,  indem  wir  ßi,  ß^  .  .  .  ßy  festhalten,  ebenso  viele  Com- 
plexe  der  Form  (7),  und  jedes  Glied  der  Determinante  A.  kommt 
in  einem  und  nur  in  einem  dieser  Complexe  vor, 

V.  Demnach  erhalten  wir,   wenn  wir  alle  Ausdrücke 
(7)  summircn,   die   Determinante   A: 

(8)  A  =  11  ^tS"'."I  -^»"«V.-'.^^' 

Selbstverständlich  kann  man  auch  die  Combination  der  a 
festhalten  und  in  Bezug  auf  die  (5  summiren. 

Dies  ist  der  Satz  von  Laplace. 

Noch  eine  andere  Darstellung  der  Determinante  A  durch 
die  ersten  und  zweiten  Unterdeterminanten  erhält  man  auf  fol- 
gende Weise. 

Man  wähle  in  A  irgend  zwei  Reihen  aus,  die  sich  in  einem 
Element,  etwa  in  af^,  schneiden.  In  jedem  Gliede  von  A  kommt 
ein  Element, mit  dem  unteren  Index  v  und  ein  Element  mit 
dem  oberen  Index  (t  vor.  Wir  haben  also  zunächst  in  A  den 
Complex  0.';"'  j'/'>  und  fernei'  die  verschiedenen  Complexe 
rt<*>  ß^''>  ^*"'^,  worin  i  jeden  von  (i  verschiedenen  und  k  jeden 
von  V  verschiedenen  Index  bedeuten  kann. 

VI.  Wir  können  daher  setzen: 

")  A  =  »?'  Af  +  'i  0»  «r  Ai,i 

oder  nach  IV. 

(^"j'  A  =  ffit"'  X*"'  —  S  «,"'  al;"'  Ä";l. 

Wir  bemerken  zu  diesem  Satze  noch,  dass  Ay^^  die  dem  Ele- 
mente a^  entsprechende  erste  Unterdeterminante  der 
((i  —  l)reihi<!;en  Determinante  A'"'  ist;  denn  A"'^  ist  der  Coefücient 


y  Google 


§.  24. 


3  homogene  Gle 
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von  af^  öfc"  in  der  Entwickelung  von  A  und  ^Sf'  der  Coefflcient  von 
ffli"\  folglich  Ät;l  der  Coefticient  von  ai'*  in  der  Determinante  J.t'''. 
Man    kann  nach   diesem   Satze   die    sogenannte    geränderte 
Determinante 


(U) 


f/  = 


«,  ^h 


a(«).  flW 


nach  den   Elementen   der  letzten   Zeile  und  Colonne  entwickeln 
und  erhält: 


(12) 


U  = 


gA- 


S  S  i 


Man  erhält  diese  (ileichung  aus  (10),  wenn  man  n  in 
n  -|-  1  verwandelt,  und  die  Elemente  der  letzten  Zeile  und 
Colonne  durch  eine  andere  Bezeichnung  auszeichnet. 

Auch  bei  den  höheren  Unterdeterminanten  ist  bisweilen 
die  Bezeichnung  durch  Difi'erentialquotienten  zweckmässig,  so 
dass  z.   B. 

(.3)  4S  =  ,''^ 

gesetzt  wird. 


'-  d«W  da 


§.  24. 
Lineare  homogene  Gleichungen. 

Die  hauptsächlichste  Anwendung  der  Determinanten,  der 
die  ganze  Theorie  ihren  Ursprung  verdankt,  ist  die  Auflösung 
linearer  Gleichungen. 

Wir  wollen  hier  die  Aufgabe  gleich  in  allgemeinster  Weise 
in  Angriff  nehmen,  da  die  specielle  Form  kaum  eine  Verein- 
fachung ist  und  sich  nachher  leicht  aus  dem  allgemeinen  Re- 
sultate ableiten  lässt. 

Wir  betrachten  ein  System  von  tn  Gleichungen  ersten 
Grades,  in  denen  n  Unbekannte  aij,  a,'a  .  ,  .  a.'„  homogen  vor- 
kommen : 

Webet.  Algebra.   I.  g 
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(1) 


worin  die  Coefücienten  af^  als  gegebene  Grössen  betrachtet 
werden.  Ueber  die  Zahlen  m,  n  wollen  wir  vorläufig  noch  gar 
keine  Voraussetzung  machen,  sondern  uns  allgemein  die  Auf- 
gabe stellen,  alle  Werthsysteme  der  x-i,  x^  .  .  .  x„  zw.  ermitteln, 
die  den  Gleichungen  (1)  genügen. 

Eine   Lösung   der  Gleichungen    (1)  können   wir    sofort   an- 
gehen:  sie   sind  nämlich,  was   auch   die   Coefficienton   «w   sein 
mögen,  erfüllt,  wenn 
(2)  ^,  =  0,  a:^  =  0,  .  .  .  3:„  =  0, 

Einen  anderen  extremen  Fall  können  wir  noch  erwähnen  ; 
wenn  nämlich  die  Ooefficienten  «^"  sämmtlich  den  Werth  Null 
haben,  dann  sind  die  Gleichungen  (1)  für  beliebige  Werthe 
von  Xi,  X2  .  .  .  Xn  befriedigt. 

Der  allgemeinen  Beantwortung  der  Frage  schicken  wir  fol- 
gende Bemerkungen  voraus. 

Wir  schreiben  das  System  der  Coefficienten  von  (1)  in  Form 
eines  Rechtecks 

ßW,   »w  .  .  .  a<^i 

a'?>    0."'  .  .  .  ß<^' 

(^)  .    .     .     .     .     .    . 

«^'"',  a'^'>  .  .  .  w^"'. 

Ein  solches  Schema,  das  für  sich  noch  keine  numerisclie 
Bedeutung  hat,  hcisst  eine  Matrix,  insofern  es  als  Quelle  einer 
grösseren  Anzahl  von  Determinanten  betrachtet  wird. 

Die  der  Matrix  entstammenden  Determinanten 
erhält  man,  wenn  man  beliebige  Zeilen  und  Colonnen 
weglässt,  in  beliebiger,  nur  insoweit  bestimmter  An- 
zahl, dass  die  übrig  bleibenden  Elemente  ein  Quadrat 
bilden,   und   dieses  Quadrat  als  Determinante  auffasst. 

So  erhält  man  aus  der  Matrix  einreihige,  zweireihige  u,  s.  f. 
Determinanten,  Die  höchsten  Determinanten  sind  n-  oder  m- 
reihig,  je  nachdem  n  oder  m  die  kleinere  Zahl  ist  (oder  w-mhig, 
wenn  n  ■=  m  ist). 
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Wir  machen  nun  die  Annahme,  dass  unter  den  v-reihigen 
Determinanten  der  Matrix  wenigstens  eine  von  Null  ver- 
schieden sei,  während  die  (v  -\-  1) reihigen  und  folglich  auch 
die  höheren  Determinanten,  falls  solche  vorhanden  sind,  alle 
verschwinden  sollen,  v  kann  jede  Zahl  sein,  die  nicht  grösser 
als  die  kleinere  der  heiden  Zahlen  n  oder  m  ist  (oder  falls 
u  =;  m  ist,   diesen    gemeinschaftlichen    Werth  nicht  übertrifft). 

Eine  solche  Zahl  v  wird  sich  immer  finden  lassen,  wenn  wir 
den  schon  erledigten,  ganz  interesselosen  Fall  ausschliessen,  dass 
alle  Coefficienten  a('^>  verschwinden. 

Wir  können,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  zur 
Vereinfachung  der  Bezeichnung  annehmen  i  die  nicht  verschwin- 
dende r -reihige  Determinante  sei 


(4) 


«w,  <> 


-  «<:> 


Denn  offenbar  steht  es  uns  frei,  das  Gleichungssystem  (1)  in 
beliebiger  Weise  anzuordnen,  und  ferner  können  wir  die  Be- 
zeichnung der  Unbekannten  x  so  wählen,  dass  irgend  v  von 
ihnen  die  v  ersten  sind. 

Die  Unter  de  terminanten  von  A  bezeichnen   wir  wie  früher 
mit  j4(^',  worin  i,  Ä  von  1  bis  v  gehen. 

I,    Wenn  nun  zunächst  v  =  n  ist,  was   voraussetzt, 

dass   m   nicht    kleiner   als  n  ist,    so   haben    die 

Gleichungen  (1)  keine  andere  Lösung,  als   die  in 

den  Gleichungen  (2)  enthaltene. 

Denn  greifen  wir  die  n  ersten   der  Gleichungen   (1)  heraus : 

flß)  3^1  +  m(j')  Ää  +  ■  ■  ■  +  «S,";»«  =  0 

«w  Xi  -\-  af  Xi  -]-■■■  -\-  ai^' x„  =  0 


(5) 

multipliciren  diese  der  Reihe  nach  mit  Ä*^\  ÄJf'  .  .  .  J-Jr'i  worin 
fi  jeder  der  Indices  1,  2  .  .  .  n  sein  kann,  und  addiren  sie,  so 
folgt,  weil  nach  §.  22  (2)  und  (6) 

i  A^^  af  =  0  oder  =  A 
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ist,  jo  nachdem  l  von  ft  verschieden  ist  oder  nicht, 

^%  =  0, 
und  da  nach  unserer  Voraussetzung  A  von  Null  verschieden  ist, 
Xf,  =  0. 
Wir   hehen   den   am  meisten  angewendeten  besonderen  Fall 
m  =  n  hervor  und   geben  dem  Satze  für  diesen  Fall  den  folgen- 
den Ausdruck: 

II.  Wenn  ein  System  von  n  linearen  homogenen 
Gleichungen  mit  «  Unbekannten  eine  von  Null 
verschiedene  Determinante  hat,  so  haben  sämmt- 
liche  Unbekannte  den  Werfch  Null,  oder: 

Wenn   ein  System   von   n  linearen  Gleichungen 
mit   ebenso   vielen   homogon   vorkommenden  Un- 
bekannten  eine   Lösung   hat,   bei    der   nicht   alle 
Unbekannten  verschwinden,  so  verschwindet  die 
Determinante  des  Systems. 
Unter  der   Determinante   eines   Systems  von  n  linea- 
ren   homogenen    Gleichungen   mit   n  Unbekannten    ist  hier 
die  Determinante  aus   den  w*  Coefiicienten    dieser   Gleichungen 
verstanden. 

Wir  betrachten  ferner  den  Fall,  dass  v  kleiner  als  n  ist. 
Da  m  gleich  oder  grösser  als  v  sein  musa,  so  wählen  wir  die  v 
ersten  Gleichungen  des  Systems  (1),  und  sehreiben  sie  so: 

ai'-^x,  -f  fflWxj  +  ■■■  +  «;,"«.  =  —  afl^x,.+, aW3;„ 

(6)  ^  '      ^     '    '  '  '+1     + 

aMa^i  -|-  «^'■'Xj  -|-  ...  -^  «l,'>a^r  =  —  a^^^Xy+i cif^'^\- 

Wir  bezeichnen  wieder  mit  n  einen  der  Indices  1,  2  .  .  .  v, 
raultipliciren  die  Gleichungen  (6)  der  Reihe  nach  mit 
A'^\  -4j^'  .  .  ,  A^^'  und  addiren  sie.  Daraus  folgt,  wie  vorhin, 
mit  Benutzung  von  §.  22,  (2),  (6): 

(7)  Ax,.  =  —  a+i„««,.+i  —  -.---   a,«a;„, 
wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(8)  C;,,,  =  h  af  A'i!\       X  =  v  +  \,  v  -^  2,  .  .  .  n. 

Nach  ^.  22,  (2)  ist  r^,,,  die  Determinante,  die  aus  der  durch 
(4)  definirten   Determinante   dadurch  hervorgeht,  daaa  man   die 
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Elemente  der  (tten  Colonne  a'^',  a**'  .  .  .  ajpdMrcha'-p^  af^  ...aS^* 
ersetzt. 

Durch  (7)  sind  nun,  da  Ä  von  Null  verschieden  ist,  die 
«1,  a:^  .  .  .  Xv  linear  ausgedrückt  durch  Xvj^i  ,  .  .  .  Xn  und  durch 
die  bekannten  Grössen. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen 
HI.     dasa  durch  die  Ausdrücke  (7)  die  Gleichungen  (1) 
befriedigt  sind,   welche   Werthe   auch  x,^i,  .  .  .  x„ 
haben   mögen,   dass    also    n  —  v    von    den   Unbe- 
kannten    willkürlich     bleiben,     von     denen     die 
übrigen  v  nach  (7)  abhängig  sind. 
Um  die   Wahrheit  dieses  Satzes  einzusehen,  haben  wir  nur 
(Ue  Ausdrücke  (7)  in  die  Gleichungen  (1)  einzusetzen.     Man  ver- 
einfacht  die  Rechnung  sehr   durch   Anwendung   eines  Summen- 
zeichens 2,  bei  dem  wir,  wie  schon  oben,  die  Summationsbuch- 
staben  oben,  die  Grenzen  unten  anhängen.    Zunächst  können  wir 
dann  die  Gleichungen  (7)  so  schreiben : 
h      i 

(9)  Ax,,  =  —  2:    S     ar  ^^  Xh,  f(  =  1,  2  .  .  .  V. 

v+l,«    1.  r 

■  Wir  multipliciren,  wenn  Ic  irgend  eine  der  Ziffern  l,  2  ...  in 
bedeutet,  mit  a<*>  und  summiren  in  Bezug  auf  ji : 

(10)  Ä£a'^^x^  =  —  ixk  1'    i  «'h'«f  4"',        A:  =  1,  2  .  .  .  m. 
Dazu  addiren  wir  beiderseits  die  Summe 

Ä  2;    aW  Xk 
und  erbiilteii 

(11)  AZ uf  X„  =  i X,.  (a  u'h^  ^  1-  i' «?  <'  A^  \ 

Uer  l'actor  von  Xi,  in  der  Summe  auf  der  rechten  Seite  ist 
nach  §,  23,  (12)  die  Determinante 


(1-2J 


(ifi,  elf  .  .  .  oi",  a'n 
und  vei'svtiwjiidct  (iaher,  wemi  h  ^  v  ist,  nach  g.  21,  V., 
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zwei  Zeilen  übereinstimmen,  wenn  aber  k  ^  v  ist,  nach  der 
Voraussetzung,  weil  dann  (12)  eine  v  -f~  Ireihige  Determinante 
der  Matrix  (3)  ist.  Wir  bekommen  also  aus  (11),  da  A  von 
Null  verschieden  ist, 

(13)  2?  aj?*x,,  =  0,  fc  =  1,  2  .  .  .  ra, 

d.  li.  das  System  der  Gleichungen  (1)  ist  durch  (7)  befriedigt. 

Wir  wollen  von  dem  so  bewiesenen  Satze  noch  den  be- 
sonderen Fall  hervorheben ,  dass  m  =  n  —  1  und  v  =  n  —  1 
ist.  In  diesem  Falle  bleibt  nur  eine  der  Unbekannten  beliebig 
und  die  Verhältnisse  der  Unbekannten  sind  völlig  bestimmt. 
Wir  können  diesem  Resultate  folgenden  Ausdruck  geben: 

Bezeichnen  wir  die  (n — l)reihigen  Determinanten  der  Matrix 

(,„  «?',   «?'  . . .  «i" 


mit  abwechselndem  Vorzeichen  genommen  durch 

-4.1,  Ä^  ...  An 
und  nehmen   an,  dass  wenigstens   eine   von   diesen  Grossen 
Null  verschieden  sei,  so  ist  die  Lösung  des  Systems: 


(15) 

ßl^n-i) x^  -\-  «("-i) a^a  +  ■  ■  ■  +  ß«""^' X„  =  0, 
gegeben  durch  die  Verhältnisse 

(16)  Xi  :  Xs  :  ■  ■  ■  :  x„  =  A,  :  A:i  :  ■  •  ■  :  A„. 

So  erhalten  wir  für  n  =  3  die  Lösung  des  in  der  Geometrie  oft 
vorkommenden  Gleichungssystems 

ax  -\-  by  -\-  cä  =  0 
^^^^  a'ai+ö'y-j-  c'^=0 

in  der  Form 
(18)        X  :  y  :  s  =  bc'  —  ch'  :  ca'  —  ac'  :  ab'  —  ha'. 
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§.25. 
Elimination   aus   linearen   Gleichungen. 

Es  kommt  bisweilen  vor,  dass  es  sich  bei  einem  gegebenen 
System  linearer  Gleichungen  nicht  sowohl  um  die  wirkliche  Er- 
mittelung der  Unbekannten  handelt,  als  um  die  Beurtbeiiung  der 
Möglichkeit  ihrer  Lösung,  also  um  die  Aufstellung  der  Bedingungs- 
gleichungen, die  zwischen  den  Coefficieaten  beateben  müssen, 
wenn  Lösungen  oder  Lösungen  von  bestimmter  Art  überhaupt 
vorhanden  sein  sollen.  Die  Aufstellung  dieser  Bedingungs- 
gleichungen  heisst  Elimination,  Implicite  ist  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  schon  im  Vorhergehenden  enthalten;  wir  wollen 
aber  noch  ausdrücklich  auf  einige  hierher  gehörige  Fragen 
zurückkommen. 

Wir  betrachten,  wie  im  vorigen  Paragra.phen ,  ein  System 
von  m  linearen  Gleichungen  mit  n  homogen  vorkommenden 
Unbekannten,  und  fragen:  wann  hat  dies  System  eine  Lösung, 
bei  der  nicht  alle  Unbekannten  verschwinden?  Wir  haben  schon 
gesehen,  dass  dies  immer  der  Fall  ist,  wenn  «  >•  j»  ist. 

Ist  aber  n  ^  m,  so  ist  die  nothwendige  und  hinrei- 
chende Bedingung  für  eine  solche  Lösung  die,  dass  alle  w-reiliigen 
Determinanten  der  Matrix  verschwinden.  Denn  wenn  eine  von 
diesen  nicht  verschwindet,  so  sind  nach  §.  24,  IL  die  Werthe  der 
Unbekannten  nothwendig  Null,  während,  wenn  sie  alle  verschwin- 
den, eine  Zahl  v  <;  »»  gefunden  werden  kann,  so  dass  alle 
(v-]-l)reihigen  Determinanten  der  Matrix  Null  sind,  wahrend 
von  den  i^-rcihigen  wenigstens  eine  nicht  verschwindet,  so  dass 
also  nach  §,  24,  III  eine  Lösung  von  der  verlangten  Art  vor- 
handen ist. 

Nun  lassen  sich,  wenn  «  ^  m  ist,  aus  der  Matrix  §.  24,  (3) 
m  (m —  1)  .  .  ■  (m  —  w  -j-  1) 
1.2...« 
ttreiliige  Determinanten  bilden,  und  so  gross  wäre  also  die  An- 
zahl der  Bedingungen.  Ist  n  =  m,  so  ist  diese  Zahl  =  1  und 
wir  erhalten  den  Fall  §.  24,  II.  und  wie  zu  erwarten  war,  eine 
Bedingung.  Im  Allgemeinen  ist  aber  diese  Anzahl  der  Bedin- 
gungen, obwohl  sie  alle  erfüllt  sein  müssen,  grosser  als  nöthig 
ist^  weil  einige  von  ihnen  nothwendige  Folgen  der  übrigen  sind, 
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Um   ein  System   von  nothwendigeii ,  hinreichenden  und  von 
einander  unabhängigen  Bedingungen  zu  erhalten,  fassen  -wir  die 
FragesteUung  etwas  präciser  und  fragen  nach  den  Bedingungen: 
dass  aus  einem  System  von  m  linearen,  homogenen 
Gleichungen  mit   n  Unbekannten   v  von  den  Un- 
bekannten   durch    w  —  V    willkürlich    bleibende 
vollkommen  bestimmt  werden  können. 
Auch   1  e  e  16     go    st  in  §.  24  eigentlich  schon  beantwortet. 
Es  mnss  u  t       le     i     e  1  igen  Determinanten  eine  von  Null  ver- 
schieden  se        wah  end  die  (v  -[-  l)reihigen   alle  verschwinden. 
Es  genügt     her  s  Ion     wenn  es  von   einer  kleineren  Anzahl  der 
(v  -j-  l)reih  gen  Determ    anten   feststeht,   dass  sie  verschwinden. 
Nehmen   wir  an ,  die  Unbekannten  Xt+, ,  Xr+i  .  .  .  x^  sollen 
willkürlich  bleiben,  x^^  x^  .  ,  .  x,  durch   sie  bestimmt  sein,  und 
nehmen  die  Determinante: 


(1) 


i{%  »l'-i 


als  von  Null  verschieden  an. 

Wir  berechnen  die  Unbekannten  a:,,  x^  .  .  .  x,  nach  §.  24,  (9) 
und  bilden  die  Summen  (11),  deren  Verschwinden  besagt,  dass 
das  gegebene  Gleichungssystem  wirklich  befriedigt  ist.  Die  Be- 
dingungen dafür  werden  also: 


(2) 


<•<■),  of)  . 

.  «1»,  et 

oj»,  of  . 

■  «t'\  «1 

oder  anders  geschrieben: 
(3)  ^«f  - 


HE  afafA^}  ■. 


■  0, 


und  diese  Bedingungen  genügen  auch.  Die  Gleichung  (2)  oiier 
(3)  ist  aber  identisch  befriedigt,  wenn  A  =  1,  2  ...  v  oder 
}i  =^  1,  2  .  .  .  V  ist,  und  giebt  also  für  diese  "VVerthe  keine  Be- 
dingung für  die  Coefficienten.  Solche  Bedingungen  ergeben  sich 
nur  für 
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h  =  V  -\-  1,     V  -\-  2  .  .  .  n 
^*^  Ä  =  ^'  +  1,     v  +  2  .  .  .  m, 

also 

(5)  (,.  -  V)  («.  -  ,), 

der  Zahl  nach. 

Diese  Bedinguugeü  sind  aber  wirklich  von  einander  unabhängig, 
d.  h.  es  folgt  keine  aus  den  übrigen;  denn  die  linken  Seiten 
von  (3)  können  durch  geeignete  Annahmen  über  die  Coefücienten 
ffl  für  jede  Indexcombination  aus  der  Reihe  (4)  einen  ganz  be- 
liebigen Werth  erhalten,  vrie  man  erkennt,  wenn  man  sämmt- 
liche  tSft',  ß^*'  ißit  Ausnahme  von  «}'*  gleich  Null  setzt. 


i^.  26. 
Unhomogene   lineare   Gleichungen, 

Wir  haben  die  Aufgabe  der  Auflösung  linearer  Gleichungen 
in  den  bisherigen  Betrachtungen  dadurch  nicht  unwesentlich 
vereinfacht  und  auf  allgemeinere  Gesetze  zurückgeführt,  dass 
wir  die  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Unbekannten  homogen 
vorausgesetzt  haben.  In  den  Anwendungen  kommen  aber  häufig 
die  Unbekannten  nicht  homogen  vor,  und  wenn  auch  principiell 
der  eine  Fall  von  dem  anderen  nicht  wesentlich  verschieden  ist, 
so  wollen  wir  doch  den  Fall  der  nicht  homogenen  Gleichungen 
noch  besonders  betrachten.  Wir  können  ihn  aus  dem  Fall  der 
homogenen  Gleichungen  dadurch  ableiten,  dass  wir  die  Forderung 
hinzufügen,  eine  bestimmte  der  Unbekannten  soll  den  Werth  1 
haben.  Wenn  diese  Unbekannte  unter  denen  vorkommt,  die  das 
Problem  willkürlich  lässt,  so  entspringt  daraus  gar  keine 
Schvfierigkeit ,  weil  wir  sie  ja  nur  =  1  zu  setzen  brauchen. 
Gehört  sie  aber  zu  denen,  die  durch  die  übrigen  bestimmt  sind, 
so  müssen  noch  gewisse  Bedingungen  erfüllt  sein,  die  besagen, 
dass  der  Werth  1  für  diese  Unbekannte  zulässig  ist. 

Wir  wollen  hier  die  Frage  selbständig  und  in  etwas  geän- 
derter Bezeichnung  behandeln,  beschränken  uns  aber  der  Ein- 
fachheit halber  auf  den  wichtigsten  Fall,  wo  die  Anzahl  der 
Unbekannten  mit  der  Anzahl  der  Gleichungen  übereinstimmt. 

Es  sei  folgendes  System  von  Gleichungen  in  Bezug  auf  die 
Unbekannten  a^i,  %  .  .  .  x„  aufzulösen: 
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.  «ja)  a-^  ^  «m  a;^  _] 1_  af  a;„  =  j,^ 

a(")  Xi  -\-  aW  iCa  +  ■  ■  •  +  aL"'  x„  ■=  y„, 
worin  die  Coefficienten  af  und  die  unabhängigen  Glieder  y^,  y^-..  y» 
als  gegeben  betrachtet  werden.    Wir  bezeichnen  mit 

(2)  Ä  =  2;±a(')a(2)  ...<"' 

die  Determinante  des  Systems  und  wie  früher  mit  J^i^  die 
ersten  Unterdeterminanten  von  A.  Ist  k  einer  der  Indices 
1,  2  ...  w  und  multipUciren  wir  die  Gleichungen  (1)  der  Reihe 
nach  mit  A^uK  ^if'  ■  ■  .  •^^'  «nd  addiren  sie  dann,  so  erhalten  wir 

(3)  3-1  i  ö«)  At'  +  3^3^  «»  M^  -\ Vx^^  «S,"  4"'  =  i^yiA  f. 

Nach  §.  22,  (2)  und  (6)  verschwinden  hier  die  Coefficienten 

der  a;i,  x^  .  .  .  x„  mit  Ausnahme  des  einen  Coefficienten  von  Xk, 
der  den  Werth  A  erhält,  und  sonach  ergiebt  sich: 

(4)  Ax,,  =  hyUf, 

und  für  den  Fall,  dass  A  von  Null  verschieden  ist, 
können  hieraus  die  Werthe  der  Unbekannten  eindeutig 
so  berechnet  werden,  dass  dadurch  die  Gleichungen  (1) 
wirklich  befriedigt  sind  [§.  23,  (3),  (7)]. 

Setzen  wir  Af  =  -i(4'^  so  können  wir  die  Lösung  in  der 
Form  schreiben: 

Xy  ^=  «P'j/i  +  "1**2/3  +  '■■  +  «!"'?» 

x^  =  «»>  j/i  +  «f  J/a  H h  <' !/" 

(5) 

deren  Analogie  mit  dem  System  (1)  in  die  Augen  fällt. 

Wenn  aber  A  =  G  ist,  so  lehren  die  Gleichungen  (4)  nichts 
über  die  Werthe  der  x^  sondern  sie  geben  nur  ein  System  von 
Bedingungen  an,  denen  die  y  sicher  genügen  müssen,  wenn  die 
Gleichungen  (1)  überhaupt  lösbar  sein  sollen.  Um  zu  einem 
allgemein  gültigen  Resultat  zu  kommen ,  verfahren  wir  ganz 
ähnlich  wie  bei  den  homogenen  Gleichungen,  Wir  nehmen  an, 
dass  ausser  der  Determinante  A  auch  noch  alle  Unterdeter- 
rainanten  bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  Null  sind.  Wir  be- 
zeichnen eine  nicht  verschwindende  v-reihige  Unterdeterminante  mit 
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-  «?' 


(6)  B  = 

«(">,  a(^  .  .  .  ttW 

ihre  Unterdeterminanten  mit  B^' ,  worin  ä,  fc  nur  die  Werthe 
von  1  bis  V  durchlaufen,  und  setzen  nun  voraus,  alle  (v  -|-  1)- 
reibigen  Unterdeterminanten  von  A  verschwinden. 

Wenn   wir  die   ersten   v  Gleichungen   des   Systems   (1)  mit 
B'^\  Bf  . . .  BL'''  multipliciren  und  addiren,  so  folgt  [§.  22,  (2),  (6)] : 


(?) 


Bx^  =  SBfyi—    Zlx,2:Pi'af. 


Hierdurch  sind  v  der  Unbekannten  x  durch  die  übrigen 
bestimmt,  und  wir  setzen,  um  zu  sehen,  inwieweit  hierdurch  die 
Gleichungen  (1)  befriedigt  sind,  die  Ausdrücke  in  (!)  ein.  Wir 
multipliciren  hierzu  (7)  mit  af^\  wo  k  die  Werthe  1,  2  ...  n 
durchläuft,  und  summiren  in  Bezug  auf  h.     So  folgt: 

(8)         B  h  afx^  =  i*  Bfi^l^ji  -  ix,  1'  B'^:>af4\ 

und  wenn  wir  beiderseits 

B  i;  ««;«, 


addiren: 

(Q)  B  S  c 


•'x^  -. 


Nun  ist  nach  §.  23,  (12)  der  Coefficient  von  x,  auf  der 
rechten  Seite  eine  (v  -|-  ])reihige  Unterdeterminante  von  A  und 
also  nach  der  Voraussetzung  gleich  Null.     Nach  (1)  soll 

2;  «<*'a;i:  =  yi 

sein,   und   folglich   genügen   die   Ausdrücke   (7)    dann    und   nur 
dann  den  Gleichungen  (1),  wenn 


(10) 


By,  =  2:  B^,i>yi 


ist.  Diese  Gleichung  ist,  wenn  A  ^  v  ist,  wegen  §.  22,  (2),  (6) 
immer  befriedigt.  Ist  aber  l  =  v-{'\^v-\-2...n,  so  sind 
n  —  V  Bedingungen   für  die  y  in  (10)   enthalten,   die,   da  jede 
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Bedirgung  eine  neue  der  Grossen  y  enthält,  von  einander  uuab- 
liäiigig  sind.  Ist  eine  dieser  Bedingungen  nicht  er- 
füllt, so  hat  das  gegebene  Gleichungssystem  keine 
Lösung. 

Wenn  wir  in  dem  Gleichungssj^tem  (1)  die  x  nicht  als 
Unhekinntc,  sondern  als  Veränderliche  betrachten,  so  werden 
auch  die  */  veianderliche  Grössen  sein.  Bei  dieser  Auflassung 
nonuLn  wu  das  System  (1)  eine  lineare  Substitution,  inso- 
tein  daduich  der  Uebergang  von  einem  System  von  Variablen 
zum  andeien  vermittelt  wird.  Nur  wenn  die  Determinante  A, 
die  wi!  jLtzt  die  Substitutions-Determinante  nennen,  von 
Null  veischieden  ist,  werden  die  y  als  unabhängige  Variable  an- 
gesehen weiden  können.  Ist  dies  der  Fall,  so  ergiebt  das  System 
(5)  die  Darstellung  der  Variablen  x  durch  die  y  oder  die  zu  (1) 
inverso  Substitution. 

Multiplication  von   üeterminauten. 

Der  Satz,  den  wir  jetzt  noch  beweisen  wollen,  lehrt,  wie 
man  das  Product  zweier  Determinanten  von  gleich  viel  Eeihen 
durch  eine  einzige  Determinante  von  ebenso  viel  Reihen  dar- 
stellen kann.  Man  wird  am  einfachsten  darauf  geführt,  wenn 
man  die  Auflösung  von  zwei  Systemen  linearer  Gleichungen  be- 
trachtet. 

Es  seien  jetzt  die  Coefficienten  af^  hf,  wenn  i,  Je  die  Reihe 
der  Zahlen  1,  2  .  .  ,  «  durchlaufen,  beliebige  veränderlich« 
Grössen,  ebenso  die  Grössen  Xi,  yt,  Hi,  die  nur  an  die  Relationen 
gebunden  sind: 

(1)  lJafxi=>fy 

(2)  2:iihj,^.,,. 

Wenn  nun  die  Aufgabe  gestellt  wird,  die  Variablen  x  durcli 
die  Variablen  0  zu  bestimmen,  so  kann  diese  Aufgabe  auf  dop- 
pelte Art  gelöst  werden.  Man  kann  nach  §,  26,  (4)  die  Glei- 
chungen (1)  in  Bezug  auf  x,  die  Gleichungen  (2)  in  Bezug  auE 
y  auflösen,  und  die  letzteren  Ausdrücke  in  die  ersteren  einsetzen. 
Bezeichnen  wir  mit  A,  B  die  Determinanten  der  beiden  Gleichungs- 
systeme, also: 
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»!■', 

«»>. 

.  öt" 

a^\ 

»f. 

.  of 

»«, 

«(■1  . 

.»f 

41», 

SM  . 

■  & 

SM, 

¥V  . 

.«' 

JW 

¥•>  . 

.  .  bi' 

und  mit  Ai'\  .BP  die  ersten  UnterdetermiTianten,  so  erhalt  man 

(3)  Äx^=^SJa>yi, 

(4)  £?/;  =  l^BjJ'^ft, 
und  durch  Substitution  von  (4)  in  (3): 

(5)  ABxi,  =  SShSAfl^iK 

Man  kann  aber   auch  so   verfahren,   dass  man   aus   (1)   dia 
Ausdrücke  für  y  in  (2)  einsetzt,  wodurch  man,  wenn 

(6)  (T^")  =  I^afb^;^ 
gesetzt  wird,  erhält: 

(7)  Scf>Xi  =  ^h. 
Wenn  man  nun 

c['\  e<'>  .  .  . 

(8)         c=  '^^^[■:\ 

ci''>,  4"' .  .  . 

setut,  und  mit  Ct^  die  Unterdeterminanten  von  C!  bezeieliuet,  so 
ergiebt  die  Auflösung  von  (7); 

(9)  Cx,,  =  S:0hOl^\ 

und  die  Ver^leicking  von  (5)  mit  (9)  ergiebt; 

(10)  AB  =  C, 
und  für  die  Ilutcsrdctcrminantcn : 


(11) 


Cf  =  SA^B'f. 


In  dieser  Schlusaweise  ist  aber  noch  eine  Lücke,  bedingt 
durch  den  Zweifel,  ob  sich  (5)  von  (9)  nicht  durch  einen  beiden 
Seiten  gemeinschaftlichen  Factor  unterscheiden  könnte.  Tim 
diesem  Zweifel  zu  begegnen,  wollen  wir  die  Gleichung  (10)  direct 
beweisen,  woraus  dann  die  Kichtigkeit  von  (11)  folgt. 
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Wir  wollen  das  Hauptglied  der  Determinante  C  nach  (6) 
bilJen,  indem  wir  mit  s„  s^  ,  .  .  «„  von  einander  unabhängige 
Summationahuchstaben  bezeichnen,  die  von  1  bis  «  laufen: 

(12)        c'pcf  .  .  .  4"'  =  ÜaS")?)«"''  %a{''^  h<^^>  .  .  .  i' oi'"' *1,'"' 

^   2       »!"'«?''  ■  ■  ■  »^""'ftf^'ö^'  .  -  ■  ^-i'"'. 

Die  Permutation   der  unteren  Indices  der  e  entspricht   der 

Permutation  der  unteren  Indices  der  «,  und  wenn  man  also  mit 

Rücksicht  auf  die  Vorzeicheuregel  die  Determinante  C  bildet,  so 

erliält  man 

(ifi)  ^  2;±'-l".l^'...<'l'" 

=  2  "  i'['^>f'it'>  ■  ■  ■  *1'"^  ^  ±  «i"'«'/^'  ■  ■  .  «l'"'- 
Nun  ist 

nach  §.  21,  VI.  immer  dann  gleich  Null,  wenn  unter  den  s^,  Sj . . .  s„ 
zweimal  dieselbe  Ziffer  vorkommt,  es  behalten  also  nur  die 
Glieder  in.  (13)  einen  von  Null  verschiedenen  "Werth,  in  denen 
Sj,  Sä  .  .  .  s„  eine  Anordnung  der  Indices  1,  2  .  .  .  w  ist,  und 
zwar  ist  dieser  Werth  -^A  oder  —A,  je  nachdem  diese  Anord- 
nung zur  ersten  oder  zur  zweiten  Art  gehört  (§.  21,  IV). 
Demnach  wird  die  rechte  Seite  von  (13): 

^  2      ±  f>i"'>b(^'>  ■  ■  ■  *«"', 
die  Summe  erstreckt  über  alle  Permutationen  Si,  s^  ,  .  .  s„.    Diese 
Summe    ist    aber   gerade    die   Determinante   B   und    daher   die 
Formel 

C  =r  AB 
bewiesen. 

Das  in  der  Formel  (ß)  enthaltene  lüldungsgcsetz  der  Ele- 
mente cl,'''  können  wir  in  Worten  so  ausdrücken: 

Um   die   Elemente    der   Determinante  G,   die   das 

Product   der  beiden   Determinanten  A^  B  ist,   zu 

erhalten,  multiplicirt  man  die  Elemente  je  einer 

Colonnevonjlmit  den  entsprechenden  Elementen 

einer  Colonne  von  B  und  addirt  die  I'roducte. 

Nach   den   Sätzen   über   die   Determinanten   kann   man   die 

Form    von    C    in   mannigfacher   Weise   abändern.      Wir    wollen 

darüber  Folgendes  bemerken. 
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Wenn  man  zwei  Colonneii  in  A  oder  in  JB  vertauscht,  so 
ändern  sich  die  Elemente  cf^  nicht,  sondeni  vertauschen  sich 
nur  unter  einander. 

Wenn  man  aber  zwei  Zeilen  in  A  oder  in  J5  vertauscht, 
so  ändern  sich  die  c'/"',  indem  die  Factoren  in  den  einzelnen 
Producten  der  Summe  anders  zusammengefasst  werden;  wenn 
man  aher  entsprechende  Vertauschungen  in  den  Zeilen 
von  A  und  von  jß  gleichzeitig  vornimmt,  so  hleiben  die  c^'''  un- 
geändert,  weil  dadurch  nur  die  einzelnen  (llieder  der  Summe 
vertauscht  werden. 

Indem  man  in  A  oder  in  B  oder  in  beiden  zugleich  die 
Zeilen  zu  Colonnen  macht,  erhält  man  noch  drei  verschiedene 
Arten  für  die  Bildung  des  Products  zweier  Determinanten  in 
Determinantenform.    Letzteres  kann  man  auch  so  ausdrücken; 

Um  das  Product  zweier  Determinanten  zu  bilden, 
kann    man    die    Elemente    der    einzelnen    Zeilen 
oder   Colonnen   des   einen   Factors    mit   den   ent- 
sprechenden Elementen  der  Zeilen  oder  der  Colon- 
nen  des  anderen  Factors  multipliciren    und    die 
Producte  addiren,  und   diese  Productsummen  als 
Elemente  einer  neuen  Determinante  auffassen. 
Auf  ein   Product    zweier   Determinanten   mit    Yerschiedener 
Elementenzahl   lässt    sich   die   Multiplieationsregel   dadurch   an- 
wenden, dass  man   die  Determinante  mit  geringerer  Reihenzahl 
durch  den  Satz  §.  22,  IX.  in  eine  andere  mit  mehr  Reihen  ver- 
wandelt. 


§-  28. 
Determinanten   der   Ünterdeterminanten. 


Wir   machen  hier 
plicationsgesetz  der  Det 
Es  sei  wie  bisher: 

(1)                        A    = 

gleich   eine 
erminanten 

Olli,  «(»  .  . 

Anwc 

ndu 

und 

«<">,  «'"'  . 

„(") 
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^!",  Jf  . .  .  ^i" 
Äf\  Äf  .  .  .  Af 


jT\  ^i"' . . .  A'-:' 

das   System    der   Unterdeterminanten.     Bilden   wir   aus   (2)   die 

Determinante,  die  wir  mit  ^  bezeichnen  wollen,   so   können  wir 

auf  das   Product  Ä^   die  Multiplicationsregel   anwenden.     Dies 

gieht  aber  nach  §,  22,  (3)  und  (7); 

J.,  0  .  .  .  0  [ 

0,  A  .  .  .  o\ 

'   =t  A  , 

0,   0   .   .  .   y]    i 
und  daraus  durch  Division  mit  A: 
(3)  zi  ^  A''-\ 

Es  ist  also  z/  die  (n  —  1)*^  Potenz  von  A.  Bei  dieser  Ab- 
leitung ist  allerdings  zunächst  vorausgesetzt,  dass  A  von  Null 
verschieden  sei.  Da  aber  (3)  in  Bezug  auf  die  Elemente  oj*' 
eine  Identität  ist,  d.  h.  auch  dann  gilt,  wenn  diese  Grossen  un 
abhängige  Variable  sind,  so  folgt,  dass  auch  noch  m  diesem 
Ausnahmefall  die  Formel  (3)  gilt,  d.  h.  dass,  wenn  A  \eischwm 
det,  auch  z/  verschwindet. 

Dies  Ergebniss  ist  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineicn 
Satzes,  nach  dem  jede  beliebige  Determinante  der  Matiix  (2j 
gebildet  werden  kann.  Betrachten  wir  die  v-reihige  Unterdeter- 
minante 

^i",  Af  .  .  .  ^i" 


(i) 


Jr    = 


4'',  4" . . .  A'P 

aus  der  man  durch  Permutation  der  oberen  und  unteren  Indices 
alle  anderen  v-reihigen  Unterdeterminanten  ableiten  kann,  so 
kann  man  die  Multiplicationsregel  anwenden,  indem  man  ^, 
nach  der  Schlussbemerkung  des  letzten  Paragraphen  in  eine 
j(-reihige  Determinante  verwandelt. 
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yll'',  J^".  .  .  A\''\  A'i'l,  .  .  .  X<„" 
0,       0     ...    ,0,      1     ...    0 


0     ...     0,      0     ... 

wobei  n  —  v  Zeilen  und  Colonneii  beigefügt  sind,  von  denen  die 
ersteren  ausser  in  den  Diagonalgliedern  lauter  Nullen  haben. 
Bildet  man  jetzt  das  Product  AzJ,.,  so  folgt 


A.  0  . 


.  0,  «Vi. . 


0,  0  .  .  .  ^,  u\"li . 
0,  0  ...  0,  a^'^i^ 


0,  0  ...  0,  «t+i  ■  ■  ■  n»"' 
und  dies  ist  nach  dem  Satz  IX.,  §.  22 


üivirlirt  man  hier  durch  A  und  wendet  die  Bezeichnung  des 
§.  23  an,  so  folgt 

(7)  z/,  =  A''^  Alil:::  l 

Für  v  =  2  ergiebt  sich  das  spccielle  Resultat 

(8)  ArA'i'~-ÄfWi^  =  AÄ\ll. 

Die  Formel  (8)  werden  wir  später  öfter  benutzen.  In  der 
Bezeichnung  durch  die  Differentialquotienten  lässt  sie  sich  so 
darstellen 

Besonders  wichtig  ist  sie  in  dem  Fall,  wo  A  eine  symme- 
trische Determinante  ist,  wo  also  af^  =  af  ist,  dann  ist 
auch 

dA    __  dA 
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worin  bei  der  Differentiation  nicht  Rücksicht  genommen  ist  auf 
die  Abhängigkeit  af^  =  af;  dann  wird  die  Formel  (9) 
I       8M       _   dA    dA 


(10) 


.(MX 


§,  29. 
Interpolation. 

Wir  haben  schon  in  §.  9  unter  einer  besonderen  Voraus- 
setzung die  Aufgabe  gelöst,  eine  ganze  rationale  Function  zu 
bestimmen,  die  für  eine  genügende  Anzahl  vorgescli  rieben  er 
Werthe  des  Arguments  gegebene  "Werthe  annimmt.  Wir  wollen 
nun  durch  Anwendung  der  Determinanten  diese  Aufgabe  all- 
gemein lösen.  Wir  wollen  aber  folgende  Bemerkungen  voraus- 
schicken. 

Im  §.  22,  (12)  ist  der  Werth  der  Determinante 


«f^s  «r^^  ■  ■ 

■  «1. 1 

«""S  „«~3  , . 

■  «„  1 

«r\  ««~^  ■  ■ 

.  ß„.  1 

ich  dem  Ditt'erenzenprorlurt. 

(«,  -  „,)  («,  -  «.) 

...(«, 

- «.) 

(%  -  «,) 

...(«, 

— «.) 

(«„_,  —  «„) 

gefunden,  und  wir  wollen  jetzt  zur  Abkürzung  dieses  Difl'erenzen- 
product  mit 

(2)  [«1,   «2,   «3    .    ■    ■   «„] 

bezeichnen,  so  dass  die  Grösse  [k^,  Kj,  «^  .  .  .  w„]  ihr  Vorzeichen 
ändert,  wenn  zwei  der  Elemente  cfj,  w^  .  .  .  «„  vertauscht  werden. 
Wii' definiren  ferner  eine  ganze  rationale  Function  «'™  Grades 
f(x)  der  Veränderlichen  x  durch  die  Gleichung 

(3)  fix)  =  (x-  «,)  (i  -«,)...  (x  -  «,), 
SO  dass  nach  §.  13 


/(«.)  =  («■ 

—  «,)   (k,  -  «,)  .  .  . 

(«,  -  «,), 

/■(«.)  =  («. 

-  «0  (»,  -«,)... 

(«„  -  «._,) 
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folgt.  In  dem  Prorluct  aller  dieser  Aiisrlrücke  kommt  jeder 
Factor  des  Productes  (1)  zweimal  mit  entgegengesetztem  Zeichen 
vor,   so  daas  wir,  da   die   Anzahl   der   Factoren    *'on   (1)  gleich 

— ^-  ^ — -  ist,  die  Gleichung  erhalten 

(5)  /'(«,)/'(»!>  •  ■  •/'(«.)  =  (-  1)"^  K,  ".■■■  «.]•■ 
Wir   köiineii   unser   Product   (1)   aber   auch   mit   Hülfe    der 

Relationen  (4)  folgendermaassen  darstellen: 

(6)  [»,,  «„  ^,...u.]=  /'(«,)  K,  «,  .  .  .  «,1 

+  /(».)  K.  «•,■■■  «.] 


=  (-1)"- /'(«.)[«..«.  •■•«.-.]. 

WO  auf  der  recliten  Seite  jeder  der  Klammerausdriicke  ein 
Element  weniger  enthält  als  der  Klamnierausdruck  auf  der 
linken  Seite. 

Es  soll  also  jetzt  die  Aufgabe  gestellt  sein,  eine  ganze 
rationale  Function  (n  —  1)'™  Grades  <p(x)  zu  bestimmen,  die  für 
die  Argument w er the  rt'  =^  «, ,  a^  .  .  .  a„  der  Reihe  nach  die  vor- 
geschriehenen  Werthe  (p  («i),  q>  (w,j)  ...  9  («„)  annimmt. 

Setzt  man 

(7)  q>(x)  =  0!,ic»-i  +  %x^2  _j y.  a^_^j.  _^  ^^^ 

so  sind  die  n  unbekannten  Coefficienten  a^,  a^  .  .  .  a„  aus  den 
linearen  Gleichungen 

,g,      9»  («i)  =  «1 «""'  +  "2  '^T^  -\ h  «"-1  «ä  +  «»1 

¥<  (««)  =  «1 ««"'  +  03  (C"^  +  ■ — h  fl»-i  «n  +  «« 

zu  bestimmen.  Die  Determinante  dieses  Systems  ist  aber  genau 
die  Grösse  (2) 

K,  «, . . .  «.], 

und  die  Aufgabe  ist  also  nach  §.  26  immer  lösbar,  wenn  diese 
Grösse  von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  wenn  von  den  «Grossen 
Kl,  «2  .  .  .  ««  keine  zwei  einander  gleich  sind. 

Statt  aber  die  Gleichungen  (8)   nach   §.  26  aufzulösen  und 
die  gefundenen  Ausdrücke  in  (7)  einzusetzen,  ist  es  vorzuziehen, 
nach  §.  24  II.  die  homogenen  Grössen 
1,  «1,  fl)  .  .  .  «„ 
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aus  (leii  n  -\-  1  Gleichungen  (7)  und  (8)  zu  eliniinircn,   woilurcli 
man  rlie  Duterminantengleichung  erhält 


(9) 


Diese  Determinante  entwickeln  wir  nun  nach  den  Iillementen 
der   ersten   Colonne.     Für    die   dabei    auftretenden   ünterdeter- 
;  dann   die  Bezeichnung  (2)  anwenden  und 


,.   («),  X- 

,  a:''-^  . 

.   .1,    I 

V  («i).  «?-' 

«;-2  . 

.  .  «„  I 

(p  («0'  «F^ 

K^-3  . 

.  .  »„    1 

(p(«.),  «r' 

«n~'   • 

.    .«.,1 

min  ante  n  können 

erhalten  so 

(10)         ^{x)  [«!,«,. 

Nun  ist  nach  (1) 
[a:,o!2,«g...a„]  =  (a:  — «aj  (a: 
wofür  wir  auch  setzen  können 


[a;,  «9,  0 


«.1  = 


«.)  [», 


[«a,   Kj    , 


^  /M 


. . .  «.], 


fe« 


/(») 


■  ■  On-l]. 


und  wenn  man  also  (10)  durch  [w,,  «^  .  .  .  K„]  dividirt,  und  die 
verschiedenen  Ausdrücke  (6)  dabei  beriickaichtigt,  so  erhält  man 
scliliesslich 


(11)       v(:s)=/(«)(- 


(».-»,)/'(«■)   ^    (!-«,)/■(«.) 

y(«.)       \ 

wodurch  die  Function  tp  (x)  völlig  bestimmt  ist.  Dieser  Ausdruck 
für  fp{x)  heisst  die  Interpolationsformel  von  Lagrange. 
Dass  sie  die  gestellten  Forderungen  erfüllt,  lässt  sich  nachträglich 
sehr  leicht  verificiren,  wenn  man  a^j  =  «i,  «ä  •  ■  .  «,.  setzt.  Die 
Nenner  x  —  Wj,  x  —  a.^  .  .  .  x  —  «„  sind  nur  scheinbar  darin 
enthalten. 
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Dritter   Abschnitt, 
Die  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen. 


g.  30. 
Begriff  der   Wurzeln.     Mehrfache   Wurzeln. 

Nachdem  in  den  beiden  ersten  Abschnitten  die  algebraischen 
Grössen  mehr  von  der  formalen  Seite  betrachtet  waren,  wobei 
es  sich  um  identische  Umformungen  von  Buchstabenausdrücken 
handelte,  in  denen  die  Buchstaben  durchweg  als  Symbole  für 
variable  Grössen  aufgefasst  werden  konnten,  treten  nun  die 
Zahlengrössen  mehr  in  den  Vordergrund. 

Wir  verstehen  hier  unter  Zahlen,  gemäss  dem  in  der  Ein- 
leitung Festgesetzten,  reelle  oder  imaginäre  Grössen  von  der 
Form  a  -\-  bi,  und  stellen  die  reellen  Grössen  zur  Veranschau- 
lichung durch  die  Punkte  einer  geraden  Linie,  die  imaginären 
durch  die  Punkte  einer  Ebene  dar.  unter  dem  absoluten 
Wei-th  einer  imaginären  Grösse  a  -j-  ii  verstehen  wir  Vffi=-|-&'* 
und  bezeichnen  ihn  nach  Weierstrasa  mit 

l8  +  6i|. 
Es  sei  nun 
(1)  f(x)  =  «0  iC"  -j-  a,  x'>-'  -\-  «2  x"-^  -]-■■■  +  «« 

eine  ganze  Function  von  x,  worin  die  Coefticienten  irgend  weiche 
reelle  oder  imaginäre  Zahlen  sind,  und  der  erste,  a„,  von  Null 
verschieden  vorausgesetzt  wird.  Wenn  a  eine  Zahl  ist,  die  für 
X  gesetzt  die  Function  f(x)  zu  Null  macht,  die  also  der  Bedin- 
gung/(w)  =^  0  genügt,  so  heisst  w  eine  Wurzel  der  Gleichung 
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Wir  wagen  auch  kurz,  «  ist  eine  Wurzel  von /(«).     Nach 

§.  4  lässt  sieh  dann  f(x)  durch  x  —  a  ohne  Rest  theilen ,  so 
dass  man 

(2)  f{x)=(x^a)f,{x) 

setzen  kann,  «0^/1(3;)  nur  vom  {n  —  1)'™  Grad  ist,  und  den- 
selben ersten  Coefficienten  ßj  hat,  wie  f{x),  also 
/i  {x)  =  «o«"~*  +  öU"-^  -Y-  .  .  . 
Die  Coefficienten  von  /,  (x)  sind  in  §.  4  (6)  angegehen. 

Jede  Wurzel  von  fiix)  ist  also  zugleich  Wurzel  von  f{x) 
und  umgekehrt  ist  jede  Wurzel  von  f{x)  entweder  ^=  k  oder 
eine  Wurzel  von  f,  (x).  Wenn  eine  Wurzel  k  von  f(x)  hekannt 
ist,  so  ist  die  Aufgabe,  die  übrigen  zu  finden,  auf  die  Lösung 
einer  Gleichung  (n  —  1)""  Grades  zurückgeführt. 

Das  Ziel  der  Betrachtungen  dieses  Abschnittes  besteht  in  dem 

Nachweis,    dass  jede   Function  f(x)   vom   b*™   Grad  wenigstens 

eine  Wurzel  hat.    Dieser  Satz  heisst  der  Fundamentalsatz  der 

Algebra.     Zunächst  ziehen  wir  aus   (2)  die  wichtige  Folgerung 

I.    Eine  Gleichung  «*™  Grades   kann   nicht  mehr  als 

u  Wurzeln  haben. 
Denn  hatte /(«)  mehr  als  n  Wurzeln,  so  hätte  fi(x),  was 
nur  vom  (w  —  l)*«"  Grade  ist,  mehr  als  n  —  l  "Wurzeln.  Eine 
Gleichung  ersten  Grades  hat  aber  nicht  mehr  als  eine  Wurzel, 
woraus  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  durch  vollständige  Induction 
folgt.    Man  giebt  ihm  bisweilen  auch  den  Ausdruck 

II.    Wenn   eine   Function   h'™   Grades   f(x)    mehr    als 
n  Wurzeln  hat,  so  müssen  alle  ihre  Coefficienten 
Null  sein. 
Ist  ß  eine  Wurzel  von  f^  (x)^  so  lässt  sich  ebenso  setzen 

/,  {X)  =  (it  -  »  /.  W,    /  W  =  (X  -  «)  (^  ~  «  /,  («), 

worin  /^(z)  ;=  Woa;""^  ~1~  ■  "  ■  ^^'^  'O'"  (**  —  2)**"  Grade  ist. 
Nimmt  man  also  an,  dass  jede  der  Functionen,  die  man  durch 
diese  Division  erhält,  fi{x),  /a(^)  .  .  -  wenigstens  eine  Wurzel 
habe,  so  erhält  man  schliesslich 

(3)  /(i)  =  o.(a,-«)(«-ffl...(x-v), 

und  wir  können  also  den  Satz,  den  wir  vorhin  als  das  Ziel 
unserer  Betrachtungen  bezeichnet  haben,  auch  so  aussprechen: 
Es  soll  bewiesen  werden: 
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Eine  Function  n'™  Grades  iasst  sich  in  n  lineare  Factoren 
zerlegen. 

Die  Grössen  a,  ß  .  .  .  v  sind  dann  alle  Wurzeln  von  f{x) 
und  ihre  Zahl  ist  also  n.  Es  ist  aher  nicht  ausgeschlossen,  dass 
unter  den  a,  ß  .  .  .  v  dieselbe  Zahl  mehrmals  vorkommt.  Dann 
würde  f(x)  weniger  als  n  Wurzeln  haben,  während  doch  der 
Satz  bestehen  bleibt,  dass  f(x)  in  n  lineare  Factoren  zerlegbar 
ist.  Um  die  Ueberein Stimmung  herzustellen,  ist  man  überein- 
gekommen, wenn  cc  —  w  mehrmals  in  /(jt:)  aufgeht,  «  unter  den 
Wurzeln  mehrfach  zu  zählen  und  also  von  einfachen,  zweifachen, 
dreifachen  etc.  Wurzeln  zu  sprechen. 

Nach  dem  Begriff  der  derivirten  Functionen  [§.  13  (2)]  ist, 
wenn  K  eine  beliebige  Grösse  ist, 

(4)        f(x)  =/(„)  +  (»,-  „)  f  („)  +  fe::^  /" („) 

+  -m' /"■<«)  +  ■■■ 

Wird  also  mm  wieder  angenommen,  dass  /(«)  verschwindet, 
ao  ergiebt  sich 

/.  w = /'  w  +  ^  /"  («)  +  ^{^s  r  («)  +  ■■  •, 

also 

/.(")=/(«)■ 

Es  ist  also  a  eine  Doppelwurzel  von  f{x),  wenn  mit  /(«) 
gleichzeitig  /'  («)  verschwindet.  Auch  die  Formel  (4)  zeigt,  dass 
nur  unter  dieser  Voraussetaung  f{x)  durch  {x  —  «)*  theilbar 
ist.  Diese  Schlussweise  lässt  sich  weiter  ausdehnen  und  führt  zu 
dem  Satze 

III.  Die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  «  eine  jw-fache  Wurzel  von  f(x)  ist, 
ist  die,  düss  /(«),  /■(«),  /"(«),  .../»-"W  ver- 
schwinden,/*™'  («)  nicht  verschwindet. 

§■  31- 
Stetigkeit   ganzer   Functionen. 

Wenn,  wie  bisher 

f{x)  =  «0  a:»  +  «1  *■»-=  -j 1-  M„ 

eine  ganze  Function  von  x  ist,  so  beweisen  wir  zunächst  folgen- 
den Satz: 
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IV.  f{x)  wird  zugleich  mit  x  unendlich  gross. 
Das  will    sagen,    wenn    C  eine    heliebig   gegebene   positive 
Zahl  ist,  so  kann  man  die  positive  Zahl  B,  so  wählen,  dass 

I  /W  I  >  c 

wird,  sobald  der  absolute  Werth  von  x  grösser  als  B  wird;  oder 
geometrisch  ausgedrückt:  man  kann  in  der  a;-Ebene  einen  Kreis 
um  den  Nullpunkt  so  beschreiben,  dass  ausserhalb  dieses  Kreises 
der  absolute  Werth  von  f{x)  nicht  mehr  untei  C  herabsinkt 
wie  gross  auch  C  angenommen  ist,  Det  '^atz  ist  eiiileui-litend 
für  den  Fall  einer  einfachen  Potenz  a;";  denn  ist  t  lei  absolute 
Werth  von  x,  so  ist  r"  der  absolute  Weith  ^on  j  und  »  ist 
sobald  r  grösser  als  1  geworden  ist,  grö&ber  als  r  und  wachst 
also  mit  r  ins  Unendliche. 

Um   den   Satz   allgemein   -im   beweisen     bezemhnei     wir   die 
absoluten  Werthe  von  x,  «o,  u,,  a^  .  .  .  a,   mit  t    c    i     i  c 

Dann  ist 

(2)  I  /(^)  I  =  *■"  I  ""  +  "F  +  "i^  ^ ■^  I 

und,  weil  nach  den  in  der  Einleitung  bewiesenen  Sätzen  der 
absolute  Werth  einer  Summe  nicht  kleiner  als  die  Differenz  und 
nicht  grösser  als  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Sum- 
manden sein  kann, 

I  I       «1        ,       (Sa       I  I      ""    I   ~-,  I    "i        I       "i       I  "■»    I 

I  "•  + IT +  -;?  +  ■■■  + :;^  1  a  "•-[-  + 1;? +  ■■■  1? I 


Da  die  c,,,  c,  .  .  .  c„  fest  gegebene  Günstanten  sind, 
man  11  so  gross  wählen,  dass,  sobald  r  >  It  ist, 


beliebig  klein,  z.  B.  kleiner  als  Vs  (^u  wird;  dann  ist 

I  ««  +  -|-  +  -^  -1 1"  ii^  I  >   Vs  Co, 

und  also  nach  (2) 

\/(ß)\>'/,c,B; 

also,  wenn  man 


y  Google 


g.  3!  Stetigkeit,  105 

(.^)  \fix)\'>C. 

Hieran  schliesst  sich  der  Satz 

V.  f(x)  ist  eine  stetige  Function  von  x. 

Damit  soll  folgendes  gesagt  sein:  Ist  der  absolute  "Werth 
von  X  kleiner  als  eine  beliebige  endliche  Grösse  K,  ao  kann 
man,  wie  klein  auch  die  positive  Grösse  ta  angenommen  wird, 
eine  positive  Grösse  *  derart  finden,  dass 

(4)  I  fix  +  ;.)  -  fix)  \  <  0. 

wird,  so  lange  der  absolute  Werth  p  von  li  kleiner  als  c  bleibt, 
und  zwar  so,  dass  £  nur  von  der  Wahl  von  w,  nicht  aber  von  a: 
abhängig  ist. 

Nach  §.  13,  (2)  ist 

(5)  fix  +  fe)  -  /(*}  =  hf  (*J  ■  f  j^  /"  {^)  +  ■  ■  ■  77'^  /""  (^) 

==/*  j/' (*)  +  -!-/'(:.)+.-  +  «oft"-| 

Nehmen  wir  nun  den  absoluten  Werth  von  /(  kleiner  als  1 
an,  so  ist  der  absolute  Werth  der  in  der  Klammer  stehenden 
Grösse 

(6)  /'W+|/"W-t h«.''" 

kleiner  als  eine  bestimmte  von  Null  verechiedene  Zahl  k,  die 
man  erhält,  wenn  man  in  (6)  /(  durch  1,  die  Coefticienten 
«(„  «1  .  .  .  (ta-\  durch  ihre  absoluten  Werthe  und  x  durch  M 
ersetzt,  weil  dadui'ch  jedes  einzelne  Glied  der  Summe  (6)  durch 
seinen  absolute»  Werth  oder  durch  eine  grössere  Zahl  ersetzt 
wird.  Wählt  man  e  so  klein,  dass 
Eh  <ia 
ist,  so  ist  wegen  (5)  die  Forderung  (4)  erfüllt,  so  lange 

bleibt 

Wir  können  dem  Satze  von  der  Stetigkeit  der  Function 
f(x)  noch  einen  etwas  anderen  Ausdruck  geben,  der  uns  für  die 
Folge  wichtig  ist.  Nach  dem  Satze,  dass  der  absolute  Werth 
einer  Summe  von  zwei  Gliedern  der  Grösse  nach  zwischen  der 
Summe  und  der  Differenz  der  absoluten  Werthe  der  Glieder 
liegt  (vgl.  Einleitung,  S.  19),  erhalten  wir  aus  (5),  wenn  wir 
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setzen, 

1/(1)  I  -  I  ,p(6)  I  <  \f{r.  +  i)  1  <  1/(1,1  1  +  !  V0>)  [. 
odür 

^  I  9(»)  l<  [/(«  +  »)  I  -  l/(«)  I  <  I  vQi)  I- 

Nun  ist,  wenn  p  <  e  ist,  |  «p  (/()  |  <  oj,  und  wir  können  also 
auch  sagen 

VI.    Der  absolute  Wertli  der  Differenz 
l/(^  +  'OI~l/(^)l 
ist   kleiner   als   eine   beliebig  gegebene  Grösse  w, 
sobald    der    absolute    Werth    von    li    kleiner    als 
ein  genügend  kleines  t  ist. 
Daraus  können  wir  noch  schliessen,  wenn  wir  x  ^  y  -\-  isi 
setzen,  und  li  entweder  reell  oder  rein  imaginär  annehmen,  dass 
\fiy  +  ^01    '^ßi  feststellendem  s   eine  stetige  Function  von   ij 
und  bei  feststehendem  y  eine  stetige  Function  von  z  ist 

VII.  Sind  die  Ooefficienten  «„,  «!...«„  und  die  Va- 
riable X  reell,  so  kann  man  x  dem  absoluten 
Werthe  nach  so  gross  wählen,  dass  das  Vor- 
zeichen von  f(x)  mit  dem  Vorzeichen  des  ersten 
Gliedes  «d^"  übereinstimmt,  also  bei  positivem  «„ 
und  geradem  n  positiv,  bei  ungeradem  n  für 
negative  x  negativ  und  für  positive  x  positiv 
wird. 
Denn  man  kann  in 

/(i)  =  ^-  («.  +  -  +  -jj  +  ■• .  -) 

X  dem  absoluten  Werthe  nach  so  gross  wählen,  dass  der  absolute 
Wertli  von 

unter  den  von  «^  heruntersinkt   und   also  der  Klammerausdruck 

^J i._L^-| .J ± 

^     X      '     X'  '     a;" 

das   Vorzeichen    von   a^    hat,    was    es    dann    für   jedes    absolut 
X  beibehält. 
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§.  32. 

Vorzeichenwechael  von  f{x).     Wurzeln  von  Gleichungen 
ungeraden  Grades  und  von  reinen  Gleichungen. 

Auf  Grund  der  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  können  wir 
das  folgende  wichtige  Theorem  beweisen. 
VIII.  Sind  die  Coefficienten  von  f(x)  reell  und  exi- 
atiren  zwei  reelle  Werthe  tt,  b  von  x,  so  daas  /(a) 
und  f{h)  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so 
giebt  es  zwischen  a  und  b  wenigstens  eine  Wurzel 
^  der  Gleichung /(a;)  =  0. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  «  <  &  und  /(«)  negativ,  f(b) 
positiv.  Wir  theilen  die  Zahlen  zwischen  a  und  b  so  in  zwei 
Theile  91  und  58,  dass  eine  Zahl  «  zu  91  gehört,  wenn  zwischen 
«  und  a,  die  Grenzen  eingerechnet,  kein  x  liegt,  wofür  f{x) 
positiv  wird,  und  eine  Zahl  ß  zu  ^,  wenn  zwischen  ß  und  a 
wenigstens  ein  Werth  von  x  Hegt,  für  den  f{x)  positiv 
wird.  Ein  drittes  ist  offenbar  nicht  möglich  und  jede  Zahl 
zwisclien  a  und  h  ist  also  in  91  oder  in  SS  untergebracht.  Wir 
rechnen  noch  die  Zahlen,  die  kleiner  als  «  sind  zu  91,  und  die 
grösser  als  b  sind  zu  S. 

Gehört  «  zu  91,  so  gehört  auch  jedes  x,  was  kleiner  ist  als 
«  zu  Sl,  und  gehört  ß  zu  Sfl,  so  gehört  jedes  grössere  x  zu  33. 

Es  ist  also  jedes  ß  grösser  als  jedes  «  und  die  beiden 
Zahlengebiete  91,  S  bilden  einen  Schnitt  (Einleitung,  S.  5)  der 
dm'ch  eine  Zahl  |  erzeugt  wird,  so  dass  jede  Zahl  «,  die 
kleiner  als  ^  ist,  zu  9(  gehört,  jede  Zahl  ^,  die  grösser  als  J 
ist,  zu  S. 

Ist  nun  für  irgend  eine  Zahl  x^  der  Werth  von  f{x^)  negativ 
oder  positiv,  so  läsat  sich  nach  V,  des  vorigen  Paragraphen  eine 
positive  Grösse  e  so  bestimmen,  dass  für  jedes  x  zwischen  x^  —  b 
und  x^  -|-  £  die  Werthe  von  f{x)  immer  negativ  oder  immer 
positiv  sind.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  /(^)  weder  negativ  noch 
positiv  sein  kann  und  also  Null  sein  muss.  Denn  wiire/(|)  negativ, 
so  wäre  anch.  f{x)  zwischen  ^  und  | -|-  £  negativ;  diese  Werthe 
würden  also  zu  91  gehören,  während  sie  doch  grösser  als  |  sind; 
und  wäre  /(^)  positiv,  so  wäre  f{x)  positiv,  so  lange  x  zwischen 
g  —  e  und  I  liegt;  diese  Werthe  würden  also,  obwohl  sie  kleiner 
als  I  sind,  zu  S5  gehören  und  beides  ist  nach  der  Definition  von 
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I  iiiiniöglicb.     Ganz  älmlich  kann  geschlossen  iverdnn,  wenn  /(«) 
positiv  und  f{b)  negativ  ist  und  unser  Satz  ist  also  erwiesen. 

Hieraus  ziehen  wir  zwei  wichtige  Folgerungen :  Wenn  /(^) 
verschwindet,  so  lässt  sich  ein  Intervall 

t-  s<x<^-\-  E 
so  bestimmen,  dass  f(x)  ausser  für  x  =  ^  \a  diesem  Intervall 
nicht  verschwindet.  Es  sind  dann  vier  Fälle  in  Bezug  auf  die 
Vorzeichen  von  f{x)  in  den  beiden  Intervallen  |  —  f  <  3:  <  | 
und  I  <  ^  <  I  -[-  «  möglich,  die  im  folgenden  Schema  zusammen- 
gestellt sind; 

I  -  s  <  I  <  I  +  . 

1.  /(x)  4-    - 

2.  f(x)  --     + 

3.  /{')  +    + 

4.  /(i)  . 

I8t/W(a:)  die  erste  unter  den  Derivirten  von  f{x),  die  fiir 
X  =  ^  von  Null  verschieden  ist,  so  zeigt  die  Formel  [§.  13,  (2)] 

/«  +  '•)  =  T^/">(S)  +  ---. 

dass  diese  vier  Fälle  durch  folgende  Kennzeichen  unterschieden 
sind: 

1.  V  ungerade /l'>(g)  <  0 

2.  V  ungerade  /<'''  (|)  >  0 

3.  V  gerade      ß'H^)  >  0 

4.  V  gerade     /f'>  (|)  <  0 

Wir  sagen,  dass  im  ersten  Falle  f{x)  abnehmend,  im 
zweiten  wachsend  durch  Null  geht.  Im  Falle  3.  ist  /(|)  =  0 
ein  Minimum,  im  Falle  4.  ein  Maximum. 

Wenn  insbesondere  /'(|)  von  Null  verschieden,  ^  also  eine 
einfache  Wurzel  ist,  so  ist  das  positive  oder  negative  Vorzeichen 
¥on/'(|)  das  Kennzeichen  für  das  Wachsen  oder  Abnehmen  der 
Function/(a:)  beim  Durchgang  von  x  durch  |. 

Wir  beweisen  mit  diesen  Ilülfsraitteln  noch  zwei  weitere 
wichtige  Sätze, 

IX.    Die  Gleichung 

X'"'  —  tt  ^  0 
hat,  wenn  a  eine   positive  Zahl  ist,  eine   und   nur 
eine  positive  Wurzel. 
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Denn  setzen  wir 

(1)  f(x)  =  a^-a, 

so  ist/(3;)  nach  §.  31,  VIT.  für  ein  hinlänglich  grosses  positives  x 
positiv,  und  für  x  =  0  negativ;  also  giebt  es  einen  positiven 
Werth  von  x,  den  man  mit  ]/«  bezoichnct,  für  den  f(x)  ver- 
schwindet. 

Dass  es  aber  nur  einen  solchen  Werth  geben  bann,  folgt 
daraus,  dass  x",  so  lange  x  positiv  bleibt,  mit  x  fortwährend 
wächst. 

Ist  11  ungerade,  so  existirt  auch  für  negative  a  eine  und 
nur  eine  negative  Wurzel  von  (1),  was  ebenso  bewiesen  wird. 

X.  Eine  Gleichung  ungeraden  Grades  mit  reellen 
üoefficienten  hat  immer  wenigstens  eine  reelle 
Wurzel. 

Denn  nach  Satz  VII.  kann  f{x),  wenn  der  Grad  ungerade 
ist,  sowohl  positiv  als  negativ  werden  und  f(x)  ==  0  hat  also 
nach  VHI.  eine  Wursiel.     Wir  beweisen  endlich  noch 

XI.    Eine   reine   Gleichung  hat  immer  eine  WurKcl. 

Unter  einer  reinen  Gleichung  verstehen  wir  eine  Gleichung 
von  der  Form 

(2)  x^  —  a  =  0, 
wo  a  eine  beliebige  eomplexe  Grösse  ist. 

Dass  diese  Gleichung  für  ein  reelles  positives  a  immer  eine 
Wurzel  hat,  ist  oben  schon  bewiesen,  und  für  o;  =■,  0  wird  sie 
offenbar  durch,  x  =  0  befriedigt. 

Der  allgemeine  Beweis  kann  in  zwei  Theile  zerlegt  werden; 
es  genügt  nämlich,  wenn  wir  zunächst  m  =^  2,  dann  n  ungerade 
voraussetzen.  Denn  existirt  die  Grösse  ya  und  ]/t(  oder  V«  für 
jedes  ffl,  so  ist  auch  die  Existenz  von 

also  von  p'a  für  jedes  heHebige  n  sichergestellt.  Ea  würde 
sogar  genügen,  die  Existenz  von  Y^  ^^^  "i^"  ^^^  ^"  beweisen, 
dass  n  eine  Primzahl  ist  Daraus  ist  aber  zunächst  kein  beson- 
derer Vor th eil  zu  ziehen. 

Wir   bezeichnen    die   eomplexe   Grösse   a   mit   h  -j-  ci   und 
setzen,  da  x  im  Allgemeinen  auch  complex  sein  wird, 
X  =  y^is. 
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Dann  haben  wir  zunächst  zu  zeigen,  dass 

(3)  (S  +  i3)>  =  (.  +  !C, 

welche  reellen  Werthe  auch  &,  c  haben  mögen,  durch  reelle  y,  z 
befriedigt  werden  kann.    Die  Gleichung  (3)  ist  aber  erfüllt,  wenn 

(4)  j/3  —  ^2  =  6,     1\js  ^=  ß, 
also 

und  folglich 

(6)  !/■  +  2'  =  ywT^'. 


Nach  IX.  existirt  immer  eine  positive  Quadratwiirzfii  V/i^  -|-  c^. 
Aus  (4)  xind  (5)  folgt  nun 

und  die  beiden  Grössen  +  6  -[-  V^*  +  c^  sind  offenbar  positiv, 
da  6^  -|-  (^*  >  ^ä^  also  auch  Vfi^  -|-  ^  >  Vö^.  Wir  erhalten 
daraus 


&  +  V&^  +  c 


-1/6^ 


worin  aber  das  oine  Vorzeichen  durch  das  andere  bestimmt  ist 
durch  die  Bedingung 

eines  der  beiden  Vorzeichen  aber  bleibt  willkürlich,  so  dass  wir 
nicht  nur  eine,  sondern  zwei  (entgegengesetzte)  Lösungen  von 
(3)  erhalten. 

Es  sei  ferner  w  ungerade;  wir  nehmen  die  zu  losende 
Gleichung  in  der  Form  an 

(6)  (j,  +  ,-^)»  =  i  +  ci. 

Ist  c  =  0,  also  (t  reell,  so  können  wir  s  =  0  setzen  und 
erhalten  nach  IX.  einen  reellen  Werth  von  x.  Nehmen  wir  aber 
c  von  Null  verschieden  an,  so  folgt  aus  (6)  (Einleitung,  S.  19) 

(7)  iy  —  i^Y  ^  h  —  ci. 

Multipliciren  wir  die  beiden  Gleichungen  (6),  (7)  mit  ein- 
ander, so  folgt 

(ys  +  ^0"  =■  '''  +  '^^ 
und  daraus  (nach  IX.) 
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(8)  tf'^,^  =  p'feM^ 

wodurch   der  absolute  Werth   von   x   bestimmt   ist.     Es    ergiebt 
sich  femer  aus  (6)  und  (7) 

(9)  ^(,,  .)  =  ili-'^TV  +  ic)-^_i>i  +  "f'Q.~ic)  ^  „, 

Nun  ist  gi()y,  g)  eine  ganze  homogene  Function  «**"  Grades 
der  beiden  Veränderlichen  )/,  s,  und  zwai'  mit  reellen  Coeffi- 
cienten  (da  die  Vertauschung  von  i  mit  -^  i  in  fpiy,  s)  nichts 
ändert),  und  wenn  wir  nach  absteigenden  Potenzen  von  y  ordnen, 
so  ist  das  erste  Glied  cj/",  also  nach  Voraussetüung  von  Null 
verscliieden.     Setzen  wir  nun 

y  =  Is, 
so  erhalten  wir  aus  (ft) 

(10)  (p  (A,  1)  =  0, 

also  eine  Gleichung  n""  Grades  für  A,   die  nach  X.  gewiss  eine 
Wurzel  hat.     Ist  A  bestimmt,  so  folgt  aus  (8) 


Hierdurch  sind  die  Gleichungen  (8),  (9)  thatsächlich  befrie- 
digt; aus  (9)  aber  folgt 

(if-^i^Y  _{y-i& 

h  +  ic    ~     b  —  ic' 
und  aus  (8),   dass  der  gemeinsame  Werth  dieser  beiden  Brüche 
+  1  ist.     Wir  haben  daher 

(,j  +  !-»)■  =  +  (6  +  «),        (s  -  i«)"  =  ±  (6  -  ci), 
und  es  kann   also   das  Vorzeichen   der  Quadratwurzel  in  (11)  so 
bestimmt  werden ,  dass  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  erfüllt  sind. 


Lösung  reiner  Gleichungen   durch   trigonometrische 
Functionen. 

Weit  vollständiger  und  einfacher  kann  die  Auflösbarkeit 
einer  reinen  Gleichung  dargethan  werden,  wenn  man  die  trigono- 
metrischen Functionen  und  ihre  einfachsten  Eigenscliaften  als 
bekannt  voraussetzt.     Freilich  sind  diese  Functionen  der  eigent- 
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Hellen  Algpbra  fremd  und  darum  ist  es  bofriedigender,  die 
principiellen  Fragen,  so  wie  es  im  Vorhergehenden  geschehen 
ist  und  auch  noch  später  geschehen  soll,  ohne  ihre  Hülfe  zu 
beantworten.  Für  die  Anwendung  und  eine  bequemere  An- 
schauung wollen  wir  aber  dieses  Hülfsmittel  doch  nicht  ent- 
behren. 

Setzen  wir,  wenn  h,  c  reelle  Zahlen  sind: 
fl)  6  =  /cos  91,     c  =  »-sinqo, 

so  öt  wen  wir  r  positiv  annehmen,  der  Winkel  (p  hierdurch 
1  s  i  1  '\  lelfaches  von  2  n  bestimmt.  Er  wird  völlig  be- 
st mmt  e  vcnn  wir  ein  Intervall  von  der  Grösse  2  n  fest- 
setzen   1      len    er  liegen  soll,  z.  B. : 

—  JT  <  g)  ^  sr. 

In  geometrischer  Auffassung  sind  r,  rp  die  Polarcoordinaten 
des  Punktes,  dessen  rechtwinklige  Ooordinaten  ft,  c  sind. 

f  ist  der  absolute  Werth  der  complexen  Grösse  «  =  6  '\-  ei 
uud  qs  wollen   wir   die  Phase   dieser  complexen  Grösse  nennen. 

Das  Product  zweier  complexen  Grössen 
a  ^r  (cos  fp  +  i  sin  <p') 
^  a!  =  r'  (cos  ip'  -|-  *  sin  9'), 

ergiebt  sich  in  der  Form 

(3)  aa'  ^rr'  [cos  {tp  -\-  fp')  -\-  i  sin  {<p  -]-  tp')\ 

und  daraus  erhält  man,  wenn  n  eine  beliebige  ganze  positive 
(oder  selbst  negative)  Zahl  ist,  den  nach  Moivre  benannten 
Lehrsatz : 

(4)  (cos  tp  -\-  i sin qa)"  =  cos ntp  -f-  i%mn<p, 

der  dazu  geführt  hat,  die  Grösse  cos  tp  -{-  i  sin  qs  als  Exponential- 
function  mit  imaginärem  Exponenten  7Xi  betrachten,  und  demnach 

cos  q)  -|-  *  sin  ip  =  if9 
zu    setzen.     Dadurch    erhalten     die    Formeln    (3)    und    (4)    die 
Gestalt 

(5)  ,.-,,-/"  =  e^('M..,     («<-.)"  =  «.■-;'. 
Wenn  wir  demnach 

(G)  a  =^  r  (cos  <p  -j-  i  sin  tp) 

setzen  \nid  unter  ]/»■  den  nach  §.  32,  IX.  exjstirenden  und  völlig 
bestimmten  positiven  Werth  verstehen,  dessen  n^"  Potenz  =  r 
ist,  so  ist 
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{■!) 


X  ^Yr  (ci 


-  +  i 


n  / 
also   eine  Wurzel   der 


eine   Grösse,  deren  w"'  Potenz  = 
Gleichung 

(8)  a^  =s  a, 

wenn  unter  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  verstanden  wird. 
Derselben  Forderung  genügt  aber  auch  jeder  der  Werthe 

wenn  k  eine  beliebige   ganze  Zahl  ist.     In  (9)  sind  aber  n  und 

nicht    mehr    verschiedene    Werthe    enthalten,    die    man    erhält, 

wenn  man 

(10)  /;  =  0,  1,  2,  ...»  —  1 

setzt;  denn  vermehrt  man  1c  um  ein  Vielfaches  von  n,  so  ändert 

(9)  seineu  Werth  nicht,  während  die  n  Werthe  (10)  lauter  ver- 
schiedene Werthe  von  x  ergeben,  weil  sie  verschiedene  Phasen 
haben. 

Die    Gleichung    (8)    hat    demnach    nicht    nur    eine, 

sondern  n  verschiedene  W^urzeln. 

Die  geometrischen  Bilder  der 
Werthe  x^  liegen  alle  auf 
einem  Kreise  mit  dem  Radius 
yr,  und  zwar  um  den  Winkel 
2  3r  :  n  von  einander  entfernt. 
Man  erhält  den  ersten  dieser 
Punkte  dadurch,  dass  man  den 
gegebenen  Winkel  <p  in  n  gleiche 
Theile  theilt.  Der  Radius  ^/r  ist 
grosser  oder  kleiner  als  r,  je 
nachdem  r  kleiner  oder  grösser 
als  1  ist.    Die  beistehende  Fig.  1 

zeigt  diese  Verhältnisse  für  n  ^^  d  unter  der  Voraussetzung,  dass 

r  >  1  ist. 

Man  kann  die  verschiedenen  Werthe  von  Xi.  dadurch  erhalten, 

dass  man  den  ersten  von  ihnen 


x„  =  Yr(cos  —  -f  i  sin  -^  } 
mit  den  verschiedenen  Werthen  von 
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„,,  2hn      ,     .    .      21-71 

(11)  i>  =  cos    +  »sm  

multiplicirt.    Di«  Grössen  s,,  sind  Wurzeln  der  Gleichung 

(12)  X"  =  1, 

und  heissen   die  m**"  Einheitswurzeln.     Es  sind  n  und  nur  n 
verschiedene  Werthc,  von  denen  bei  ungeradem  n  nur  einer  (für 

/;  =  0),  hei  geradem  n  zwei  (für  fc  ?=  0  und  k  =  -^1  reell  sind. 

Die  geometrischen  Bilder  der  n""'  Einheitswurzeln  sind  die 
Eckpunkte  eines  dem  Kreise  mit  dem  Radius  1  einheschriebenen 
regelmässigen  «-Ecks.  Ihre  algebraische  Bestimmung  ist  Gegen- 
stand der  Kreistheilungslehre.  Bezeichnen  wir  den  Werth 
von  ffc  für  fe  ■^=  1   mit  £,  setzen  also 

2?r    ,     .   .     2n 
s  r=  cos  \-  t  sin  ■      -, 

n  n 

so  ist  nach  dem  Moivre'schen  Satze 

Et  =  f', 
so  dass  alle  n*™  Einheitswurzeln  als  Potenzen   von   einer  unter 
ihnen  dargestellt  sind. 


Befreiung  einer  Gleichung  vom  zweiten  Gliede. 

Die  Gewissheit  der  Existenz  der  Wurzeln  reiner  Gleichungen 
setzt  uns  in  den  Stand,  die  Wurzelexistenz  hei  den  Gleichungen 
zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  oder,  wie  man  auch  sagt,  hei 
den  quadratischen,  cubtschen  und  biquadratischen  Gleichungen, 
nachzuweisen ,  indem  wir  die  Bestimmung  ihrer  Wurzeln  auf  die 
Lösung  reiner  Gleichungen  zurückfuhren.  Wir  werden  auf 
diese  Frage  spater  von  verschiedenen  allgemeineren  Standpunkten 
zurückkommen,  besprechen  aber  hier  in  der  Kürze  die  älteren  Me- 
thoden der  Auflösung,  die,  wenn  sie  auch  wenig  Einblick  in  den 
allgemeinen  Zusammenhang  dieser  Fragen  gewäliren,  doch  in  der 
Anwendung  sehr  einfach  sind.  Sie  erwecken  den  Schein,  als  ob 
es  sich  um  eine  der  Verallgemeinerung  auf  höhere  Gleichungen 
fähige  Methode  handle,  was  aber  nicht  der  Fall  ist.  Zunächst 
folgende  allgemeine  Bemerkung.  Nehmen  wir  der  Einfachheit 
halber  in  der  Function 
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(1)  fix)  ^x-^a,  ^-'  4-  «,  X"-^  +  -.-  +  «„ 

den  Oocfficienten  von  x"  gleich  1  an,  was  man  im  Allgemeinen 
durch  Division  mit  dem  Coefficienten  von  a^  erreicht,  so  können 
wir  diirch  eine  einfache  Substitution 

(2)  «  =  j,  -  -^, 

f{x)  in  eino  andere  Function  n'^"  Grades  ip(;j/)  tranat'orraifen, 
in  der  das  zweite  Glied  i/"~^  nicht  vorkommt;  denn  es  ist  nach 
dem  binomischen  Lehrsatz 


■'    =  r  —  »1  r~'  + ' 

^'^«" 

.,-._„.-'    •'-^. 

htr-'-'. 

,.-.  ^  j,.-  _...., 

f{x)  =  jr  +  (ßj  —  \^  «/)  p"-'  H 

Wenn  vdr   die   Transformation   für   die   Fälle   n  =  2, 
wirklich  ausführen,  so  erhalten  wir 

m  —  2  qo  (*,)  =  j/'^  +  ff 

(3)     w  ^^  3  tp(y)  =:  (/■'  -|-  ay  -\-  b 

n  =  A  <p()f)  =  )ji  -J-  «y2  -i-Jjy-j-c, 

wenn  wir  setzen 

Üh-n  =  2:         ü^  —  "''■  +  o„ 


und  die  Lösung  der  Gleichung  f{x)  =  0  ist  durch  (2)  auf  die 
Lösung  von  qi{y)  ■:=  0  zurückgeführt.  Diese  ergiebt  zunächst 
für  )i  =T  2 
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und  folglich  ^__„^^  

-  a-i  — TT 


-l±V^- 


Wir  haben  also  zwei  Wurzeln 


-  Va^  —  iüi 


Cubische   Gleichungen.    Ganlanischo  Formel. 

Die    Gleichung    dritten    Grades    nehmen    wir   in   der 
reducirten  Fonn  an 

(1)  !/^'  4-  „j,  +  &  =  0 

und  führen  zwei  neue  Unbekannte  it,  v  ein,  indem  wir 

(2)  y  =  u  +  V 
setzen.     Dies  in  (1)  eingesetzt,  ergieht 

(3)  «•  +  .■  +  (3«. +  «)(»  +  »)  + J  =  0. 

Wir  bestimmen   eine    der   beiden    Grössen   ii,  v   durch   die 
andere  nach  der  Gleichung 

(4)  -Auv^  —  a, 
und  erhalten  aus  (3) 

(5)  «.i  _|_  „3  ^  „  ft. 

Aus   (4)   und   (5)    aber   lassen    sich   w^.und    v~   durch    eine 
Quadratwurzel  bestimmen.    Man  erhält  nämlicb 
(6J  (ti^  —  «3)'  =  (»3  +  t;3)2  —  4«.»»ä 

=  "  +  4f- 

Setzen  wir  zur  Alildii'zuiig 

(0  "-    t      '     2T 

80  finilet  sich 

11=  -  !.■  =  2  VK. 
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Wir  geben  der  Vli  eines   der  beiden  Zeichen   und  erhalten 
nach  (5) 


(8)  n=\/^+VTl         „^\,'^-VB, 
und  also 

(9)  'j=^~  +  VB  +\/:di^VB. 

Die  Multiplication  der  beiden  Ansdriicte  (8)  ergiebt 

und   zeigt,    dass,    wenn   l'üi'   ii   ein   bestimmter   unter    den    drei 
Werthen  der  Gubikwurzel  genommen  wird, 

(10)  «  =  -," 


^V^+Vn 


jedenfalls  einer  der  drei  Werthe  vonl/-^ l/if  ist.    Aus  (4) 

folgt  aber,  dass,  nur  wenn  wir  diesen  Werth  für  «  nehmen, 
die  Gleichung  (1)  durch  y  ^  u  -{-  v  befriedigt  ist.  Wir  erhalten 
so,  den  drei  Werthen  von  ti  entsprechend,  drei  Wurzeln  der 
Gleichung  (1).  Aus  der  Existenz  einer  Wurzel  der  cubiBchen 
Gleichung  ergiebt  sich  aber  auch  daraus  schon  die  Existenz 
von  dreien,  dass  bereits  nachgewiesen  ist,  dass  die  quadratische 
Gleichung  zwei  Wurzeln  hat. 

Um  aus  der  einen  Wurzel  (9)  die  beiden  anderen  abzuleiten, 
setzen  wir 

«  =  ..  +  » 

und  dividiren  y^  -\-  aij  -^-  d  durch  y  —  k.  Der  Quotient,  dessen 
Wurzeln  die  beiden  anderen  Wurzeln  ß,  y  der  cubischen  Glei- 
chung (Ij  sind,  ist 

?*"  +  ";/  +  «'+«  =  0, 
woraus  man  nach  (4)  des  vorigen  Paragraphen 


11  —  2 

findet   Setzt  man  hierin  k  =  u  -\-  v,  und  nach  (4)  ( 
so  fol^t 
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y  = ' 2 

—  -  C»  +  ^)  +  V^  ('*  -  "> 

2 
Sijtzen  wir  also  ^— __ 

(H)  .  =  -'  +  ^^. 

woriiiis 

ii  J_  4  -l--  1  =  0 

i^  =  iT 


folgt,  so  crhJilt  man  die  drei  Wurzeln  der  culiiBcheu  Gleichung  iß) 

K=     M   4-  « 
(13)  ß  =  Sil   -\-  B^V 

y  =  i^tt  ~\-  ev. 

Darin  ist  s  eine  von  1  verschiedene  dritte  Einheitswurzel, 
die  hier  ohne  die  trigonometrischen  Functionen  algebraisch  aus- 
gedrückt ist.  Setzt  man  su  oder  s^u  für  m,  also  6^v,  ev  für  v, 
so  vertauschen  sich  die  drei  Grössen  «,  |5,  y  unter  einander. 

Der  Ausdruck  (9)  für  die  Wurzel  einer  cuhischen  Gleichung 
wird  die  Cardanischc  Formel  genannt. 


Der  Cayley'scjie    Ausdruck   der   Cardanischeu 
Formel. 

Jede  Cubikwurzel  hat,  wie  wir  gesehen  hahen,  drei  ver- 
schiedene Werthe,  die  man  aus  einem  von  ihnen  erhält  durch 
Multiplication  mit  1,  t,  t*.  So  hat  also  auch  jede  der  beiden 
Grössen  ti,  «,  wie  sie  durch  (8),  §.  35  definirt  sind,  drei  Werthe 
und  die  Summe  u  -\-  v  hat  also,  wenn  man  nur  die  Bedingungen 
(8)  berücksichtigt,  neun  verschiedene  Werthe;  von  diesen 
geben  aber  nur  drei  Lösungen  der  cubischen  Gleichung,  und 
erst  durch  Zuziehung  der  Relation  (4),  §.  35 
(1)  3«,  =  -« 

werden  unter  den   neun  Werthen   die  brauchbaren  ausgesondert. 
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Dies  ist  ein  Mangel  der  Car dänischen  Formel,  die  hiernticli 
für  sich  noch  nicht  genügt,  um  die  Wurzeln  der  cuhischen 
ttleichung  eindeutig  zu  gehen.  Diesem  Mangel  hat  Cayley 
durch  die  folgende  Darstellung  abgeholfen.  Man  definire  zwei 
neue  Grössen  |,  jj  durch  die  Gleichungen 

(2)  n^^'V,        «  =  I»J^ 

woraus  sich  durch  Multiplication  mit  Benutzung  vuii  (1) 

(3)  »''=Ft^ 

ergiebt;  folglich  ist,  wenn  dieser  Werth  in  (2)  eingesetzt  und  für 
M,  V  ihre  Ausdrücke  §.  35,  (8)  aubstituirt  werden, 


/,■,     ,       V/3*    I  1/9^'     I     «  VA''       1/9*'  _i_    « 

und  wenn  man  also  jetzt  die  Wurzel  i/  der  cubischen  Gleichuiif 
in  die  Form 

(5)  //  =  I  »j  (I  +  n) 

setzt,  SU  erhält  man  einen  Ausdruck,  der,  wenn  iiiau,  von  ein 
ander  unabhängig,  |  durch  |,  i|,  s^^,  und  rj  durch  j;,  et;,  s^i 
ersetzt,  nicht  neun  sondern  nur  die  drei  Werthe 

l'^  +  l-?--' 

e^'^n  +  ^^^r 

annimmt  ^). 

Die   bii|uadratische   (ileichung. 

Ein  ähnlicher  Weg,  wie  bei  der  Lösung  der  cubischen  Glei 
chung  durch  die  Cardanisohe  Formel,  lässt  sich  zur  Lüsun; 
der  Gleichung  vierten  Grades 

(1)  ,/H-«j'  +  *!/+ c  =  o 

einschlagen. 
Wir  setzen 


')  Cayley,   Phil.  Mag.  vol,  XSI,  IBüI.    Colieutet  mathematioal   pftpei 
vol.  V,  Nr.  310. 
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2y  =  U  -}-  V  -[-  tv 
und  erhalten,  wenn  wir  zur  Abkürzung 
(2)        s  =  u'  +  v'  +  w<,        (  =  »..»'+».»'  +  «.». 
setzen, 

IGyi  =  s-i  -\-  is  {vw  -\-  WU  +  uv)  -[--  4( 
4-  Suvw  (u  -^  V  -\-  lii). 
Wenn  man  dies  in  (1)  einsetzt,  so  findet  sich 

s'.  4-  4(  +  ias  +  16c  -f  8{uvw  +  ö)  (t(  +  d  -f  w) 

Diese    Gleicliung   wird   aber  durch   die  Annahme   befriedigt 

s  +  2«  =  0,       uvtv  -^b  =  0,      s^  +  4(  +  4«s  +  16;;  =  0 
Mit  Hülfe  der  ei'sten  dieser  drei  Gleichungen  wird  die  dritte 
t  =  a''  —  ic, 
und,  wenn  man  für  s,  t  die  Werthe  (2)  zurücksetzt, 

u'  +  ü«  +  [(?3  =  —  2  ß 
{}\J                           o'^w''  -4-  W*M^  -j-  M*?;*  =  «3  —  4  ß 
M  V  W  =:  h. 

Nach  §.  7  sind  diese  Gleichungen  dann  und  juir  dann 
befriedigt,  wenn  u\  w*,  w^  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 
(4)  ss  _^  2«s«  +  (a*  —  4  c)  ,s  —  ft^  =  0 

sind,  und  wenn  die  Vorzeichen  yon  s*,  v,  w  so  bestimmt  werden, 
dass  die  letzte  der  Gleichungen  (3)  befriedigt  ist.  Diese  letztere 
Bedingung  lässt  noch  vier  verechiedene  Vorzeichen  bestitnmungen 
zu,  so  dass  man  die  vier  Wurzeln  der  biquadratiachen  Gleichung 
in  folgender  Weise  erhält: 

2/i=       „-v~w 
2y  =  —  u  -\-  V  —  w 
2d'  =  —  j(  —  V  -\-  w. 
Die   Lösung    der  biquadratischen   Gleichung   ist   damit   auf 
die  der  cuhischen  Gleichung  (4)  zurückgeführt. 

Diese  Gleichung  heisst  eine  cubische  Resolvente  der 
biquadrati sehen  Gleichung. 


•i) 
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Beweis  des  FunclameiitalsatzeB. 

Wir  geheu  nun  au  den  Beweis  des  Fundamentalsatzes 
der  Algebra,  dass  jede  Gleieliung /(ar)  :3^  0  wenigstens  eine 
Wurzel  hat.     Wir  schicken  einige  allgemeine  Sätze  voraus: 

1.  Wenn  S  ein  beliebiges  System  reeller  Zahlen  be- 
deutet, die  alle  grösser  sind  als  eine  bestimmte 
positive  oder  negative  Zahl  C  (d.  h,  ein  System, 
das  keine  unendlichen  negativen  Zahlen  enthält), 
so  existirt  eine  untere  Grenze  für  die  Zahlen  S. 

Unter  einer  unteren  Grenze  <j  ist  eine  solche  Zahl  zu 
verstehen,  die  von  keiner  Zahl  des  Systems  S  unterschritten 
wird,  aber  so  beschaffen,  dass,  wenn  Ö  eine  beliebig  gegebene 
positive  Grösse  ist,  zwischen  <j  und  y  -\-  S  (rait  Einschluss  der 
Grenzen)  immer  noch  wenigstens  eine  Zahl  des  Systems  S  Hegt, 
wie  klein  auch  S  sein  mag. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Möglichkeit 
eines  Schnittes  (SI,  S),  den  man  so  construirt,  dass  man  eine 
Zahl  a  nach  31  wirft,  wenn  sie  von  keiner  Zahl  des  Systems  S 
unterschritten  wird,  und  eine  Zahl  ß  nach  33,  wenn  sie 
wenigstens  von  einer  Zahl  in  S  unterschritten  wird.  Die  durch 
diesen  Schnitt  bestimmte  Zahl  i/  wird  von  keiner  Zahl  in  S 
unterschritten,  denn  sonst  gäbe  es  auch  Zahlen,  die  kleiner  als 
tf  sind,  und  also  zu  %  gehören,  und  die  doch  von  Zahlen  in  S  unter- 
schritten werden,  während  andererseits  jede  noch  so  wenig  über  (/ 
liegende  Zahl  ^  zu  aj  gehört  und  also  von  einer  Zahl  in  S  unter- 
schritten wird.  Das  sind  aber  die  charakteristischen  Merkmale 
der  unteren  Grenze. 

2.  Ist  S'  ein  Theil  von  S,  so  haben  auch  die  Zahlen 
S'  eine  untere  Grenze  y',  und  diese  ist  entweder 
gleich  g  oder  grösser  als  g. 

Denn  kleiner  als  g  kann  sie  nicht  sein,  da  sonst  Zahlen  in 
S'  und  folglich  auch  in  S  vorkämen,  die  unter  g  liegen. 

Es  sei  nun  f(x)  eine   reelle  Function  von  j;,   die  in  dem 
Intervall 
(1)  a  ^  x^l 
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nur  endliche  Werthe  hat,  und  die  ausserdem  in  diesem  Intervall 
stetig  ist;  das  will,  in  Ueberiiinstimmung  mit  §.  31,  V  und  VI, 


(2)  /(»  +  /.)-/(«) 

dem  absoluten  Werthe  nach  in  dem  ganzen  Intervall  unter  einer 
beliebig  gegebenen  Zahl  ^  liegt,  wenn  das  positive  /*  kleiner  als 
eine  gewisse  Zahl  e  ist.  (Für  x  ^  a  nehmen  wir  in  (2)  nur 
das  obere,  für  x  ^  b  nur  das  untere  Zeichen,  um  mit  a^  +  ft 
nicht  aus  dem  Intervall  herauszukommen.) 

Für  die  Werthe  einer  solchen  Function  in  dem  Intervall 
giebt  es  nach  1.  eine  untere  Grenze  t/,  und  wir  beweisen  nun 
den  Satz: 

3.  dass  die  Function  f{x)  den  Werth  g  für  irgend 
einen  Werth  |  des  Intervalles  annimmt,  wonach 
die  untere  Grenze  zu  einem  Minimum  der  Func- 
tion/(^)  in  dem  Intervall  wird. 

Der  Deweis  ist  folgender.  Die  untere  Grenze  der  Functions- 
werthe  in  einem  Theil  des  Intervalles  (1)  ist  nach  2,  entweder 
gleich  oder  grösser  als  (j. 

Wenn  mia  f{u)  =  y  ist,  so  ist  das  zu  Beweisende  richtig; 
ist  aber  f(a)  >  g,  so  kann  man  wegen  der  Stetigkeit  von  f(x) 
ein  Intervall  a  ^  x  ^  a  -\-  h  angeben,  in  dem  f(x)  >  g  bleibt 
und  also  die  iintere  Grenze  von  /(a')  grösser  als  g  ist. 

Wir  construiren  nun  in  dem  Intervall  (1)  einen  Schnitt 
{%  ^)  der  Art,  dass  wir  einen  Werth  a  des  Intervalles  (1)  zu 
M  rechnen,  wenn  die  untere  Grenze  von  f{x)  in  dem  Intervall 
M  ^  a;  5  «  grösser  als  g  ist,  und  einen  Wertli  )3  zu  S,  wenn 
flie^untere^Grenze  im  Intervall  a^x'^  ß  gleich  g  ist. 

iß  kann  möglicherweise  aus  dem  einzigen  Werthe  h  bestehen; 
dann  aber  muss  f(h)  =  g  sein,  und  unsere  Behauptung  ist  für 
X  =  h  erfüllt;  denn  wäre  f{h)  >  y,  so  könnte  man  eine  Grösse 
(/'  zwisclien  f(b)  und  g  und  wegen  der  Stetigkeit  ein  Intervall 
h  -—  h  -^x  ^i  so  annehmen ,  dass  in  diesem  Intervall  alle 
Functions  werthe  f(x)  grösser  als  i/,  ihre  untere  Grenze  also 
gleich  oder  grösser  als  ^  und  daher  sicher  grösser  als  g  wäre. 
Da  aber  i  —  A  zu  31  gehört,  so  ist  auch  in  dem  Intervall 
a-^x  -^h  —  h  und  folglich  in  dorn  ganzen  Intervall  (1)  die 
untere  Grenze  grösser  als  g,  gegen  die  Annahme. 
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Ist  also  f{b)  >  «/,  so  definirt  der  Schnitt  (31,  SB)  eine  Zahl  | 
im  Inneren  des  Totervallea  (Ij,  von  der  wir  nun  zeigen  können,  dass 

(5)  /CD  =  g 

Ist  /(l)  >  y  und  _/'(|)  >  g'  >  !):  so  können  wir  wegen  der 
Stetigkeit  von  f{x)  ein  Intervall 

bestimmen,- in  dem  alle  Functionswerthe /(«)  grosser  als  g'  und 
also  ihre  untere  Grenze  grösser  als  ij  ist.  Da  aber  J  —  /»  zu  3t 
gehört,  so  ist  auch  in  dem  ganzen  Intervall: 

die  untere  Grenze  von  f{x)  grösser  als  ^,  während  doch  |  -|-  A 
zu  5Ö  gehört,  worin  der  Widerspruch  liegt. 

Es  sei  jetzt /(x)  eine  ganze  rationale  Function  mit  beliebigen 
complexen  oder  reellen  Coefficienten ,  und  die  Variable  x  soll 
gleichfalls  complexe  Werthe  haben  können. 

Nach  §.  31,  IV  kann,  wenn  (7  ein  beliebiger  positiver  Werth 
ist,  die  positive  Grösse  R  so  angenommen  werden,  dass 
(4)  I  fix)  I  >  (J 

ist,  sobald 

(6)  1  X-  1  fe  It 

wird.  Zur  Veransehaulichnng  stellen  wir  das  durch  die  Un- 
gleichung 

\x\<R 
begrenzte  Gebiet  (li)  für  die  Variable  x  durch   eine  Kreisfläche 
vom  Radius  M  in  der  Ebene  der  Variablen  x  ^  y  -^  is  dar. 

Wenn  wir  ('  grösser  annehmen,  als  irgend  einen  Werth 
von  1  f{x)  j  im  Inneren  des  Gebietes  {B),  zum  Beispiel  grösser 
als  1/(0)1,  so  wird  \f{x)\  gewiss  im  Inneren  des  Gebietes 
(E)  kleiner  werden  als  an  der  Begrenzung.  Da  nun  im  ganzen 
Inneren  von  (ß)  die  Function  \f  ix)  | ,  die  wir  zur  Abkürzung 
jetzt  mit  X  bezeichnen  wollen,  nicht  negativ  wird,  so  giebt  es 
für  die  Werthe  von  X  eine  untere  Grenze  y  und  wir  haben  den 
Satz  zu  beweisen: 

4.    Es  existirt   ein  Werth  |  von   x   im  Inneren   des 
Gebietes  (R),  so  dass 

(6)  \m)\^9 
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wird,   dass   also   die    untere   (ireiize   au€h   lüur 
ein  Minimum  ist. 
Die  untere  Grenze  von  X  in  irgend   einem  Tlieile   des  Be- 
reichea  ist  entweder  gleich  g  oder  grösser  als  y. 

Ein  Grössengebiet ,   das  durch  die  üngleicliheitsbedingungen 
(7)  I  ^  i  ^  ^,         -  -ß  ä  ^  ä  « 

bestimmt  ist,  wird  in  unserer  Fig.  2  durch  das  Segment  (/'  Qa  </), 
das  wir  das  Segment  (P,  er,)  nennen  wollen,  darg^tellt.  Wir 
bestimmen  nun  zunächst 


Fig.li 


1  , 

\ 

\ 

\ 
0                          \ 

\     \ 

\    i 

^4 

1 

ij  von  dur  Eigenschaft,  das 


titer. 


einen  Werth  ij  von  ij 
durch  einen  Schnitt  (^,  33) 
fülgendei-maassen : 

Eine  Zahl  «  zwischen 
—  li  und  +  R  wird  hi 
'.'1  aufgenommen ,  wenn 
die  untere  Grenze  von 
X  in  dem  Segment  (P,  k) 
grösser  als  g  ist,  und 
ein  Werth  ß  wird  in  2} 
aufgenommen,  wenn  die 
untere  Grenze  von  X  in 
dem  Segment  (P,  ^) 
gleich  jf  ist.  Dieser  Schnitt 
(9(,  33)  definirt  eine  Zahl 
i  Grenze   von   X  in   dem 


1  )/  <  ?;  ist,  grösser  als  g,  und  wenn  y  >  tj 


Berci(!h  (P,  y), 
ist,  gleich  g  ist. 

Nun  ist  nach  §.  31,  YI 

eine  stetige  Function  von  ä  in  dem  Intervall 

(8)  -  Vb'  -  n^  ^  ^  ^  Vit''  -V^ 

was  iu  der  Fig.  2  durch  M,  M'  bezeichnet  ist. 

Diese  Function  erhält  also  nach  3,  fiir  irgend  einen  Werth  £ 
von  s  in  diesem  Intervall  einen  Minimumwerth  y,  so  dass,  wenn 

I  = .( +  n 

gesetzt  wird. 

(9)  1/(1)1  =  )' 
wird. 
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Es  ist  nun  ferner  leicht  einzusehen,  dass  y  =  ß  sein  muss, 
denn  da  </  die  untere  Grenze  alier  Werthe  von  X  innerhalb  (B) 
ist,  so  kan  y  zunächst  nicht  kleiner  als  g  sein. 

Es  kann  aber  y  auch  nicht  grösser  als  g  sein;  denn  alle 
Werthe,  die  X  auf  der  Strecke  M  M'  annimmt,  sind  ^  y;  ist 
aber  y  >  g^  so  kann  man  eine  Grösse  g'  so  annehmen,  dass 
y  >  ^'  >  ^  ist,  und  wegen  der  in  §.  31,  VI  bewiesenen  Stetigkeit 
von  X  lassen  sich  die  Zahlen  k,  ß  so  bestimmen,  dass 

M<7J  <(3 
und  dass  in  dem  ganzen  Bereich  (P,  ß)  —  (JP,  «)  =  («,  ß) 
{QNN'Q'  in  der  Fig.  2)  X  grösser  als  </'  bleibt.  Folglich  ist 
die  untere  Grenze  von  X  in  (m,  ß)  grösser  als  g.  Da  nun  die 
untere  Grenze  von  X  in  (P,  «}  grösser  als  g  ist,  so  ist  sie  auch 
in  (P,  ß),  was  aus  (P,  a)  und  («,  ß)  zusammengesetzt  ist,  grösser 
als  g;  ß  gehört  aber  zu  Sß,  woraus  ein  Widerspruch  mit  der 
Definition  von  B  folgen  würde. 

Es  bleibt  also  nur  übrig,  dass  y  ^^  g  ist,  und  der  Satz  4, 
ist  damit  nachgewiesen,  nämlich,  dass  es  einen  Werth  |  im  In- 
neroii  von  (B)  giebt,  für  den 

1/(1)1  =  1; 

ist,  dass  also  | /(sc)  |  einen  Minimumwerth  erreicht.  Wir  be- 
weisen nun : 

5.     Wenn    «   irgend    ein  Werfch   von   x  ist,    für   den 

/(«)   von   Null   verschieden   ist,   so   lässt  sich   h 

so  annehmen,  dass 

(10)  l/("  +  '')l<l/(«)l 

ausfällt. 
Daraus  folgt  dann,  dass,  wenn  /(§)  von  Null  verachieden 
wäre,  g  nicht  das   Minimum   der  Function  \f(x)  |  sein   könnte; 
da  dies  aber  bewiesen  ist,  so  muss 

(U)  /(S)  =  0 

sein,  und  |  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  ^=  0.  Der 
Fundamcntalsatz  wird  also  dann  bewiesen  sein. 

Beim  Beweise  von  5.  machen  wir  Gebrauch  von  dem  schon 
bewiesenen  Satz  (§.  32),  dass  eine  reine  Gleichung  immer  eine 
Wurzel  hat. 

Von  den  derivirten  Functionen  /'  (k),  /"  («)...  können  einige 
verechwinden ;   die  letzte /<"'(«) ,  die  gleich  n(n)a^  ist,  ist   aber 
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von  Null  verschieden;  es  mögen  also /'(«), /"(k)  ,.  ./'"'-^^(k) 
verseil win den ,  ß"'>(a)  nicht  verschwinden.  Wir  haben  dann 
nach  §.  l'i 

(12)  /(„.^*)=/(„)+^^^/<..,(„)+3j^/<-'.(.)  +  - 

Wir  wählen,  was  nach  §.  31,  V  stets  möglich  ist,  eine  posi- 
tive Zahl  f  so,  dass 

(13)  \^_f"*"(«)  ,   *! /^!:!!!(«)  +  ...|<  1 

'     'l»+  1    /'-)(»)     ^  {m+i)  (m  +  2)   fM(iil    ^       n 
ist,  sobald 

(14)  |;.  !<•, 

und  einen  ]iositiven  echten  Bruch  d  so,  dass 

(15)  ä\  fia.)  I  <\—hT-^l 

\     I  '■''••''       I      /T  [m)     I 

was,  wenn  f{d)  nicht  verschwindet,  gleichfalls  möglich  ist.  Dann 
bestimmen  wir  (auf  Grnnd  von  §.  32)  h  aus  der  Gleichung 

(16)  »:^)  =  -«/(»), 

woraus  nach  (15) 

1 ;.  1  <  . 

folgt.  Aus  (12)  ergiebt  sich  jetzt,  wenn  man  für  /('"  den  Werth 
ans  (16)  setzt, 

/(»  +  4)  =  (1  -  «)/(») 

"^  ^"'  V  •»  +  1   7<"'  f«)     ■    {•»  +  1)  (»  +  2)  /<"'  («)       ) 

also 

(17)  i/(«+'')l51/(«)i(i-«) 

J_  Ä I  f  M  1        '■/'■*"  W        _i.  *'  /1-t'l«)        I 

+  "  I  /  W  I  („  +  1)  /(.)  („)     ■    (,„  +  1)  (»  +  2)   /»>  («)  I  ■ 

und  wegen  (13) 

(18)  |/(«  +  t)|<  !/(«)!  w.j.  b.  w. 

Damit  ist  also   der  Beweis  des  Fundamentalsatzes  beendigt. 
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Algovithmiis  zur   Berechnung  der  Wurzeln. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  gegebene  Beweis  für  die  Exi- 
steiiK  einer  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  lasst  zwar  an 
Bündigkeit  nichts  zu  wünschen  übrig,  er  hat  aber  noch  den 
JMangel,  daaa  er  nicht  die  Schritte  erkennen  lässt,  wie  man  eine 
Wurzel  durch  ein  convergentes  Rechnungs verfahren  berechnen 
kann.  Wir  fügen  also  noch  die  folgenden  Betrachtungen  hinzu, 
die  diesem  Mingel,  wenn  auch  nur  theoretisch,  abzuhelfen  be- 
stimmt sind  Sie  geben  noch  einen  zweiten  Beweis  des  Funda- 
mentalsitzes  der  in  der  Hauptsache  von  Lipschitz  herrührt 
(Lehibuch  dei  inalysis,  Bd.  I,  §.  61  ff'.;  eine  Vereinfachung  ver- 
danke ich  einer  Mittheilung  von  Dedekind). 

Wenn  die  beiden  ganzen  rationalen  Functionen  f(x)  und 
f'(a;)  einen  gemeinsamen  Theiler  iiaben,  so  kann  dieser  nach 
§.  6  durch  rationale  Operationen  gefunden  und  beseitigt  werden. 
Wir  dürfen  also  voraussetzen,  dass/(a!)  und/'(fl;)  keinen  gemein- 
samen Theiler  haben,  dass  sie  also  fiir  keinen  Wertb  von  x  beide 
zugleich  verschwinden. 

Wir  setzen  nun  voraus,  dass  die  Wurzelberechnung  für  eine 
Function  («  —  1)'™  Grades  schon  gelungen  sei,  und  nehmen 
demnach  /'  (x)  in  lineare  Factoren  zerlegt  an.   Demnach  sei,  wenn 

v"~'  -j-  Ui  x"^^  -\-  ■  ■  ; 

'-  £n  —  i)ajX"~'^  ■  ■  ■ 
=  n(x  ~  ft)  (I  -  fc)  ...  (X  -  (S._,), 
worin  die  /5i,  ßa  .  .  .  ß^-i  als  bekannte  Zahlen  angesehen  werden, 
die  auch  theilweise  identisch  sein  können.    Nach  unserer  Voraus- 
setzung werden  die  absoluten  Werthe 

(.?)  i/(ft)j,  I /(« I. ...  I /(/).-.)  I. 

die  wir  mit 

(4)  b^,  Jj  .  .  .  i„_i 

bezeichnen,  alle   von  Null  verschieden   sein;  wir  wollen  die  Be- 
zeichnung so  gewählt  annehmen,  dass  h^  der  Ideinste  unter  ihnen 


(1) 

fix)  =  r' 

ist, 

(2) 

/■W  =  .., 
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nigstens   keinen    der   anderen   an   Grösse   übertrifft. 

itz  5.,  §.  38  läast  sich  dann   ein  Werth  «  von  x  so 

,   dass  d(ir   absolute  Wevtli  a   von  /(w)   kleiner  als  h, 


sei,  oder 

Nach  dem 

bestimmen 

wird,  also: 

(5)  fl  <  6i  ^  ia  £  6j  -  .  .  £  bn-i- 

Wir  begrenzen  nun  ein  Gebiet  G  für  die  Variable  x  derart, 
dass  ausserhalb  dieses  Gebietes  der  absolute  Werth  von  /(x) 
immer  grosser  als  a  ist,  so  dass  (?  alle  Punkte  x  enthalt,  in 
denen  {/(x)  ]  <  a  ist  (aber  auch  noch  andere  Punkte).  Dies  ist 
nach  §.  31,  IV  dadurch  möglich,  dass  wir  vom  Nullpunkt  als 
Mittelpunkt  einen  die  Punkte  w,  ßi,  ßi  .  ■  ■  ßn-i  einscbliessenden 
Kreis  (ß)  von  hinlänglich  grossem  Radius  B  legen  und  die  Punkte 
^1,  ßi  ■  ■  ,  ßn-i,  iii  denen  |/(^)  |  j^'  grösser  als  a  ist,  durch 
kreisförmige  Hüllen  von  so  kleinen  aber  nicht  verschwindenden 
Radien  ^i,  &2  ■  ■  ■  fn-i  '"^^  diesem  Kreise  ausscheiden ,  dass  im 
Inneren  aller  dieser  Kreise  (pi),  (pi)  . . .  ($«-1)  der  absolute  Werth 
\f(x)  I  grösser  als  a  bleibt  (§.  31,  Vj.  Dann  umschliesst  keiner 
j,.-     y  dieser  Kreise  den  Punkt 

«,  in  dem  |  f(x)  |  =  a 
ist.  Das  von  den  Kreisen 
(E),  (t,)  .  .  .  (s„)  he- 
grenzte  zusammenhän- 
gende Flächenstuck  ist 
das  Gebiet  ö. 

Wir    bestimmen   nun 
eine  Zahlenreihe 


derart,  dass  die  absoluten 
Werthe  von  /(«),  /(ß')i 
/(«")  .  .  .,  die  wir  mit 


'"  bezeichnen,    immer    ab- 

nebraen.    Die  so  bestimmten  Punkte  «,  «',  «"  bleiben  alle  im 
Inneren  des  Gebietes  G-,  weil  ja  in  ihnen  ]  f(x}  ]  <  a  ist. 

Wir  bedienen  uns  dazu  eines  Verfahrens,  ganz  ähnlich  dem 
zum  Beweis  des  Satzes  5.,  §.  38  angewandten,  nur  dadurch  verein- 
facht, dass  /'(«)  schon  von  Null  verschieden  ist.  Wir  setzen, 
indem  wir  Unter  S  einen  noch  näher  zu  bestimmenden,  positiven, 
echten  Bruch  verstehen,  in  der  Entwickelung 
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/f»  +  n  =  /w  +  ;./■(.)  +  ~f"{«)  +  ■ 


\mA  erhalten 

.  8  /(«) 

fS)                              /(»  +  *) 

1  ä.  (/(«)■/' w  _ 

Nun  ist  nach  (2) 

/'(«)  =  «(«  -  ft)  («-«...(«-  /J.-0, 

also,  wenn  wir  die  absoluten  Werthe  von  («  —  ß^),  (a  —  ßi)  ■  •  ■ 
(k  —  ß„—i)  durch  rj,  r^  ,  ■  .  »"«— i  bezeichnen, 

l/(»)|=».-,r,  ...r._,. 
Da  nun  oc  ausserlialb  des  um  ßi  beschriebenen  Kreises  pi  liegt, 
so  ist  r-i  >  Qi,  r^  >  Qs  .  ■  .  und  folglich 

!/'(«)  I  >npiej  .  .  .  0„-i, 
also  I  /'  («)  I  grösser  als  eine  von  der  Lage  von  «  innerhalb  G 
unabhä.ngige  positive  Zahl  k.  Daraus -ergiebt  sich,  daes  man  eine 
hinlänglich  grosse  positive  Zahl  Q,  die  gleichfalls  von  der,  Lage 
von  et  und  von  dem  echten  Bruch  S  unabhängig  ist,  so  wählen 
kann,  dass 

^''>    \i.2.f'iur    1.2.3-  /»«   ^    n'^ 

ist. 

Man  kann  Q  erhalten,  wenn  man  auf  der  linken  Seite  von 
(9J  in  den  Nennern  /'(«)  durch  In,  d  durch  1  und  sonst  alle 
Glieder  durch  ihre  absoluten  Werthe  und  endlich  den  absoluten 
Werth  von  a  durch  den  grösseren,  Werth  B  ersetzt,  und  die  so 
gewonnene  Zahl  noch  beliebig  grösser  macht.  Dann  ergieht  sich 
aber  aus  (8) 

(10)  i/(«  +  ;oi<(i -«)i /(«)!  +  «•  e. 

Nehmen  wir  nun  Q  so  gewählt  !in,  dass  für  jedes  «  inner- 
halh   e 

2  e  >  I  /W  I  =  " 
ist,  ^was  mit  der  obigen  Bestimmung  offenbar  verträglich  ist,   so 
körinen  wir 

S~JL       ,,  -         »/W 
*-2«'       "-        'iQf(„.) 
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setzen  und  eriialten,  womi  wir  «  -\-  h  mit  «'  hezeiohnen. 

(U)  «■  ~  »  -     »^'W 

und  wenn  wir  |  /{w')  |  mit  a'  bezeiclmen,  nach  (10) 

(12)  »'  <  „  (l  -  ^). 

Wir  leiten  nun  durch  dasselbe  Verfahren  aus  «',  a'  ein 
zweites  Grossensystem  w",  a"  ab,  dann  aus  «",  a"  ein-  drittes 
«'",  «'"  u.  9.  f.,  und  erhalten  so  für  die  Reihe  abnehmender  posi- 
tiver Zahlen  a,  a',  a"  .  .  .  die  Ungleichungen 


(13) 


"i^-Q 


und  beweisen  nun,  dass  diese  Zalilenreihe  sich  der  Grenze  Null 
nähei-t.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde  sich  eine  positive 
Zahl  G)  so  angeben  lassen,  dass  alle  n*''  über  ta  bleiben;  dann 
wären  die  Differenzen 

alle  kleiner,  als  der  positive  echte  Bruch 

und  aus  (13j  würde  folgen 

a'  <a0 
a"  <a'e 
a'"  <  u"  & 


woraus  durch  Multiplication 

(14)  «'■■>  <  «0". 

Darin  aber  Hegt  ein  Widerspruch,  da  &'  mit  unoiidlich  wachsen- 
dem V  unendlich  klein  wird.  Das  so  gewonnene  Ilesultat  drücken 
wir  in  der  Gleichung  aus 

(15)  Lim  «'''  —  0. 
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9.  I-iiiidainentalsätK. 

Wenn  wir  die  Ungleicliungen  (13)  ao  schreiben 
a  —  «   >  - 


4« 


>  - 


"'    '  -  »"  >  T«-' 

und  sie  dann  von  der  (/i  -f-  1)'™  bis  zur  (v  -\-  1)*™  addiren,   so 
folgt 

aW  4-  at,"+i)^  +  ■  ■  ■  +  a('i'  <  4  g(aW—  «("  +  ')), 
also,  wenn  fi  und  v  zwei  ins  Unendliche   wachsende  Zahlen   be- 
deuten, 

(16)  Lim  («t")=  4-  aff^^y  -] \-  a<''>')  —  0. 

Für  die  Reihe  der  Zahlen  «,  «',  a"  .  .  .  ergiebt  sich  aus  (11) 
das  Bildungsgesete 

„  _  „.  _  »/w 
,  _  ,,  __  »'/W 

(17)  •  ■     -  2§/-(«')' 


.li-ii  _  „m 


'/(«"-') 


2  9 /'(«'">) 

Wenn   man   eine   beliebige  Anzahl  dieser  Gleichungen  [von 
der  (ß  -(-  1)"^"  bis  zur  (v  -[-  1)*™]  addirt,  so  folgt 

Daraus  ergiebt  sich,  da  die  sämmtlichen 

!/■  (»)!>* 

sind,  für  den  absoluten  Werth  dieser  Differenz 


2  et 


(19)  1  «I«  - 
also  mit  Hülfe  von  (16) 

(20)  Lim  1  kW  -"  «1^+1'  I  =  0. 

Damit  ist  ausgedrückt  (nach  dem  in  der  Einleitung  erklärten 
Begriff  der  Zahlenreihe,  S.  15),  dass  sich  die  Zahlen  k,  w',  k"  .  .  . 
einer  bestimmten  Grenze  nähern,  die  wir  mit  |  bezeichnen  wnllrn. 
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Aus  {1er  Stetigkeit  der  Fimction  f(x)  folgt  aber  dann,  leictit. 
daas /(l)  --  0  sein  muss;  denn  wäre  1 /(|)  |  >  0,  so  könnten, 
da  die  a*")  dem  Werthe  |"beHebig  "nähe  kommen,  die  absoluten 
Werthe  «<''>  von  /(«(''>)  nicht  unter  jeden  positiven  Werth  lierunter- 
sinken,  was  wir  doch  von  ihnen  nachgewii^sen  haben. 


§■  40. 
Stetigkeit   der  Wurzeln. 

Wir  beschliessen  diesen  Abschnitt  mit  dem  Beweis  des 
Satzes: 

Die   Wurzeln    einer    algebraischen    Gleichung 
sind  stetige  Functionen  der  Coefficicnten. 
"Wir  liaben    zunächst   die   Bedeutung   dieses    Satzes    zu    er- 
klären. 
Es  sei 

(1)  f(x)  ^  ^^  +  «1  x«-^  +  CHX»-^  H 

eine  ganze  rationale  Function  von  x  vom  «""  Grade.  Nach  dem, 
was  in  den  vorangegangenen  Paragraphen  bewiesen  ist,  lässt  sich 
f(x)  in  n  lineare  Factoren  zerlegen,  die  zum  Tlieil  einander 
gleich  sein  können.  Wir  setzen,  indem  wir  gleiche  Factoren  zu- 
sammenfassen und  die  Wurzeln  mit  a,  ß,  y  .  .  .  bezeichnen; 

(2)  f(x)  =  (X  -  «)"  (x  -  ßf  {x  -yy..  ., 

worin  ä,  b,  c  .  .  .  ganze  positive  Zahlen  sind,  deren  Summe 
gleich  n  ist 

Die  Wurzeln  a,  ß,  y  .  .  .  werden  sich  mit  den  Ooefficienten 
«i,  fflä,  a<,  .  .  .  ändern,  auch  der  Grad  ihrer  Vielfachheit  kann  ein 
anderer  werden. 

Wir  bezeichnen  die  Aendernngen  von  a,,  ßj  .  .  ,  mit  f,,  i<j  .  .  . 
und  set;^en 

(.^>)  ip  (x)  =  El  3J"-'  +  fj  r'-ä  +  ■  ■  ■ 

(4)  f{x~)^i9{x)=f^{x). 

Wir  umgeben  die  Punkte  «,  /3,  y  ...  mit  Gebieten  von 
beliebiger  Kleinheit,  jedoch  so;  dass  diese  Gebiete  sich  gegen- 
seitigaussc.hliessen,  etwa  dadurch,  dass  wir  die  Punkte  m,  (3,  y  ... 
durch  Kreisperipherien  mit  den  Radien  p,  p',  p"  .  .  . 
und  bezeichnen  diese  Gebiete  durch  (p),  (p'),  (p")  . 


y  Google 


§■  40. 


Stetigkeit  lUv  Wuv; 


133 


Wenn  die  absoluten  Wertlie  toii  t^,  f^  .  .  .  iintor  iiiulänf;- 
lieh  kleinen  Wertlien  liegen ,  so  können  wir  von  der  Fnnction 
/,  (x)  zunächst  beweisen, 

dass  sie  keine  Wnrneln  ausserhalb  der  tiebietf; 

(p).  W.  (p")  ■  ■  ■  i"'t. 

unil  zweitens, 

dasa   die  Anzahl   der  Wurzeln   von/,(a;J   inner- 
halb (q)  genau  a,  innerhalb  (p')  genau  h,  inner- 
halb (p")  genau  c  u.  s.  f.  beträgt 
Bei  dem  letzten  Theil  des  Satzes  ist  aber  zu  beachten,  dass, 
wenn  fi{x)  mehrfache  Wurzeln  hat,  diese   nach  ihrer  Vielfach- 
heit gezählt  werden  müssen. 

Wir  construiren  nach  §.  31,  IV  in  der  Ebene  x  einen  Kreis 

mit  dem  Radius  R  und  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt,  der  die 

Fia.  i.  Gebiete  (p),  (<»'>,  (p")  .  .  .   ein- 

schlieast,  so  dass  ausserhalb  diesus 

Kreises  keine  Wurzeln  von  /i  (w) 

mehr  liegen,  und  bezeichnen  das 

innerhalb    dieses    Kreises,    aber 

ausserhalb    (q)  ,    (q')  ,    (p")  .  .  . 

liegende  Gebiet  mit   fr.    Es   ist 

dazu  noch  zu  bemerken,  dass  M 

von  den  Sj,  e^  .  .  .  unabhängig 

angenommen    werden    kann,    so 

lange   für  die  absoluten  Werthe 

dieser    Grössen    eine    bestimmte 

obere  Grenze  festgesetzt  wird. 

Ist   nun  X  ein  Punkt  des  Gebietes  ö,  so   ist   der  absolute 

Werth  von  x  —  a  grösser  als  p,  und  mithin  nach  (2) 

(ö)  |/(a:)j  >(,•(,'•<,"'■■■■ 

Ist  nun  «1  eine  Wurael  von/i(a:),  so  folgt  aus  (i) 
(6)  /(«,)  =  -»(«,), 

und  «1  kann  daher  nicht  in  dem  Gebiete  G  liegen,  wenn  num 
dafür  sorgt,  dass  innerhalb   fr  überall 

(1)  ivw  ]<(,•(,"  <,"■..., 

was  durch  genügende  Verkleinerung  der  oberen  Grenze  von  £],  i^ . . . 
immer  möglich  ist.  Hiermit  ist  der  erste  Theil  unserer  Behauptung 
erwiesen,  dass,  wenn  die  Ungleichung  (7)  befriedigt  ist,  keine 
Wurzeln  von  /,  (x)  ausserhalb  der  Gebiete  (p),  (p'),  (p") . . .  liegen. 
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Um  den  uweiton  Tlieil  zu  beweisen,  setzen  wir 

(8)  f(x)  =  ^(x)  (x-ur, 

(9)  iPix)=  (x-ßf{x-yy... 

Wir  wählen  nun  eine  positive  Zähl  A,  die  aber  you  p  un- 
abhängig sein  soll,  so  dass,  so  lange  x  im  Inneren  oder  an  der 
Peripherie  des  Gebietes  (p)  liegt, 

(10)  \^ix)\>A,        (für  |,^-«]^p) 

bleibt.  Eine  solche  Zahl  erhalten  wir  z.  B.,  wenn  wir  l  gleich 
der  Hälfte  des  kleinsten  unter  den  Abständen  {«,  ß),  (w,  y)  .  .  . 
annehmen  und 

A  ^  ;"+■'+... 

setzen;  dann  ist  die  in  (10)  ausgedrückte  Forderung  wenigstens 
so  lange  erfüllt,  als  q  kleiner  als  l  ist.  Ist  nur  ein  einziger 
Punkt  K  vorhanden,  so  ist  i>(x)  ^=  l  zu  setzen,  und  für  A  kann 
jeder  beliebige  echte  Bruch  gesetzt  werden. 

Es  seien  nun  k^,  a^  .  .  .  die  Wurzeln  von  fi(x)  innerhalb 
(e),  und  «[,  «3  .  .  .  die  Grade  ihrer  Vielfachlieit,  und  ^|,  ßz  ■  ■  ■, 
hl,  6g  .  .  .,  yt,  ys  .  ■  -,  c,,  Cs  .  .  .  sollen  dieselbe  Bedeutung  fiir  die 
Gebiete  (p'),  (p")  .  .  .  haben;  es  ist  dann 

(11)  n  =  a^-\-a,-\ \- h  ^  b,  ^ h  ^i  +  (^.  H , 

da  die  Gesammtzahl  aller  Wurzeln  gleich  n  sein  muss.  Die 
Function  /,  (x)  lässt  sich  dann  so  darstellen : 

(1 2)  /j  (x)  =  ^^,  (x)  (x  —  «,)».  (x  —  Wä)"=  .  .  ., 
worin 

(13)  i',(x)  =  (x-ß.f'ix-ß,)^... 

{X  ~  YiY'  (X  —  y^y^  .  .  . 
Nun   können  wir  eine  von   p,   p',  p"  unabhängige   positive 
Zahl  B  bestimmen,  so  dass,   so  lange  x  innerhalb   oder  an  der 
Grenze  von  (p)  bleibt 

(14)  ]  ti  (^)  !  <  -B         (für  I  a;  -  «  I  ^  p). 

Wir  können  z.  B.  eine  Grösse  L  wählen,  die  grösser  ist  als 
die  doppelte  Entfernung  des  Punktes  «  von  einem  der  Punkte 
ß,  y  .  .  .  und  jedenfalls  grösser  als  1  und  dann 

-B>  i" 
annehmen. 

Nun  folgt  aus  (4) 

(15)  l/WI<l/.(^)l  +  |9'(^)|, 


yGoosle 


g.  40.  Stetigkeit  der  Wurzeln,  135 

also  nach  (8)  und  (12) 

(16)|*(i)l.]j-«l.<]*,(«)|.|a:-«,h.l«-.,h-.+].,(a^)|, 
und  wenn  wir  nun  x  auf  der  Peripherie  ^on  q  annehmen,  also 

setzen,  so  ist 

I  a;  —  «,  I  <  2  y,      I  a:  —  %  I  <  2  j)  .  .  . 
folghch  nach  (10)  und  (16) 

(17)  Q"Ä<{lQy<^+"^^-B^\ip{x)\. 

"Wir   wollen   nun   die   oberen   Grenzen   für   die  Coefficienten 
El,  £y  .  .  .  von  (p  Bo  klein  annehmen,  daas 
\^>(x)\  <Q"A' 
wird,  worin  A'  eine  Zahl  bedeutet,   die  kleiner  als  A   ist;  dann 
folgt  aus  (17) 

(18)  A  ~  A'  <  2«ß-<'+<'i  +  '''+---  B. 

Dies  aber  würde  für  ein  hinreichend  kleines  p  nicht  inehi- 
möglich  sein ,  wenn  a  grösser  als  die  Summe  raj  +  «a  -|-  ■  ■  ■ 
wäre.    Es  folgt  also 

(19)  a  ^  «1  -|-  «2  -j-  ■  ■  ■ 
Ebenso  laast  sich  beweisen,  dass 

ö  ^  ii  +  65  -j-  .  ■  ■ 

(20)  c^c,  +  c,^ 


sein  muss.  Da  aber  die  Summen  der  linken  Seiten  sowohl  als 
der  rechten  in  den  Ungleichungen  (20),  (21)  gleich  n  sein 
müssen,  so  können  nur  die  Gleiohhoitszeiclien  bestehen,  also; 

«  =  «I  4-  %  +  ■  ■  ■ 

h  =  h,  -]r  h  +  ■■  ■ 


wodurch  auch  der  zweite  Tlieil  unseres  Satzes  bewiesen  ist. 

Wir  wollen  dem  bewiesenen  Satze  noch  folgende,  auf  den 
Fall  mehrfacher  Wurzeln  bezügliche  Bemerkung  beifügen. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dalur,  dass 
f{x)  =  0  überhaupt  mehrfache  Wurzeln  habe,  ist  die,  dass  f(x) 
und  f'{x)  einen  gemeinsamen  Factor  haben.  Wenn  man  also 
nach  den  im  ereten  Abschnitt  entwickelten  Principien  den  Algo- 
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rithmiis  des  grossten  gemeinsamen  Theilera  auf  diese  beiden 
Functioneii  anwendet,  so  erhält  man  die  Bedingung  gemeinsamer 
Factoren  daraus,  dass  man  tien  letzten  constanten  Rest  gleich 
Null  setzt  in  Gestalt  einer  Gleichung  zwischen  den  Coefficieiiten : 

jP(öi,  «2  .  .  .  a„)  =  0, 
worin  F  eine  ganze  rationale  Function  der  Argumente  «i,  «j  , . .  a„ 
ist,  die  die  Diseriminaate  von  /  heisst,  deren  Eigenschai'ten 
und  Bildungsweise  im  nächsten  Abschnitt  noch  eingehender 
behandelt  werden  soll;  jedenfalls  kann,  da  es  überhaupt  Glei- 
chungen w'™  Grades  ohne  mehrfache  Wurzeln  giebt,  F  nicht 
identisch  verschwinden. 

Betrachten  wir  also  jetzt 

F{ai  -|-  £„  «a  +  «2  ■  ■  ■  «1.  4-  f«), 
so  wird  auch  diese  Function,  wenn  die  Oj,  %  .  .  .  «„bestimmte, 
die  £i,  Es  .  .  .  f„  aber  unbestimmte  Zahlen  sind,  nicht  identisch 
verschwinden,  und  man  kann  über  die  b  so  verfügen,  dass  ihr 
Werth  von  Null  verschieden  ausfällt,  auch  dann  noch,  wenn 
für  die  absoluten  Werth e  der  b  eine  beliebige  obere  Gi'eiize 
festgesetzt  ist  i). 

Man  sieht  also  aus  diesen  Betrachtungen,  wie  eine  a-faclie 
Wurzel  «  von  f{x)  bei  stetiger  Veränderung  der  Coefficienten  in 
a  einfache  Wurzeln  auseinander  strahlt,  so  dass  man  auch  von 
diesem  Gesichtspunkte  berechtigt  ist, -die  a-fache  Wurzel  als 
durch  das  Zusammenfallen  von  a  einfachen  Wurzeln  entstanden 
zu  betrachten. 

Nehmen  wir  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x 
nicht  gleich  1  an,  untersuchen  also  die  Gleichung,  in  der  Form 
(21)  Oo^  +  «i^^-i  -\~  öäiC-ä  -|~  .  .  .  -^  a„--ix  -[-  a„  ■=  0, 
so  sind,  wenn  a„  =^  0  ist,  eine  oder  mehrere  der  Wurzeln  gleich 
Null,  und  die  Gleichung  (21)  lässt  sich  durch  x  oder  eine  höhere 
Potenz  von  x  dividiren,  wodurch  eine  Gleichung  von  entsprechend 
niedrigerem  Grade  entsteht,  in  der  das  letzte  (Jlied  von  Null  ver- 
schieden ist.  Wir  wollen  also  von  vornherein  a„  von  Null  ver- 
schieden annehmen  und  nun  in  (21) 

(22)  x=- 

y 

1)  Diee  wird  ei'üt  später  streng  begründet  wevden.  Wir  setzen  e&  bei 
dieeeu  vorläufigen  Bemerkungen,  auf  die  weiter  keine  Schlüsse  gegründet 
werdeu,  einstweilen  voraus. 
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setzen.  Duroli  Multiplication  loit  jy"  und  Division  mit  u„  geht 
dann  (21)  über  in 

(23)  r  +  ~  </-'  H ^  "S" "  +  ¥:  =  "• 

und  wir  können  auf  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  dcu  vurliin 
ausgesproclienen  Satz  anwenden,  indem  wir  a^  :=  0  ünnebmen, 
so  dass  eine  der  Wurzeln  von  (23)  verschwindet.  Wir  erlangen 
so  den  Satz: 

Man  kann  in  der  Gleichung  (21)  «u  ao  klein  annehmen,  daas 
eine  ihrer  Wurzeln  über  alle  Grenzen  gross  wird,  während  die 
anderen  sich  beUebig  wenig  von  den  Wurzeln  der  Gleichung 
(j(  —  l)"'"  Grades 

BiX"-^  -\-  a-iX"-^  --!-■--  4-  «„-iit  4-  a„  =  0 
unterscheiden. 

Man  drückt  das  auch  so  aus,  dasw  mit  verschwinden- 
dem Wi,  eine  der  Wurzeln  von  (21)  unendlich  wird. 

Wenn  auch  noch  «i  oder  a^  und  «a  u.  s.  f.  verschwinden, 
^o  werden  zwei  oder  drei  Wurzeln  unendlich. 

Es  rechtfertigt  sich  hierdurch  der  bisweilen  gebrauchte 
Ausdruck,  dass  eine  Gleichung  n'™  Grades  durch  Unendlichwerden 
einer  Wurzel  in  eine  Gleichung  (it  —  1)*™  Grades  übergehe. 
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Vierter   Absclmitt. 
Symmetrisolie  Tunctionen. 


Begriff  der   sy mmetrisclieii   Functionen. 
Symmetrische    Grundfunctionen. 

Wir  betrachten  in  diesem  Abschnitt  ganze  Fiiiictioiien 
beliebigen  Grades  von  einer  beliebigen  Anzahl,  n.  von  Veränder- 
lichen 

Eine  solche  Function  heisst  symmetrisch,  wenn  sie 
ungeändert  bleibt,  wenn  die  Variablen  «i,  Wj  .  .  .  «„ 
einer  beliebigen  Permutation  unterworfen  werden, 
und  solche  symmetrische  Functionen  sind  es,  deren  Eigenschaften 
und  Bildungsgesetze  wir  jetzt  genauer  kennen  lernen  müssen. 

Damit  eine  Function  *(mj,  k^  .  .  .  u„)  symmetrisch  sei,  ist  es 
genügend,  dass  sie  sich  bei  der  Veiiauschung  von  je  zweien  der 
Argumente  Wi,  cfj  .  .  .  «„  nicht  ändere,  weil  nach  §.18  alle 
Permutationen  durch  eine  Reihe  von  Trans  Positionen  gebildet 
werden  können. 

Die  Function  ®  wird  im  Allgemeinen  nicht  homogen  sein, 
sondern  Glieder  verschiedener  Dimension  enthalten;  wenn  man 
aber  alle  Glieder  gleicher  Dimension  zusammenfasst,  so  lässt 
sich  jedes  ^  durch  eine  Summe  homogener  Functionen  ver- 
schiedener Grade  darstellen,  und  wenn  0  symmetrisch  sein  soll, 
so  niuss  jeder  homogene  Bestandtheil  eines  bestimmten  Grades 
für  sich  symmetrisch  sein ,  da  durch  die  Permutationen  der 
Variablen  die   Dimensionen   der  Glieder  nicht  geändert  werden. 
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Wir  können  uns  hiemach  auf  die  Betrachtung  homogfsner, 
symmetrischer  Functionen  beschränken,  aus  denen  alle 
anderen  sich  zusammensetzen  lassen. 

Hiemach  ist  es  leicht,  die  allgemeine  Form  einer  symme- 
trischen Function  anzugeben.  Wir  erhalten  sie,  wenn  wir  in 
einem  Gliede  einer  solchen  Function 


(ähnlich  wie  bei  der  Bildung  der  Determinanten)  die  unteren 
Indices  auf  alle  mögliche  Art  permutiren  und  die  Summe  aller  so 
gebildeten  Glieder  nehmen.  Eine  solche  Function  können  wir  einen 
Elementarbestandtheil  einer  symmetrischen  Function  nennen. 
Nehmen  wir  mehrere  solche  Elementarbestandtheile,  multipliciren 
sie  mit  beliebigen,  von  den  «  unabhängigen  Factoren  und 
addiren  sie,  so  erhalten  wir  die  allgemeinste  symmetrische  Func- 
tion. Die  Anzahl  der  Glieder  eines  dieser  Elementarbestand- 
theile ist,  wenn  die  Exponenten  v^,  v^  .  .  .  Vn  alle  von  einander 
verschieden  sind,  n(n);  wenn  aber  ein  und  derselbe  Exponent  v 
mehrmals  vorkommt,  so  hat  man  die  Permutationen,  die  keine 
verschiedenen  Glieder  geben,  wegzulassen.  Es  ist  z.  B.  bei  drei 
Veränderlichen,  wenn  V|,  v^,  v^  verschieden  sind,  ein  Elementar- 
bestandtheil : 

«;.«;.«;.  +  »;..;.«?  +  <.«;.«?  +  «;■»?«;• 

wenn  aber  v,  =  v»  ist 


Das  einfachste  Beispiel  einer  symmetrischen  Function  ist  die 
Summe  der  Variablen 


Ebenso  gehört  das  Product  «i  «a  .  .  ,  «„  dazu. 

Diese  beiden  sind  die  extremen  Fälle  einer  Reihe  von  sym- 
metrischen Functionen,  die  wir  die  symmetrischen  Grund- 
functionen  nennen  und  folgendermaassen  erbalten. 

Das  Product 
(1)  f(x)  =  (»:-«,)(«-«,)...  (X  ->.) 

ist,  was  auch  x  sein  mag,  wenn  nur  x  von  den  «  unabhängig 
ist,  eine  symmetrische  Function  von  «,,  «^  .  .  .  «„.  Wenn  wir 
also    die  Multiplication    der    einKelnen   Factoren   ausführcij    und 
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nach  Potenzen  von  x  ordnen,  so  sind  die  Ooiifficienten  der  ein- 
zelnen Potenzen  von  3T  gleichfalls  aymmetrisclie  Functionen.  Denn 
sie  ändern  sich  bei  der  Vertauschung  der  «  ebenso  wenig  wie 
die  Function  f(x},  (§.  1.)     Wir  setzen 

(2)     fix)  =  !■+«.  X—  +  a,  I—  ~1 h-  «._,  X  +  a.. 

Die  Functionen  «i,  o,  .  .  .  n„  sind  die  Goefticientender  alge- 
braischen Gleichung,  deren  Wurzeln  «,,  «.j  .  .  .  «„  sind.  Sie 
werden  die  symmetrischen  Grundfunctionen  genannt. 
Diese  symmetrischen  Grundfunctionen  haben  wir  schon  im  §.  7 
gebildet;  es  ist,  wie  wir  uns  erinnern,  «i  die  mit  negativem 
Zeichen  genommene  Summe  der  «,  «a  die  Summe  der  Producte 
zu  zweien,  a^  die  mit  negativem  Zeichen  genommene  Summe  der 
Producte  au  dreien  u.  s.  f.,  endlich  «„  das  Prqduct  sämmtlicher 
«,  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen,  je  nachdem  x  gerade 
oder  ungerade  ist     Wir  setzen  abkürzend 

«,  —  —  2;«! 

a-i  ^=  -\~  i'«i«ä 

H,  =  —  Ea^a-ju. 


Las  Ziel  uuseier  Betrachtungen  ist  der  Beweis  des  Haupt- 
satzes, dass  alle  symmetrischen  Functionen  der  a  sich 
rational  durch  die  Grundfunctionen  ausdrücken  lassen. 


§.42. 
Die   P  o  t  e  n  z  s  u  m  m  e  n. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  einer  anderen  speciellen 
Art  s)mmetnschei  Functi  men  den  Potenzaummen.  Bedeutet 
nämlioh  vugend  einen  gan^zahligen  positiven  Exponenten,  so  gehört 

(I)  >.  =  «+«+■■•  +  «; 

offenbd,r  zu  den  s^mmettischen  Functionen,  und  s,-  wird  die 
v"  Potenzaumrae  genannt  Wii  wollen  Formeln  ableiten,  nach 
denen  die  Potenzsummen  duich  die  Grundfunctionen  ausdrück- 
bar sind 

Wir  bezeichnen  in  dei  t  olge  immer,  wenn  cp  (x)  irgend  eine 
Function  von  x  ist  mit 
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die  Siimine,  die  wir  erhalten,  wenn  x  in  (p(x)  durch  jede  der 
Variablen  «i,  ««■-■"»  ersetzt  und  die  so  gebildeten  Functionen 
ad  dir  t  werden,  also 

S[rr(«)]  =  »(«,)  +  »(«,)  H h  vi«.). 

Hiernach  ist  z,  E. 

S(«-)  =  s. 
die  v'^  Potenzsumme. 

Wir  dividiren  niin/(3:)  nach  §.  4  durch  eine  beliebige  lineare 
Function  x  —  «  und  erhalten 

(2)  i^\  =  '^-'  +/.(«)■-«"-  +/.(«)=»"-  +  ■  •  ■  +/.-.(«) 

3^   —   k' 

worin  [§.  4,  (8)]i 

/,(«)      =«  +  «, 

/.(«)      =«>  +  «,«  +  «, 
(3)        /,(«)      =  «•  +  o,«=  +  a,«+<., 

/,_.H  =  «»:■  +  «,«>-  +  a,«»-  + !--  o,,^,. 

Wir  setzen  in  (2)  für  «  jede  der  Grössen  «u  «^  .  .  .  «„.  wo- 
durch /(«)  ^=  0  wird  und  bilden  die  Summe  S. 
Die  linke  Seitp  ergicbt  dann  nach  §.  14,  (11) 


(4)  '^(^-^«;=/'(^) 

=  nx"-^  -j-  (n  —  l)t»ia^-=  -j-  (n  —  2)tt2^"'  +  ■■'-!"  «"-i 
während  die  rechte  Seite 

(5)  »  «—  +  X-'  S  [/,  («)i  +  !t—  S  [/,  («)]  +  ■  ■  •  +  S  [/,_,  f«)l 
wird,  und  die  Vergleichung  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
\'on  X  in  (4)  und  (5)  ergiebt 

s  [/.(«)]      =  (>•  -  1)«, 


(6) 


S[/.-,  («)]  =  «.-,. 
Es  ist  aber  nach  (1)  und  (3) 

SKWJ     =s, +  «(., 

S[/>(«)J      =s, +  o,s, +  1.0, 

S  [/,_^  («)1  =  s._,  -t  o,  .„_,  4-  o,  s,_.  +  .  • 
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und   demnach   erhält   man   aus   (6)   das   folgende   von   Newton 
heiTÜhrotide  Formelsystem ') : 


(7)     0  ^  s,  -f  «1  Sa  +  «2  Si  +  3  a-, 

0  =  s„_..  +  a,s.-,  +  %s„_B  + h  («  -  1)  «-i- 

Dies   Formelsystem  lässt  sich   aber  noch   weiter   fortsetzen ; 
denn  da 

S  [/(«)]  =  0,     «[«/(«)]  =  0,     S[«'/(«)l  =  0  .  .  . 
ist,  SO  folgt 

0  =  s„      ~\-  a-i  Sn-i  +  0'2  s«-2  4-  -  .  .  -f.  11  «„ 

0  =  s„+i  +  a,s„      +  a2S„_i  ^ ^  o„s, 

0  =  s„+2  +  «1  s„+i  +  th  Sn      H h  a„  s. 


Durch  die  Formeln  (7),  (8)  ist  nun  die  Aufgabe  gelöst,  der 
Reihe  nach  die  Functionen  s^,  s^,  s^  .  ,  .   bis  zu  beliebiger  Höhe 
als     ganze    rationale    Functionen     der     symmetrischen    Grund- 
functionen  darzustellen,  z.  B.: 
Sl   ^  —  «1 

s,  =  +  cq  -  2  «a 

(9)  (,>,  =  —  a^  -)-  3  «1  «a  —  3  Wj 

84  =  -|-  «,*  —  4-«f«2  +  4a]ß3  -i"  2fl,j'  ^  4a4 

und   die  Bildungsweise   dieser  Ausdrücke   zeigt,   dass   die  Coofli- 
cienten  in  diesen  Darstellungen  ganze  Zahlen  sind. 

Man  kann  auch  umgekehrt  mittelst  der  Formeln  (7)  und  (8) 
die  symmetrischen  Grundfunctionen  (f„  %,  a,i  .  •  -  rational  durcli 
die  Potenzsummen  s, ,  Sg ,  Sj  ...  ausdrücken.  Diese  Darstellung 
ist  aber  insofern  weit  weniger  einfach,  als  die  Coefficienten  nicht 
ganze,  sondern  gebrochene  Zahlen  sind,  z,  B. 


C  a..  =  —  s/  +  3  Si 


iversalia,  pctit.  's  Gravesaade,  i 
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Mau  kann   das  Formelsystem   (8)   auch  uach   der  entgegpu 
gesetKten  Richtung  fortsetzen,  wenn  man  die  Gleichungen 

S[«-/(«)]  =  0,  S[,^'/»]  =  0,., 
bildet.  Man  erhält  dadurch  ein  Mittel,  um  die  Potenzsumitien 
St  auch  für  negative  Exponenten  v  durch  die  Grundt'unctionen 
auszudrücken.  Diese  Summen  der  negativen  Potenzen  gehören 
gleichfalls  zu  den  symmetrischen  Functionen,  wenn  auch  nicht 
mehr  nu  den  ganzen,  sondern  zu  den  gebrochenen.  Sie 
gehen  erst  durch  Multiplication  mit  Potenzen  des  Productes 
Kj  Mg  .  .  .  «„  in  ganze  Functionen  über.  Der  Vollständigkeit 
wegen  setzen  wir  die  zwei  ersten  dieser  Formeln  hierher: 

.^j,     0  —  s„_i  +  «iS„_a  +  aaS„-B  H h  **«»-!     +  ««s-i 

0  =  s„_s  +  «1  s„_8  +  as  s„_i  H 1-  ffl„_,  s_,  +  ö„  s-„B, 

die  sich  nach  (7)  auch  so  darstellen  lassen: 

«„_i  -|-  <*»  S-i  =  0,     2  (i„„a  --]-  a„_i  S_-i  -\-  ein  S-a  ^  0. 


Beweis   des   Hauptsatzes   für   zwei    Variable. 

Wir  gehen  nunmehr  zum  Beweis  des  Fundamentalaatzes  der 
Theorie  der  symmetrischen  Functionen  über,  dass  sie  alle  rational 
durch  die  symmetrischen  Gruodfunctionen  ausdrückbar  sind.  Da 
wir  die  vollständige  Induction  als  Beweismittel  anwenden,  so 
leiten  wir  den  Satz  zunächst  unter  der  Voraussetzung  ab,  dass 
nur  zwei  unabhängige  Veränderliche  «,  ß  gegeben  seien,  aber  auf 
einem  Wege,  der  zugleich  für  den  allgemeinen  Beweis  den  leiten- 
den Gedanken  hervortreten  lassen  wird. 

Wir  bezeichnen  die  symmetrischen  Grundfunctioncn  mit 

(1)  „  =  _(„  +  «,   i^,ß 

und  setzen  demgemäsa 

(2)  fix)  ^{x-  a){x-ß)  =  x''^  ax  +  h. 

Es  sei  nun  Ä(«,  ß)  irgend  eine  ganze  rationale  und  sym- 
rae£rische  Function  von  tx  und  ß.  Wir  können  für  ß  aus  (1)  den 
Wertli  —  (a  -\-  k)  einsetzen  und  erhalten,  wenn  wir  nach  Po- 
tenzen von  a  ordnen, 

(3)  S(«,  ß)  =  S(s  -«.-«)=.  Ä.  ■.-  +  A,  «-  ■ 

-r h  ,1.,_,«  +  A.„ 
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worin  lue  Coefticieiiten  A^,  Ai  ■  ■  ■  Ä»  nur  von  a  und  von  den 
in  S  etwa  "TVOcU  vorkommenden  Goefficienten  ;  abhängen.  Wir 
bemerken  aber  ausdrücklich, '  ^ass,  "wenn  in  S(«,(?)  keine  ge- 
brochenen Zahlencoef&cienten  vorkommen,  auch,  in  den  Coeffi- 
cienten  At),  Ai  .  .  .  Am  keine  Brüche  auftreten. 
Wir  setzen,  nun 

(4J        0(x)  =  A'e'^^  A^'-'  -h h  ^«-i3^  +  A» 

dividiren  ^(x)  durch  f(x)  (nach  §.  3)  und  erhalten  einen  Quo- 
tienten Q  und  einen  Reet,  der  in  .Bezug  auf  x  höchstens  vom 
ersten  Grade  ist,  also: 

(6)  0(x)=  QJ(x)  +  Ä  +  Br, 

hierin  "sind  nun  A  und  S  ganze  Functionen  von  a  und  h,  und 
auch  sie  enthalten  keinerlei  gebrochene  Zahlen  coefficienten, 
wenn  in  S  keine  solche  vorkommen.  Wenn  wir  nun  x  =  k 
setzen,  so  ergiebt  sich  aus  (5)  und  (3),  da  /(«)  verschwindet, 

(6)  S(»,  ß)  =  Ä  +  Bu. 

Da  aber  S{k,  ß)  und  ebenso  A,  B  symmetrisch  sind,  so  folgt 
durch  Vertauschung  von  «  und  (3 

(7)  S(»,«  =  4  +  B/i. 

Hieraus  schliesst  man,  da  w  und  /J  von  einander  unab- 
hängige Variable  sind,  dass  J8  =  0  und  folglich 

(8)  S(«,  «  =  ^ 

sein  muss,  womit  der  Fundamentalsatz  für  diesen  Fall  bewiesen  ist. 

§.  44. 

Allgemeiner   Beweis  des  Hauptsatzes. 

Wir  setzen  nun  voraus,  der  Fundamentalsatz  sei  bewiesen 
für  symmetrische  Functionen  von  w  —  1  Veränderlichen  und 
leiten  ihn  durch  ein  Verfahren,  was  dem  in  §.43  angewandten 
ganz  analog  ist,  für  n  Variable  her. 

Es  sei  wieder 

(1)  S=S(«„  «,...».) 

eine  ganze  symmetrische  Function  der  n  Veränderlichen  «,,  w^  ■  ■  - ««. 
Wenn  wir  sie  nach  Potenzen  von  «i  ordnen  und  demgemäss 
setzen 

(2)  s  =  s,  «r  +  s, «:-  H h  &-,  «>  +  s„ 
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SO  sind   die  Coefficienten    So,   Sj  .  .  .  S„  ganze  symmetrische 
Functionen  der  n  —  1  Veränderlichen  «21  ■  ■  ■  '^n- 

Bezeichnen  wir  die  symmetrischen  Grundfunctionen  dieser 
letzteren  Variablen  mit  oi,  «3  .  .  .  cC-i,  so  können  wir  die  Coeffi- 
cienten Sn,  Si  .  .  .  S,i  nach  unserer  Voraussetzung  rational  durch 
diese  ausdrücken.     Es  ist  aber  nach  §.  42,  (2)  und  (3) 

«i  =  /i  («i)  =  «1  +  «I 

öi  =  /a  («j)  =  a^  +  ffli  «1  +  «3 

ÖS  =  /s  (wi)  =  «[■  +  », «/  +  ßä  «1  +  «3 


d.  h.  die  Coefficienten  So  1  *^i  •  ■  ■  ^"  können  ganz  und  rational 
durch  «1,  üi,  «2  ...  a„  ausgedrückt  werden.  Wenn  wir  also, 
nachdem  diese  Ausdrücke  eingeführt  sind,  in  (2)  aufs  Neue  nach 
Potenzen  von  «^  ordnen,  so  erhalten  wir 

(3)  S  --  ^0  «r  +  ^1 K"'  H \-  ^^"~<  «1  +  ^-1 

worin  im  Allgemeinen  m  ein  von  ft  verschiedener  Exponent  sein 
wird,  und  die  Coefficienten  ^0,  Ai  .  .  .  Ä,^  ganz  und  rational  von 
«1,  «ä  .  .  .  tt„  abhängen.     Wir  setzen  wieder 

(4)  *  (x)  =  ^0  «^  +  A  ■^"'~'  H h  -^"-1  ^  +  ^" 

und  dividiren  ^(x)  durch 

/(a:)  =  3:"  -|-  «1  x"-^  --|~  «3  3;"^^  +  ■■■  +  '*" 
=  {x  —  «1)  (3;  —  Mj)  .  .  .  (3^  —  ix„). 
Es   ergiebt   sich   ein  Quotient   und  ein  Rest,  der   in   Bezug 
auf  X  höchstens  vom  Grade  n  —  l  ist.     Wir  setzen   also 

(5)  0(ß^)==  ^/(^)  +  ^(^), 

(6)  M'(x)  =  0,x^-^  +  Gl«"-"  H h  C-^x  +  a-i, 

und  hierin  sind  C'o,  Cj  .  .  -  C„_i  ganze  rationale  Functionen  von 
«1,  «2  ,  ,  .  «„,  in  denen,  wenn  S  in  seiner  ursprunglichen  Form 
keine  gebrochenen  Coefficienten  enthält,  auch  keine  Brüche  vor- 
kommen. 

Nun  ist  aber,   da  /(«,)  verschwindet,  und   S  =  *(mj)  ist, 
nach  (5) 

(7)  s=*W 

und  hierin  kann,  da  S  symmetrisch  ist,  «i  durch  «2,  w^,  .  ,  .  k„ 
ersetzt  werden.  Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  n  Glei- 
chungen : 

Wcb^r,   AJgBbr».     I,  10 
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c.  «r>  +  c,  «r'  +  •  ■  ■  +  c^. «.  +  (c—  -  s)  =  o 
c.ar'  +  c,«r'  H h  c— ■«>  +  (C— ■  -  s)  =  0 


c.»r'  +  c,»r"  +  ■  ■  ■  +  c,,-,.-,  +  (c-,  -  s)  =  0. 

Betrachten    wir    dies    System    als    ein    System    homogenei 
linearer  Gleichungen  mit  den  n  unbekannten 
C„  Ci  .  .  .  C^2,  G.-i  -  S, 
ao  ist  seine  Determinante 


die  nach  §.  22,  Formel  (12)  gleich  dem  Prodiict  aller  Differenzen 
«I  —  K.,,  Kl  —  «3  .  .  .  ist,  von  Null  verschieden,  und  folglich  ist 
nach  dem  Satz  II  in  §.  24: 

cr„  ^  0,     C,  =  0  .  .  .     (?„-.  =  0 
und 

(y)  s  =  c^i, 

worin  der  zu  beweisende  Fundamentalsatz  enthalten  ist. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  auch  durch  den  Satx  II, 
§.  30;  denn  da  die  Function  (»  —  l)"™  Grades  von  x 

für  a;  =  «1 ,  Wi  ,  .  .  «n  1  also  für  mehr  als  «  —  1  Werthe  ver- 
schwindet, so  müssen  ihre  Coefficienten  alle  Null  sein. 

Der  Beweis,  den  wir  hier  für  das  Fundamentaltheorein  im 
Anschluss  an  Cauchy')  gegeben  haben,  bietet  zugleich  ein 
Mittel,  in  besonderen  Fällen  den  Ausdruck  einer  symmetrischen 
Function  durch  die  Grundfunctionen  wirklich  zu  berechnen. 
Dieselbe  Möglichkeit  bieten  auch  die  anderen  Beweise,  die  für 
das  Theorem  bekannt  sind.  Wir  wollen  noch "  einen  zweiten 
Beweis  hier  mittheilen,  der  zu  einer  oft  einfacheren  Berechnungs- 
art  führt  ^). 

')  Cauchy,  Exercioes  de  matheniatiqueä,  4°"'*  annee. 

^)  Waring,  Meditationes  algebraicae.  Gauss,  Demonstratio  nova 
altera  theoraitiatis  omnem  funetioiiem  aigebraicam  rationalem  integi'ain 
unius  variabilis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  poeae. 
Werke,  Bd,  III,  S.  36. 
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§■  45. 

Zweiter    Beweis    des   Satzes   von   den    symmotrisclien 
Functionen. 

Es  sei  S  eine  ganze  symmetrische  FLinction  der  Variablen 
«I,  «2  .  .  .  «„.  Die  einzelnen  Glieder  dieser  Function  sind  alle 
von  der  Form 

Ma;>ccl^  .  .  .  «:», 
worin  M   ein    von    den   a    unabhängiger   Coefficient    ist.     Diese 
Glieder  sollen  nun  in  bestimmter  Weise  angeordnet  werden.    Es 
soll,  naclidem   die  Reihenfolge   der  Variablen  «,,  «j  ,  .  .  «„  fest- 
gesetzt ist,  von  zwei  Gliedern 

Ä^  Mal' «?  ■  ■  •  «,>,       ^'  ^  jk:'«;'^«;'' ■■■K" 

A  das  höhere  genannt  werden,  wenn  die  erste  der  Differen^ien 

l/j  —  v'i,  Vj  —  Vj   .  .  .  ffl  —  vi,, 
die  von  Null  verschieden  ist,  einen  positiven  Werth  hat,  wenn 
also  entweder  f i  >  v'i  oder  v^  =  Vi,  Vj  >  v'j,  oder  Vj  =;  vi,  Vj  =  v'i, 
Va  >  Vs  etc. 

Da  wir  alle  Glieder ,  in  denen  sämmtliche  Exponenten 
Vi,  v^  .  .  .  v^  übereinstimmen,  in  ein  Glied  vereinigt  voraussetzen, 
so  ist  hiernach  von  je  zwei  Gliedern  entschieden,  welches  das 
höhere  ist,  und  wenn  A  liölier  als  J.',  A!  höher  als  J."  ist,  so 
ist  auch  A  höher  als  A!'. 

Ist  nun  nach  dieser  Anordnung 

das  höchste  Glied  unserer  Function  S,  so  folgt,  dass 

sein  muss;  denn  wäre  v^  <  v^^  so  würde  das  Glied 

Mal^al'   ...  «;«, 
das   wegen   der  Symmetrie  auch   in  S  vorkommen  muss ,  in   der 
Ordnung  höher  stehen  als  A,  gegen  die  Voraussetzung.     Ebenso 
folgt,  dass  v^  5  1»-  sein  muss,  denn  wäre  v^  <  v-,,  so  würde 

Jü/"«^!  w;a«J«  ■  ■  ■  <« 
höher  stehen  als  A  u.  s.  f.    Wir  schliessen  also,   dass  die  Expo- 
nenten in  A 
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eine  abnehmende  oder  wenigstens  niemals  wachsende 
Zahlenreihe  bilden,  oder  dass  die  Differenzen 

Vi   —  Vs,   V2  Vä,   .  .  .  Vn-l  ~  V„ 

alle  positiv  oder  wenigstens  nicht  negativ  sind. 

Wir  schliessen  zweitens,  dass  in  keinem  Gliede  der  Function 
jS  ein  höherer  Exponent  als  v^  vorkommen  kann;  denn  sonst 
würde  auch  ein  Glied  vorkommen,  in  dem  Kj  diesen  höheren 
Exponenten  hätte,  und  dies  wäre  gegen  die  Voraussetzung  von 
höherer  Ordnung  als  A.  Es  sind  also  die  Glieder,  die  in  einer 
symmetrischen  Function  überhaupt  vorkommen  können,  von  den 
CoeiBcienten  abgesehen,  durch  das  höchste  Glied  vollkommen 
bestimmt,,  und  die  Anzahl  der  möglichen  Glieder  ist  bei  gegebenem 
höchsten  Glied  nur  eine  endliehe. 

Wir  können  die  Ordnung  der  symmetrischen  Function 
durch  die  Exponenten  reihe  ihres  höchsten  Gliedes 

(i'i:  n  .  .  .  Vn) 
bezeichnen. 

Von  dem  Fall  abgesehen,  in  dem  alle  Exponenten  Null 
sind,  also  die  Function  eine  Constante  ist,  ist  die  möglichst 
niedrige  Ordnung 

(1,  0,  0  .  .  .  0), 
der  die  einzige  symmetrische  Function 

jif(«,  +  «,  +  ...  + «,)  =  -  iif», 

entspricht.     Die  nächst  höhere  Ordnung  ist 

(1,  1,  0  .  .  .  0), 
der  die  symmetrische  Function 

Ma,  -\-  M'  «2 
entspricht,  und  so  erhalten   wir  in  den  n  ersten  Ordnungen   die 
Grundfunctionen    selbst   und    ihre    linearen   Verbindungen,   und 
keine  anderen. 

Die  nächstfolgende  Ordnung  ist  charakterisirt  durch 
(2,  0,  0  .  .  .  0) 
und  enthält  die  linearen  Verbindungen  der  Gnindfunctionen  mit 
der  Summe  der  Quadrate, 

In  allen  diesen  Fällen  ist  die  Darsteilbarkeit  der  symmetin- 
schon  Functionen  bereits  bewiesen,  und  wir  werden  also  jetzt 
den  allgemeinen  Beweis  dadurch  führen,  dass  wir  die  Darsteiluns 
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der  Function  S  von  der  Ordnung  (v,,  vj  ...  v„)  durch  die 
Grundfuiictionen  unter  der  Voraussetzung  ableiten,  dass  sie  für 
die  Functionen  niedrigerer  Ordnung  schon  bekannt  sei,  also  durch 
das  Schluss verfahren  der  vollständigen  Induction, 

Wir  bemerken  hierzu,  dass  durch  die  Multiplication  zweier 
symmetrischer  Functionen  8  und  jS',  deren  höchste  GUeder 

A  =^  Mai'Ki^  . . .  k;»,        A'  =  M' «;-'  «;'5 ...«;« 

sind,  eine  symmetrische  Function  entsteht,  deren  höchstes  Glied 
das  Product 

AA'  —  MM'  cil'  +  --^K'^  +  '-^.  .  .  K^.+'« 
ist.     Denn   nehmen   wir  an ,   es   gehe  in  S  S'  ein  höheres   Glied 
als  AA',  das  aus  der  Multiplication  der  beiden  Glieder 

B  ::=  Na-^'o^^'  .  .  .  »;;",  -B'  =  N'af>a!f^  .  .  .  «'<• 

entsteht,  also 

BB'  =  iVJV' «;'.  +  "!  <'  +  ."^  ,  .  .  «'^"+'V, 
und  es  sei  nicht  gleichzeitig  B  :=  A  und  B'  =  A',  so  wäre  die 
erste  der  Differenzen 

(t,  —  -Ci  -f  fti  —  i-;,  (is  —  f  a  +  ftä  —  ^ä,  .  .  .  Cb  —  v»  +  ft»  —  i'J» 
lue  von  JJull  verscliiedeu  ist,  positiv,  was  unmöglich  ist,  da  die 
erste  nicht  verschwindende  unter  den  Differenzen 

^i  —  '^u     ."s  ~  Va  ■  .  .  ftn  —  »■« 
und  unter  den  Differenzen 

(*i  —  ■"ii  (t'i  —  V'i  ■  .  ■  ii',t  —  v« 
nach  der  Voraussetzung  negativ  ist.  Durch  Wiederhohing  dieses 
Schlusses  ergiebt  sich  der  allgemeinere  Satz ,  dass  man  das 
höchste  Glied  eines  Productes  aus  mehreren  Factoren  erhält, 
wenn  man  die  höchsten  Glieder  der  einzelnen  Factoren  multi- 
phcirt. 

Die  höchsten  Glieder  der  symmetrischen  Grundfuiictionen 
«1,   «2,   «3  .  .  .  «„ 
sind  nun,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

und  wenn  wir  also  das  Product  bilden 

so  erhalten  wir  eine  symmetrische  Function,  deren  höchstes 
Glied  gleichfalls  A  ist,  wie  in  S. 
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Die  Diffei'eii^i 

S  —  P=-.S' 

ist  also  wieder  eine  symmetrische  Function,  deren  liöohstes  Glied 
niedriger  ist  als  das  von  S,  und  die  wir  nach  der  Voraus- 
setzung rational  durch  die  Grundfunctionen  darstellen  können. 
Da  P  ebenso  dargestellt  ist,  so  ist  das  Ziel  erreicht.  Es  erhellt 
auch  hier  wieder,  dass  durch  die  Darstellung  mittelst  der  Grund- 
functionen keine  Brüche  eingeführt  werden,  wenn  ursprünglich 
in  S  keine  enthalten  sind. 

Diese  Methode  der  Berechnung  symmetrischer  Functionen 
giebt  uns  zugleich  Aufschluss  über  den  Grad  der  ganzen  ratio- 
nalen Function  von  a^,  a^  .  .  .  a„,  durch  die  eine  bestimmte 
symmetrische  Function  der  Kj  ,  «3  ,  .  .  «„  ausgedrückt  wird. 
Wenn  nämlich  (yi,  V2  ■  .  .  r„)  die  Ordnung  der  symmetrischen 
Function  ist  (bemessen  nach  der  Exponenten  reihe  des  ersten 
Gliedes),  so  ist  Vi  der  Grad  von  i*  in  Bezug  auf  sämmtliche 
«i,  Oj  . . .  «,„  und  in  dem  entwickelten  Ausdruck  für  S  kann  kein 
Glied  höheren  Grades  vorkommen ;  auch  kann  das  Glied  P  durch 
keines  der  folgenden  Glieder  zerstört  werden,  da  P  durch  die 
Ordnung  von  5  völlig  bestimmt  ist,  und  die  Ordnung  von  S' 
und  aller  folgenden  symmetrischen  Functionen  niedriger  ist,  als 
die  Ordnung  von  S. 

Setzen  wir  also  an  Stelle  von  «j,  «^  .  .  .  Un- 

«1        (h  «.. 


so  ist  al' S  eine  ganze  homogene  Function  Vj*™  Grades 
V  o  n  (to ,  «1  .  .  .  fli„ ,  und  mau  kann  S  nicht  durch  Multiplication 
mit  einer  niedrigeren  Potenz  von  u^  in  eine  ganze  Function  der 
a  verwandeln, 


§■  46. 
Discriminanten, 

Die  im  Vorhergehenden  gewonnenen  Satze  lehren ,  sym- 
metrische Functionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung  rational  durch 
die  Goefficienten  der  Gleichung  auszudrücken ;  die  Resultate  sind 
zunächst  abgeleitet  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Wurzeln, 
oder,  was  nach  dem  dritten  Abschnitt  damit  gleichbedeutend  ist. 
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diu  Coefficienteii  imabliängige  Variable  waren;  sie  können  siber 
nicht  falsch  werden,  wenn  dafür  bestimmte  numeriache  Werthe 
gesetzt  werden,  da  wenigstens  bei  den  ganzen  symmetrischen 
Functionen  keine  Nenner  vorkommen,  die  verschwinden  können. 
Wir  machen  zunächst  einige  Anwendungen  auf  besondere 
symmetrische  Functionen,  die  für  die  Folge  wichtig  sind.  Schon 
im  §,  19  ist  bemerkt  worden,  dass  das  Differenzonproduct 

(1)  p  =  (»,  -  «0  («.  -«.)...  («1  - «,) 

(«a  —  Mj)  .  .  .  («2  —  et») 


durch  Umstellung  zweier  Elemente  nur  das  Vorzeichen  ändert. 
Das  Quadrat  dieses  Productes  wird  also  bei  allen  Vertauschungen 
zweier  der  Variablen  a  und  demnach  auch  bei  allen  Permu- 
tationen ungeändert  bleiben,  ,d.  h.  eine  symmetrische  Function 
der  Variablen  sein.  Die  Ordnung  dieser  symmetrischen  Function 
ist,  wie  man  aus  (I)  sieht,  gleich 

(2  «  —  2,     2  )i  —  4  ...  2,  0). 

Wenn  wir  also  die  Function  /(a:),  deren  Wurzeln  die  «i,  k^  . . .  «„ 
sind,  in  der  Form  annehmen 

f(x)  =  «0»!"  -|-  aix!"~^  -\-  a.jX"~^  _!_..._]-  a„^ix  -\-  «„, 

so  dass  die  höchste  Potenz  von  x  nicht  gerade  den  Coüfticieuton 
1  hat,  so  ist  P'  eine  ganze  rationale  Function  von 

(2)  21,    5....'±!, 

die  durch  Multiplication  mit  al"—^  in  eine  homogene  Function 
von  «0,  Mj,  ,  .  .Ol,,  übergeht.  Wir  nennen  diese  homogene  Func- 
tion, die  also  durch 

(3)  al"-^P^  =  D 

definirt  ist,  die  Discriuiinante  der  Function  /(x).  Setzen 
wir  %  =^  1,  so  erbalten  wir  die  un homogene  Form  der 
Discriminaiite  J). 


i|  Die  Disci-imiuaiite   ist,   vom   Factor   (—  1)      a        ,_,l''-'' 
dasselbe,  was  Gauss  die  Detfirminante  der  Function  neniit  (1.  i 
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§■  iö- 


Das  Verschwinden  der  Discriminante  ist  die  noth- 
wencligo    und    hinreichende    Bedingung    dafür,    dass 
zwei   der  Werthe  «i,  «3  .  .  .  «„  einander  gleicli  wei"don. 
Wir  können   für  die  Discriminante  noch  einen  zweiten  Aus- 
druck aufstellen. 

Es  ist  nach  §.  29,  (4) 

/'  («1)  =  «0  («1  —  Kä)  («1  —  «a)  .  .  .  («1  —  «„) 
/'  (ws)  =  «0  («ä  —  «1)  («■!  —  «0  ■  ■  ■  («ä  —  ««) 


/'(««)  =«oK- 


)  («. 


folglich,   da  hier  jeder  Factor  (a,, 
gesetzten  Zeichen  vorkommt, 


—  Wä)  -  ■  .  («H  —  «»-1)1 

-  Kfe)   zweimal  mit  entgegen- 


(5)         D=(-l)    ■     or'/'W/' («.)■■  ■/'(«.)• 

Um  die  Discriminante  wirklich  darzuatellen ,  haben  wir, 
nächst  ein  allgemeines  Mittel.     Es  war  nach  §.  22 


(6)     (-1) 


und  wenn  wir  nach  §.  27  das  Quadrat  dieser  Determinante  durch 
Moltiplication  nach  Verticalreihen  als  eine  neue  Determinante 
darstellen  und 

setzen 


0) 


I)  =  «^« 


,  S«+; 


'B+l  ■  ■  - 

Die  Grössen  s,„  sind  aher  die  Potenzsummen,  die  wir  schon 
im  §.  42  durch  die  Coefficienten  ausgedrückt  haben;  nur  sind  an 
Stelle  der  «j,  «3  .  .  .  f(„  die  Quotienten  (2)  zu  setzen. 

So  finden  wir  z.  B.  fiir  n  =  2 

(8)  D,=  a^{saS^  —  s'^)  ^^=  af  —  4:a„(ii 
und  für  n  =  3 

(9)  D  =  <(s„  s,  S4  -  s„  s|  +  2  s,  Ss  Ss  —  s/s,  -  s|). 
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Hierin  ist  nach  g.  42  zu  setzen 
So  =  3,     öo  Si  =  —  Wi 

ß|  Sa  =^  —  a"  -(-  3  0(1  ßi  «a  —  3  a^  «j 

fl*S4  =  a*  —  iU(|a^a2  -j-  4«j^a|a3  -|-  ^«g^M,", 

wodurch  man  erhält 

(10)      I>  ^i^  «^^öj^  -|-  ISOn«,  Mjtta  —  4«o  a^^  —  ia'^a^  —  27  u,;a.^. 


Discriminanten  der  Formen  dritter  und  vierter 
Ordnung, 

Bei  den  Functionen  dritter  und  vierter  Ordnung  liaben  wir 
zur  Berechnung  der  Diseri  min  ante  n  in  den  Auflösungen  der 
Gleichungen  dieser  beiden  Grade  (§.  35,  37)  ein  einfaches  Mittel. 

"Was  zunächst  die  Gleichung  dritter  Ordnung  betrifft,  so 
waren  die  drei  Wurzeln  von 

(1)  x'--\-  ax-^h  =Q 
in  der  Form  dargestellt: 

(2)  ß  =  Ell-]-  E-'v 


■  1  +  V  - 


die    coraplexen    dritten    Einheitswurzeln    sind    und   u,   v   durch 
§.  35,  (8)  bestimmt  sind. 
Ana  (3)  folgt 

(4)  j  —  E^^y^^^     i_t  =  E2yZri",     I_f2^_fl/Zr3 
und  aus  (2) 

a~  y  ^  _  yiT^faM    -  i'^v) 
ß—  y  =        y^^      (m  —  v). 
Hieraus  durch  Multip lication 

(5)  („  ^  (i)  („  _  rt  (^  _  y)  =  3  V^3  (»■  -  V). 
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Erhebt   man   ins   Quadrat,    so   erhält   mau   für   die   Discri- 
minante  der  cubisclien  Uleichung  (1)  nach  §.  35,  (6) 

(6)  D  =  —  (27  6* -j- 4  «ä). 

Hieraus  erhält  man  die  Discriminante  der  allgemeinen  Function 

(7)  «I,  a;'  -f-  «1  a;^  -|-  %  x  -\-  ß^, 

wenn   man  für   «   und   6   die   Ausdrücke   §.  34,   (4)   einsetzt,  in 
denen  man  «,,  a^,  %  durch 


ersetzt  und  [§.  46,  (3)]  mit  a^  multiplicirt.     Man  erhält  so 

"-■= 1^' 

—  ^  «j'  —  9  fp  «1  "ä  -I-  27  »„^  «a 
~  27«,? 

und  folglich 

(8)  1)  =  ^  -^  j{2«,^  -  'J  «„»,«,  +  a7<«;0' 

+  4(3(31,«^  —  m;-^/  . 

Wenn  man  das  Quadrat  und  den  Cubus  ausrechnet,  so 
kommt  man  zu  der  Foraiel  (10)  des  vorigen  Paragraphen  zurück; 
es  ist  aber  bemerkenswerth ,  dass  die  Formel  (8)  scheinbar  den 
Nenner  37  Og  enthält,  der  sich  beim  Ausrechnen  forthebt. 

Ebenso   können   wir    bei    den    biquadratischen   Gleichungen 
verfahren.     Wir  erhalten,  wenn  a,  ß,  y,  S  die  Wurzeln   der  bi- 
quadratischen Gleichung 
(0)  X*  -^  ax^  -\-  hx  +  0  —  0 

sind,  nach  §.  37,  (5) 

a  —  ß  =^  V   -{-  10^         y  ^~  S  =  V   —  w, 

(10)  a  ~  Y  =  tv  -\-  ti,         S  —  ß  =  IV  —  it, 
a  —  b  =^  II  -\- V,         ß  —  y  =  11  —  V. 

Danacli  wird  die  Discriminante  der  Gleichung  (9) 

I)  =  (r*  —  tüs)j  (.,ü3  _  uiy  (ii'i  _  -^iy^ 
d.  li.  es  ist  D  gleich  der  Discriminante  der  cubischen  Resolveute 
§■  37,  (4) 

(11)  z''  +  2.(^^  +  (a*  —  ic)  z  ~  b^  =  0, 
deren  Wurzeln  u^^  v%  w^  sind. 

Wenn  man  diese  Discriminante  aber  nach  der  Formel  (10), 
§.  46  bildet,  indem  man 
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Cfn    =rT    1,       rt|    :=^    2«,       »2    ;=--    ß^  —  4  c,      Wj    =:    —    i^ 

set;(t,  so  folgt 

(12)  X)  =  —  iaU-i  +  UiöC^H-  Iß"''' 

—  128  a"-c-'-^  256  CS  —  27  i*. 
Wenn    man    dagegen    zur    Bildung    der    Diacrimiiiante    der 
cubischen  Gleichung  (II)  die  Formel  (8)  anwendet,  so  erhält  man 

(13)  27 Z)  =  4(Bä  +  12c)ä  —  (2aä  —  72ac  +  27  ÖO'- 

Man  leitet  hieraus  die  Discriminante  der  allgemeinen  Func- 
tion vierten  Grades 

(14)  f(x)  =  a^x*  -j-  üiX'^  -\-  a^x^  -\~  a^x  -\-  «i 
ab,  indem  man  nach  §.  34,  (4)  a,  6,  c  durch 


auadrückt,  dan 


ei-setüt  und  mit  «^^  multiplicirt. 

Setzt  man  nach  Ausführimg  dieser  eintUchoii  Rechnung  Kur 
Abkürzung 

(15)  J.  =  ft/  —  3  «1  %  -|-  12  «n  »4, 

(lli)    B  —  27«f((i  +  27a^a.^  -f  2«^'  —  72(ha.^ii.i  —  0«!*^«^, 
so  erhält  man  aus  (13) 
(17)  27  _0  =  4^'  —  B'\ 

Die  Grössen  Ä  und  IB,  die  uns  im  nächsten  Abschnitt  noch 
beschättigen  werden,  heissen  die  erste  und  zweite  Invariante 
der  biquadi'atischen  Function  /,  Man  kann  also  nach  (17)  die 
Discriminante  rational  durch  diese  Grössen  ausdrücken,  jedoch 
nicht  so,  dasB  die  Coefficienten  ganzzahlig  werden ;  führt  man  die  in 
(17)  vorgeschriebene  Rechnung  aus,  um  D  durch  die  Coefficienten 
«Ol  «1,  «a.  "3  selbst  darzustellen,  so  muss  sich  der  Factor  27 
noch  fortbeben  lassen.  Wir  wollen  den  langen  Ausdruck,  dessen 
Berechnung  keinerlei  Schwierigkeit  bietet,  nicht  hierher  setzen. 
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§.  48. 

Resultanten. 

Eine  andere  Anwendung  der  Theorie  der  sym metrischen 
Functionen,  die  übrigens  die  Discriminantcnbildung  als  speciellen 
Fall  entiiält,  ist  die  Bildung  der  Resultanten. 

Es  seien 

(1)  f{x}  ■=  oja;»  +  «13:^1  _|_  (j^a^n-ü  ^_  . 1-  «^^^ 

(2)  tp  {x)  =  &o  a:"'  -^^  6|  3?"-!  4-  h-i  x"^-^  -j ^  &,„ 

?:wei   ganze  rationale   Functionen   vom  w*""  und   )«**"  Grade  und 
«1,  «j  .  .  .  «„  seien  die  Wurzeln  der  ersten,  so  daaa  auch 

(3)  j\x)  =  «.(»=-«,)(«-».)•■■(«-  «.) 
gesetzt  werden  kann. 

Nun  ist  das  Product 

f  («i)  q)  («,)...  ?)  («„) 
eine   symmetrische   Function   der   Wurzeln   von  f[x)   und   kann 
also  ganz  und  rational  durch 

«1  «2  «,i 

ausgedrückt  werden.     Die  Ordnung   dieser  symmetrischen  Func- 
tion ist  ()B,  m  .  .  .  tn)  (§.  45)  und  daher  ist 

(4)  ü  =  <,;.,,(«,),,(„,)...  ,,{«„) 

eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  m'*'^  Ordnung  von 
Oo,  «i  .  . .  (i!„,  Sie  ist  auch,  wie  ihr  Ausdruck  zeigt,  eine  ganze 
homogene  Function  «'"  Ordnung  von  ö,,,  h^  .  .  .  b^.  Sie  wird  die 
Resultante  der  beiden  Functionen  /(a:)  und  (p{x)  genannt. 
Diese  Bezeichnung  rechtfertigt  sich  durch  eine  zweite  Darstellung. 
Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  von  ip  (x)  mit  ßi,  ß^  .  .  .  ßmt 
setzen  also 

(5)  r(x)  =  W{x  -  ß,)  (^.  ^  ß,) . . .  (X  -  ft.), 

SO  wird  nach  (4) 

(6)  E  =  a™&»JT(K;-(5,), 

worin  das  Productzeichen  IT  sich  auf  alle  Indices  i  =  l,  2  .  .  .  ii, 
h  =  '[.  2  .  .  .  m  hezieht. 
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Dieser  Ausdruck   zeigt   nun,   dass    B,   abgesehen    von    dem 
Factor  (~  1)"'",  in   der  gleiclien  Weise  von  (p{x)   abhängt,   wie 
von  /(a^),  und  dass  wir  also  auch  setzen  können 
(7)  (-  1)-  E  =  KfW,)  /(ft)  .  .  .  /(/».,). 

Die  Discriminanten  sind  hiernach  ein  specieller  Fall  der 
Resultanten,  den  man  erhält,  wenn  man  für  qi{x)  die  Derivirte 
f'{x)  nimmt. 

Das  Verschwinden  der  Resultante  von  f(x)  und 
(p(x)  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  beiden  Gleichungen 

f(x)  =  0      und       9(fl;)  =  0 
eine  gemeinsame  Wurzel  haben. 

Die  Gleichung,  die  durch  Nullsetzen  der  Resultante  entsteht, 
wird  auch  die  Endgleichung  aus  /(x)  =  0  und  q>{x)  =  0 
genannt  und  die  Aufstellung  der  Endgleichung  die  Elimination 
von  X. 

Zur  Berechnung  der  Resultanten  kann  man  den  Algorithmus 
des  grössten  gemeinsamen  Theilers  anwenden  (§.  6).  Ist  nämlich 
m  <  w,  so  kann  man  eine  ganze  Function  Q  und  eine  eben- 
solche Function  ^(a:),  deren  Grad  kleiner  ist  als  m,  so  be- 
stimmen, dass 

f{x)=  Q^>{x)  +  i,{x), 

also,  wenn  man  für  x  eine  der, Wurzeln  ßi  setzt, 

/(ft)  =  *(ft), 

also 

(S)  «;7/(ft)  =  «n-*(ft); 

ist  in'  der  Grad  von  -^{x),  so  ist 

(9)  K'h^(ßi)  =  li' 

die  Resultante  von  (p(x)  und  ii'(x)  und  daher 

(10)  B^K-'^'w. 

Die  Bildung  der  Resultante  B  ist  hierdurch  auf  die  Bildung 
von  B'  Kuriickgeführt.  Man  kann  nun  q)  (x)  wieder  durch  ip  (x) 
theilen,  und  führt  so  die  Bildung  von  B'  auf  die  Bildung  einer 
Resultante  von  Functionen  immer  niedrigeren  Grades  zurück,  bis 
man  schliesslich  auf  eine  Constante,  d.  h.  eine  Function  der 
Coefficienten  a,  b  kommt,  die  mit  der  gesuchten  Resultante  iden- 
tisch sein  muss. 
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Die  Bercclmung  der  Resultanten  ist  meist  sehr  weitläufig. 
Wir  wollen  nur  das  einfachste  Beispiel  der  Resultante  zweier 
quadratischer  Functionen  anführen: 

f(x)  =  Oft  x^  -{-  Ui  X  -\-  a^ 
g)  (3:)  =  l^x^  -\-  b,x  -j-  \. 
Man  kann  hier  direct  das  Pcoduct 

B  =  <(S,<  +  i.«,  +  h)  (h«4  +  h«;  +  h) 

berechnen,  und  erhält,  wenn  man 

—  t»a(«i  +  «s)  ^  ßn         at,«l«a  =  % 
setzt, 

(11)  li  =  a^  Kf  -\-  a^  h^  —  h^  i,  a,  öj  —  tt«  «1  ii  &ä 

-)-  60  öj «/  -|-  «0  «ä  if  —  2  «0  Sc  «ä  ^i, 
oder  was  damit  identisch  ist 

(12)  j;  =  (tio  62  —  %  hy  —  (ao  ii  —  «1  i«)  («I  h  —  «2  ^i)- 
Die  einzelnen  trlieder  der   Resultante   der  zwei  I'unctionen 

fix)  und  tp{x)  vom  m'™  undm*™  Grade  haben,  von  einem  numeri- 
schen (ganzzahligen)  Factor  abgesehen,  die  Gestalt 

(13)  «;» a\i  ...  «>  K-  ö5"  .  .  .  C". 

worin,  wie  aus  den  oben  bestimmten  Graden  hervorgeht, 
".  +  i-i  ^ ^v„^n 

Wir  können  a.ber  noch  eine  andere  Relation  zwischen  diesen 
Exponenten  angeben. 

Da  nämlich  [nach  (6)]  M  eine  homogene  Function  wj»''^" 
Grades  von  den  n  -|-  in  Variablen  «,  ß  ist,  da  ferner  a^  vom 
nullten,  «j  vom  ersten,  a^  vom  zweiten  etc.  Grade  in  den  w,  all- 
gemein flfc  und  it  vom  fc'*'"  Grade  in  diesen  Variablen  sind,  so 
folgt 

v,  +  2f5  +  3V3  -( \-nv^ 

*^^^  +  Jt,  +  '2fi,  +  Sji,  H h  «»f*-  =  «'". 

eine  Relation,  aus  der  sich  ein  wichtiger  Schluss  ziehen  lässt, 
den  wir  im  folgenden  Paragraphen  etwas  ausführlicher  besprechen 
wollen. 
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§■  49. 

Elimination.     Theorem  von  Bozoiit. 

Wenn  in  den  beiden  Functionen 

,  ,  /W  =  «0«"  +  «1^"-'  H h  «" 

^  '  tp  (x)  —  bü  a?"  -{-  6,  fl3'»-i  +  ■■■  +  &,„ 

die  Coefficienten  a,  &  selbst  wieder  ganze  rationale  Functionen 
einer  Grösse  y  sind,  so  wird  auch  die  Resultante  eine  ganze 
rationale  Function  von  y  werden,  die  wir  mit  F(y)  bezeichnen 
wollen,  Die  Bildung  dieser  Gleichung  ist  die  Elimination  von 
X  aus  den  beiden  Gleichungen  (1). 
Die  Gleichung 

(2)  F(y)  =  0 

hat  alle  die  Wertho  von  y  zu  Wurzeln,  wofür  die  beiden 
Gleichungen 

(3)  /(i)  =  0,         ^(x)^0 

eine  gemeinsame  Wurzel  haben.  Ist  die  Bedingung  (2)  befriedigt, 
so  findet  man  die  Werthe  von  x,  die  den  zwei  Gleichungen 
(3)  geniigen,  indem  man  den  grÖ8Sten  gemeinschaftlichen  Theiler 
von  f(x)  und  ip{x)  aufsucht.  Dieser  gemeinschaftliche  Theiler 
ist  vom  ersten  Grade  und  bestimmt  also  x  rational,  wenn 
nur  eine  solche  gemeinschaftliche  Wurzel  vorhanden  ist;  im  an- 
deren Falle  wird  er  von  entsprechend  höherem  Grade,  und  die 
Bestimmung  von  x  erfordert  noch  die  Lösung  einer  Gleichung 
höheren  Grades, 

Gehört  zu  jeder  Wurzel  der  Resultante  nur  eine  gemein- 
schaftliche Wurzel  X,  so  ist  die  Zahl  der  Werthepaare  x,  y,  die 
den  Gleichungen  (3)  geniigen,  gleich  dem  Grade  der  Resultante 
in  Bezug  auf  y.  Sind  also  die  Coefficienten  a  vom  Grade  v,  h 
vom  Grade  ^  in  Benug  auf  ?/,  so  ist  nacli  der  Gradbestimmung 
des  vorigen  Paragi'aphen  der  Grad  der  Resultante 

(5)  nv  -\-  m(i\ 

so  gross  ist  also  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Wurzelpaare. 
Diese  Zahl  kann  aber  noch  dadurch  modificirt  werden,  dass 
möglicherweise  die  Coefficienten  so  beschaffen  sein  können,  dass 
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die  höchste  Potenz  von  y  aus  der  Endgleichung  wegfallt.  Man 
würde  dann  die  Uebereinstimniung  der  Zahl  mit  (5)  nur  durch 
die  willkürliche  Hinzufugung  unendlicher  Wurzeln  retten  können. 
Auch  mehrfache  Wurzeln  gehen  zu  Bedenken  Anlass.  Man  be- 
gegnet diesen  TJehelständen  theilweise  dadurch,  dass  man  die 
homogene  Form  der  Gleichungen  zu  Grunde  legt,  eine  Form, 
in  der  sich  das  Eliminationeproblem  besonders  in  der  Geometrie 
einstellt. 

Wenn  nämlich  die  Function  f{x)  aus  einer  homogenen 
Function  n'^'  Ordnung  der  drei  Variablen  x,  y,  s  (einer  ternären 
Form)  durch  Ordnen  nach  Potenzen  von  x  hervorgegangen  iat, 
so  sind  die  Coefficienten  «oi  «i,  üJa  -  .  ■  «»  homogene  Formen  der 
beiden  Variablen  y,  z  von  dem  Grade,  den  der  Index  angiebt, 
also  tto  eine  Constante,  a\  eine  lineare,  %  eine  quadratische 
Form  u.  s.  f.,  und  Entsprechendes  gilt  von  den  Coefficienten 
Äüi  6i  .  .  .  ö™  der  Function  ff(^). 

Bedeuten  x,  y,  s  Dreieckscoordinaten  in  der  Ebene,  so  sind 
f{x)  =  0,  ff{<e)  =  0  die  Gleichungen  einer  Curve  «**■'  und 
ff^^e■!  Ordnung,  und  die  gemeinsamen  Wurzeln  dieser  beiden 
Gleichungen  (die  Verhältnisse  x-.y.z)  bedeuten  die  Schnittpunkte 
der  beiden  Curven,  Die  Endgleichung,  die  man  durch  Elimi- 
nation von  X  erhält,  ist  eine  homogene  Gleichung,  deren  Grad 
sich  aus  (15),  §,  48  gleich  nm  crgiebt. 

Eine  Verminderung  des  Gradea  kann  hier  nicht  stattfinden ; 
immer  ist  die  Endgleichung  eine  homogene  Gleichung  des  wm*"" 
Grades  für  die  beiden  unbekannten  y,  s.  Die  einzige  Ausnahme, 
auf  die  hier  zu  achten  ist,  ist  die,  dass  die  Resultante  identisch 
(für  alle  y,  s)  verschwindet,  dass  also  unendlich  viele  gemein- 
same Wurzeln  vorhanden  sind.  Dieser  Fall  hat  in  der  Geometrie 
die  Bedeutung,  dass  die  beiden  Curven  einen  Curventheil  und 
nicht  bloss  einzelne  Punkte  gemein  haben. 

Wenn  die  Gleichungen  /  =  0,  9  ^  0  nur  eine  endliche 
Anzahl  gemeinsamer  Wurzeln  haben ,  so  können  wir  in  den 
Ausdrücken 

J/i  =  y  +  ß^.       ^1  =  Ä'  +  yx 
die  Constanten  ß,  y  so  einrichten,  dass,  wenn   einem  Werth  des 
Verhältnisses   y  :  s    mehrere   verschiedene    der   Gleichungen   (1) 
genügende  Werthe  von   3:  entsprechen,  die  zugehörigen  Werthe 
von  yx'-S\  von  einander  verschieden  ausfallen. 
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Wir  küiiiniii  tliiim  /  und  ip  aucli  iils  homogene  l'unutioiieii 
vom  (ji'ade  m  und  n  der  Veränderlichen  Xy  j/,,  s^  ansehen,  und 
die  Resultante  ivird  dann  eine  homogene  Function  )»n'^  Grades 
J?(j/i,Ä'i)  von  1/,  und  s^-    Setzen  wir  darin 

y^=^  h'  -\-bX,  z^  =  c'  -\~  ck, 
so  erhalten  mr  eine  Gleichnng  mi»'^"  Grades  in  A,  und  wir 
können,  wenn  -R(»/i,  ?i)  nicht  identisch  verschwindet,  die  Con- 
stanten 6,  &',  c,  c'  so  annehmen,  dass  der  Coefficient  der  höchsten 
Potenz  von  A,  nämlich  JJ(ö,  c),  von  Null  verschieden  ist^  Dann 
entspricht  jeder  Wurzel  der  Resultante  nur  ein  Werthsystem 
des  Verhältnisses  X'.y.'s,  und  die  Anzahl  der  gemeinschaftlichen 
Wurzeln  von  /  und  <p  ist  also  höchstens  gleich  m  n.  Um  den  Satz 
aussprechen  zu  können,  dass  die  Zahl  der  gemeinsamen  Wurzeln 
immer  gleich  m  n  ist,  muss  man  noch  ein  Uebereinkommen  treft'en, 
wonach  gewisse  dieser  Wei-thpaare  mehrfach  zu  zählen  sind. 

Der  Satz,  der,  in  geometrischem  Gewände,  besagt,  dass  sich 
zwei  Curven  )h"'  und  n'-'''  Ordnixng  in  mn  Punkten  schneiden, 
wird  das  Rezout'sche  Theorem  genannt 


§.  QU. 
Elimination   aus  mehreren  Gleichungen, 

Die  Principien  der  Elimination,  die  wir  im  Vorhergehenden 
auf  zwei  Gleichungen  angewandt  haben,  lassen  sich  ohne 
Schwierigkeit  auf  mehrere  Gleichungen  mit  einer  entsprechenden 
Anzahl  von  Unbekannten  ausdehnen. 

Nehmen  wir  zunächst  die  Gleichungen 
(1)  /(j;)  =  0,     9)(a;)  =  0,     f{x)  =  0, 

der  Grade  »is,  n,  p,   deren  Goefiicienten   a,-,  J;,  d   zunächst  als 
unabhängige  Veränderliche  betrachtet  werden  sollen. 

Wir  wenden  auf  zwei  von  ihnen,  etwa  auf  /(a;),  ^(j;),  den 
Algorithmus  des  grÖssten  gemeinschaftlichen  Theilers  an  und 
erhalten  einen  letzten  Rest,  der  eine  rationale  Function  der  n 
und  b  ist  und  der,  von  Nennern  beireit,  mit  der  Resultante  Tt 
von  f{x)  und  9  (x)  üljereinstimmt,  und  einen  vorletzten,  der  eine 
lineare  Function  von  x  ist.  Die  Bedingung  für  das  Vor- 
handensein einer  gemeinsamen  Wurzel  von  /  =  0  und  ip  =  0 
ist  das    Verschwinden   der   llosultante,    und   der   vorletzte   Rest 

Wober,  AlEcbra,   I.  11 
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giebt  untiir  iliesor  Voraussetzung  für  die  gemeinsame  Wurzel 
einen  rationalen  Ausdruck  durch  die  Coefficienten. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  -^(x)  ein,  so  erhält  man, 
wenn  man  alle  Nenner  fortschafft,  eine  ganze  rationale  Function 
der  Coefficienten  et,  b,  c,  die  wir  mit  S  bezeichnen  wollen,  und 
deren  Verschwinden  in  Verbindung  mit  B  ^  0  die  noth- 
w endige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  enttiält, 
dass  die  drei  Gleichungen  (1)  eine  gemeinsame  Wurzel 
haben. 

Ersetzen   wir  nun   die  Coefficienten   a,  h,  e   der  Functionen 

(1)  durch  ganze  rationale  Functionen  einer  zweiten  Unbekannten 
j/,  deren  Coefficienten  mit  «,  ß,  y  bezeichnet  und  vorläufig  als 
unabhängige  Veränderliche  betrachtet  werden  mögen. 

B,  und  S  werden  dann  ganze  rationale  Functionen  von 
«,  ^,  y  und  y  und  wenn  wir  also  die  Gleichungen 

(2)  B  ^  0,         S  =  0 

als  Gleichungen  für  j/  betrachten ,  so  können  wir  nach  den 
Regeln  des  vorigen  Paragraphen  ihre  Resultante  T  bilden ,  die, 
wenn  sie  nicht  identisch  verschwindet,  eine  ganze  rationale 
Function   der  Coefficienten  «,  jJ,  y  sein  wird,  und  die  Gleichung 

(3)  T  ^  0 

ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  das 
Gleiehungssystem  (1)  durch  ein  oder  mehrere  Werthepaare  a-,  y 
befriedigt  werden  kann,  y  heisst  die  Resultante  des  Systems 
(1).  Man  kann  also  aus  den  drei  Gleichungen  (1)  durch  Elimi- 
nation der  Unbekannten  x  und  y  eine  Endgleichung  für 
X  bilden. 

Ersetzt  man  nun  die  a,  ß,  y  wieder  durch  ganze  rationale 
Functionen  einer  dritten  Unbekannten  z,  so  geht  T  in  eine 
Gleichung  für  z  über.  Die  Functionen  /,  ip,  ii  werden  Functionen 
der  drei  Unbekannten  x,  y,  s.  Der  Grad  der  Gleichung  (3)  giebt 
die  Anzahl  derWertlisjsteme  x,y,^,  für  die  die  drei  Gleichungen 
(1)  zugleich  befriedigt  sind. 

Sind  aber  die  Coefficienten  so  beschaffen ,  dasa  T  identisch 
(für  alle  Werthe  von  s)  ■vei-achwindet,  so  giebt  es  unendlich  viele 
Werthsysteme  x,  y,  z,  die  den  Gleichungen  (I)  zugleich  genügen. 

Betrachtet  man  x,  y,  s  als  Cartesische  Coordinaten,  so 
stellen  die  Gleichungen  (1),  jede  für  sich,  eine  Oberfläche  dar. 
Der  Grad  der   Endgleichung  T  =  0   in   Bezug  auf  s  giebt   die 
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Äiizalil  der  Scliiiittpiiükte  dieser  drei  OberHächen  an.  Ist  aber  2' 
identisch  Null,  so  haben  die  drei  Flächen  entweder  einen  Häclien- 
theil  oder  eine  Curve  gemeinschaftlich. 

Den  Grad  der  Endgleichung  können  wir  auf  folgendem 
Wege  bestimmen,  der  gar  keine  weitläufigen  Betrachtungen  über 
die  Grade  der  Functionen  E,  S,  T  erfordert.  Wir  fuhren,  um 
uns  von  Ausnahmefällen  unabhängig  zu  machen,  homogene 
Variable  ein,  indem  wir  eine  vierte,  ?'.  hinzufügen,  und  also  drei 
homogene  qnaternäre  Gleichungen 

(4)    Fix,  y,  s,  m)  =  0,     ^{x,  y,  z,  u)  ■=  0,      ''V{x,  ij,  g,  u)  =  0 

von  den  Ordnungen  m,  n,  p  betrachten. 

Nehmen  wir  den  besonderen  Fall  an,  dass  jede  dieser  drei 
Functionen  in  lauter  lineare  Factoren  zerfällt,  so  ist  klar,  dass, 
wenn  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Lösungen  nicht  unendlich  ist, 
ihre  Anzahl  gleich  dem  Product  mnp  sein  musa;  denn  wir 
können  je  einen  linearen  Factor  von  F,  0,  W  gleichzeitig  Null 
setzen  und  erJialten  so  »hwjj  Systeme  von  je  drei  linearen  Glei- 
chungen, die,  wenn  sie  von  einander  unabhängig  sind,  ebenso 
viele  Werthsysteme  fiir  die  Verhältnisse  x:y:s:n  ergeben. 

Der  Schluss,  dass  im  allgemeinen  Fall  der  Grad  der  Eud- 
gleichung  von  (4)  ebenso  gross  ist,  ist  auf  den  ersten  Blick  be- 
denklich. Das  Bedenken  kann  aber  nach  einer  Bemerkung  von 
F.  Klein, durch  folgende  einfache  üeberlegung  vollständig  be- 
seitigt werden. 

Denken  wir  uns  die  Fndgleichung  aus  den  (Gleichungen  (4) 
zunächst  unter  der  Voraussetzung  gebildet,  dass  die  Coefficienten 
in  den  Gleichungen  (4)  von  ein,ander  unabhängige  Variable  sind, 
so  wird  die  Resultante,  die  sich  nach  Elimination  von  x,  y  er- 
giebt,  gewiss  nicht  identisch  Null,  da  sie  schon  für  specielle 
Coefficientensysterae ,  z.  B.  wenn  F,  *,  ^  in  lineare  Factoren 
zerfallen-,  nicht  identisch  verschwindet,  und  wir  erhalten  eine 
homogene  Endgleichung  fiir  die  zwei  Unbekannten  s!.  ii  von 
einem  gewissen  Grade,  der  zu  ermitteln  ist. 

Specialisirt  man  die  CoefÖcienten  irgend  vde,  so  kann  zwar 
möglicherweise  die  Endgleicbung  identisch  befriedigt  werden; 
wenn  aber  diesei'  Fall  nicht  eintritt,  so  kann  ihre  Ordnung  nicht 
geändert  werden  (da  ja  alle  Glieder  von  derselben  Ordnung 
sind).  Da  nun  durch  die  oben  angenommene  Specialisirung,  die 
sich  in  dem  Zerfallen  der  Functionen  F,  O,  ^^  ausspricht,  das 
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identische  Verschwinden  nicht  stattfindet,  sondern  eine  End- 
gleichung von  der  Ordnung  mnp  auftritt,  so  muss  dies  auch  der 
Grad  der  Endgleichung  im  allgemeinen  Falle  sein. 

Hiermit  ist  das  Bezout'sehe  Theorem  für  den  Fall  vt>n 
drei  homogenen  i^uaternären  Gleichungen  bewiesen. 

Dasa  wir  uns  hier  auf  drei  'Gleichungen  heachränkt  haben, 
ist  lediglich  im  Interesse  der  Einfachheit  geschehen.  Die  Er- 
weiterung, die  für  den  Fall  von  «  Gleichungen  mit  «  -[-  1  liomo- 
genen  Unbekannten  erforderlich  ist,  ergiebt  sich  von  selbst,  und 
kann  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

Für  unsere  allgemeine  Aufgabe  wollen  wir  nur  noch  be- 
merken, dass  sieh  aus  diesen  Betrachtungen  ei'giebt,  dass  das 
Problem  der  Algebra,  sofern  es  sich  auf  die  Lösung  irgend 
welcher  algebraischer  Gleichungen  bezieht,  damit  zurückgeführt 
ist  auf  die  Behandlung  einer  Kette  von  Gleichungen  mit  je 
einer  Unbekannten. 


§.51. 
Zerlegbare  und    unKerlcgbaro   Functionen. 

Unter  den  ganzen  rationalen  Functionen  mehrerer  Veränder- 
hchen  müssen  zerlegbare  und  unzerlegbare  unterschieden 
werden. 

Eine  ganze  rationale  Function  von  irgend  welchen  Veränder- 
lichen heisst  zerlegbar,  wenn  sie  als  Product  von  wenigstens 
zwei  ganzen  rationalen  Functionen  derselben  Veränderlichen  dar- 
stellbar ist;  ist  sie  nicht  als  ein  solches  Product  darstellbar,  so 
heisst  sie  unzerlegbar. 

Wenn  eine  Function  zerlegbar  ist,  so  ist  der  (Jrad  jedes 
der  Factoren  niedriger  als  der  Grad  der  Function  selbst.  Eine 
lineare  Function  ist  also  immer  unzerlegbar,  und  jede  ganze 
rationale  Function  lässt  sich  in  eine  endliche  Anzahl 
unzerlegbarer  Functionen  zerlegen. 

Wir  nennen  eine  ganze  Function  W  durch  eine  andere  w 
theilbar,  wenn  eine  dritte  ganze  Function  )«'  existirt,  so  dass 

W=  wn' 
ist.     Daraus  folgt  dann,   dass,   wenn   U  eine   durch  w  theilbaro 
und   Feine  beliebige  ganze  Function  ist,  auch  das  Product  UV 
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durch  w  theilbar  ist,  und  dass,  wenn  ü,  l]\  U"  .  .  .  durch  w 
theilbare,  F,  V\  V"  .  .  .  beliebige  ganze  rationale  Functionen  sind, 
auch   UV-\-  U'V'-^  U"  V"  ...  durch  w  theilbar  ist. 

Ist  W  dui'ch  10  theilbar,  so  sagt  man  auch,  w  gebt  in 
W  auf. 

Zwei  ganze  rationale  Functionen  V,  F,  die  nieiit  durch  eine 
und  dieselbe  ganze  rationale  Fiuietion  theilbar  sind ,  heisson 
relativ  prim  oder  theilerfvenid. 

Wir  beweisen  den  Satz: 

1.  Sind  [T,  y,  V  ganze  rationale  Functionen  irgend 
welcher  Veränderlichen,  sind  U  und  v  relativ 
prim  und  UV  AuToh  v  theilbar,  so  ist  F  durch  i: 
theilbar. 

Dieser  Satz  entspricht  genau  einem  bekannten  Fundamental- 
satz aus  der  Lehre  von  den  ganzen  Zahlen,  dass  nämlich,  wenn 
ein  Product  von  zwei  ganzen  Zahlen  durch  eine  dritte  ganze 
Zahl  theilbar  ist,  die  zu  dem  einen  Factor  theilerfremd  ist,  der 
andere  Factor  durch  diese  Zahl  theilbar  sein  muss. 

Wir  beweisen  um  durch  vollständige  Induction.  Sind  U,  F,  v 
nur  von  einer  Veränderlichen  x  abhängig,  so  ist  der  Satz  rich- 
tig; denn  nach  ^.  6  (Satz  I)  kann  mau  in  diesem  Falle,  wenn  U 
und  V  relativ  prim  sind,  zwei  andere  ganze  Functionen  F  und  p 
von  j:  so  bestimmen,  dass 

i-U-^-p»  ^=  1, 
woraus  durch  Multiplication  mit  F 

FUV-\-pVv  =^   V 
folgt,  und  daraus  ersieht  man,  dass,  wenn  UV  durcii  v  theilbar 
ist,  auch  F  durch  v  theilbai'  sein  muss. 

Wir  nehmen  also  an,  der  Satz,  den  wir  beweisen  wollen,  sei 
für  Functionen  von  n  und  weniger  Veränderlichen  bewiesen,  und 
wir  leiten  daraus  seine  Richtigkeit  für  Functionen  von  «  -j-  1 
Veränderlichen  ab. 

Dazu  ist  erforderlich,  dass  wir  aus  dem  als  richtig  voraus- 
gesetzten Theorem  I  einige  Folgerungen  ziehen,  als  deren  Schluss 
sich  dann  die  (iültigkeit  des  Theorems  für  die  nächst  höhere 
Variablenzahl  ergiebt. 

Ist  V  eine  unzerlegbare  Function,  so  ist  eine  andere  Func- 
tion ü  derselben  Veränderlichen  entweder  relativ  prim  zu  v  oder 
durch  n  theilbar.    Damus   fnl^t   nach  I.,   dass    ein   Prodnct  von 
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zwei  Functionen  fJFnur  dLiiin  durch  o  thdlbar  sein  kann,  wenn 
einer  der  Ijeideu  Factoren  durcli  o  tlieilbar  ist.  Dasselbe  gilt 
für  ein  Product  von  melireren  Functionen,  und  so  folgt  üus  I. 
das  Theorem: 

II.  Ein  Product  aus  mehreren  ganzen  rationalen 
Firnctionen  ist  nur  dann  durch  eine  unzer- 
legbare Function  o  thoilbar,  wenn  wenij^stens 
einer  der  Factoren  des  Productes  durch  o  tljeil- 
bar  ist. 

Wenn  eine  ganze  rationale  Function  U  auf  zwei  Arten  in 
unzerlegbare  Factoren  zerlegt  ist, 

7J  =   OV'  ü"  .  .  .  =   H!  lo'  w"  .  .  ... 
so   muss   nach   II.   wenigstens   einer   der   Fact-oreu    ü,  o\  v"  .  .  . 
durch  w  tbeilbar  sein,  also  etwa  v.    Dann  aber  kann,   da  auch 
V  unzerlegbar  ist,   i>  von  w  nur  durch   einen   constanten  Factor 
verschieden  sein. 

Demnach  ist,  wenn  c  dieser  constante  Factor  ist, 

woraus  folgt,  dass  eine  der  Functionen  y',  v"  .  .  .,  etwa  v',  durch 
io'  theilbar  ist,  und  sich  also  von  w'  nur  durch  einen  constanten 
Factor  unterscheidet. 

Wir  erhalten  also  als  zweite  Folgerung  aus  dem  Theoi'cm  I: 

III.  Eine  ganze  rationale  Function  kann,  von 
constanten  Factoren  abgesehen,  nur  auf  eine 
Art  in  unzerlegbare  Factoren  zerlegt  werden. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Kegriff  des  grössteu  gemein- 
schaftlichen Theilers  von  zwei  oder  mehr  ganzen  rationalen 
Functionen  ü,  V .  .  .  Man  vei-steht  danmter  das  Product  alleV 
unzerlegbaren  Factoren,  die  in  den  Zerlegungen  jeder  der  Func- 
tionen TT,  V .  .  .  vorkommen,  oder  die  Function  möglichst  hohen 
Grades,  die  in  allen  Functionen  f/,  V.  .  .  aufgeht  Nach  III,  ist 
diese  i'unction,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  i'iii'  jedes 
Functionensystem   U,  V  .  .  .  vollständig  bestimmt. 

^lehrere  Functionen  U,  F,  W  .  .  .  heiasen  relativ  itrini,  wenn 
keine  zwei  von  ihnen  einen  gemeinsamen  Theiler  haben. 

Alle  diese  Definitionen  und  Sätze  sind  genau  analog  mit 
sehr  bekannten  Sätzen  der  elementaren  Zalilenlehre,  die  dort  als 
Folgerungen    des    Algorithmus    des    gröaster.    gemeinschaftlichen 
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Theilers  auftreten,  nur  dass  hier  die  unzerlegbaren  Functionen 
die  Rolle  der  Primzahlen  übernehmen. 

Wir  führen  noch  einen  solchea  Satz  an: 
IV,    Sind    M,   V   relativ    prim    und    JJu,    Vv   durch   tv 
tlieilhar,  su  ist   ü  durch  w  theilbar. 

Denn  zerlegt  man  die  ganzen  rationalen  Functionen  U^u,v,w 
in  ihre  unzerlegbaren  Factoren,  so  muss  irgend  ein  Factor  von 
w,  da  er  nicht  in  u  und  v  zugleich  vorkommen  kann,  in  U  auf- 
gehen. Hebt  man  ihn  aus  U  und  tv  weg,  so  kann  man  ebenso 
für  einen  nächsten  Factor  von  w  sohliessen  u.  s.  f. 

Wir  betrachten  nun  ganze  rationale  Functionen  einer  Ver- 
änderlichen t 

f(t)  =  ...1-  +  «,(■-  H h  «..-.'  +  ■'» 

deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  n  Veränder- 
lichen X  sind,  von  denen  t  unabhängig  ist. 

Sind  die  Coefficienten  m,,,  ti,  ...  tim  ohne  gemeinsamen 
Theiler,  so  heisst  /(f)  primitiv,  im  anderen  Falle  wird  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Coefficienten  ti„ ,  ii,  .  .  .  u,„ 
der  Theiler  der  Function  f(t)  genannt  (vgl,  §.  2), 

Wir  schliessen,  immer  unter  Voraussetzung  der  Gültigkeit 
von  i: 

V.  Das  Product  von  zwei  primitiven  Functionen /(() 
und  q)((J  ist  wieder  eine  primitive  Function  und 
der  Theiler  eines  Pioductes  zweier  imprimitivcr 
Functionen  ist  gleich  dem  Product  der  Theiler 
beider  Factoren. 
Der   Beweis  ist   ganz   so   wie   für   den   entsprechenden   Satz 


(1) 


Es  seien 

/(()   =   «„i-   +   M,f»-   +   .-■  +  ,(, 

9,  (i)  =  voi"  +  V,  tt'-'  -Jf i-  »„ 

zwei  primitive  Functionen  und 

(2)  F{t)  =  f;;C"+"  -f  h\t"'^''-^  ^ 1-  U„,+,, 

ihr  Product.    Es  ist  dann,  wenn  r  und  s  irgend  zwei  Ziffern  aus 
den  Reihen  0,  1  .  .  .  M,  und  0,  1,  2  ...  ja  bedeuten  (§.  2) 
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Wenn  nun  «  irgend  eine  uuKerlegbare  Function  ist,  die 
weder  in  allen  «,■  aocii  in  allen  Vs  aufgeht,  so  wählen  wir  in  (3j 
r  und  s  so,  dass  «(-,.  das  erste  nicht  durch  w  theilbare  tt  ist,  also 
«r— n  w?— a  ■  ■  ■  durch  v)  theilbar  sind,  und  dass  ebenso  Vj  das 
erste,  nicht  durch  mj  theilbare  v  wird.  Dann  bann  aucli  11,.+^ 
nicht  durch  lo  theilbar  sein,  weil  alle  Glieder,  mit  Ausnahme 
des  ersten,  durch  «i  theilbar  sind,  d.  h.  F{t)  ist  primitiv. 

Dai'aus  folgt  unmittelbar,  wenn  p  und  q  irgend  welche  ganze 
rationale  Functionen  der  x  sind,  dass  pg  der  Theiler  des  Pro- 
ductes  der  beiden  imprimitiven  Functionen  p/(t),  ^fpit)  ist,  also 
der  zweite  Theil  des  Satzes  V,     Daraus  folgt  weiter: 

VI,    Wenn    eine    ganze    rationale    Function    F(t)    der 
)(  -["  1  Variablen  x  und  (  iu  zwei  Factoren  zer- 
legbar ist,  die  in  Bezug  auf  (  ganz,  in  Bezug  auf 
die  X  wenigstens  rational  sind,  so  ist  sie  auch  in 
zwei  Functionen   zerlegbar,   die  in   x  und   (  ganz 
und  rational  sind. 
Denn  nach  der  Voraussetzung  giebt  es  eine  ganzy  rationale 
Function  w  der  x  allein   und  zwei  ganze  rationale   Functionen 
der  X  und  t,  /i  ((),  (pi  ((),  so  dass 

und  nach  (V)  muss  tw  in  dem  Product  der  'l'höiler  von  /,  (t)  und 
9j  (t)  aufgehen,  so  dass  wir  auch 

FQ)=f(t)v(t) 
erhalten,  worin /{(),  (p{t)  gleichfalls  ganze  rationale  Functionen 
von  X  und  i,  und  zwar  in  Bezug  auf  t  von  demselben  Grade  wie 
/i(()  und  ipi(t)  sind,  w.  z.  h.  w.  —  Hieraus  schliessen  wir  weiter, 
dass  zwei  Functionen  F(t),  f(t),  die  als  ganze  rationale  Functionen 
der  n  -|-  1  Veränderliehen  x  und  (  betrachtet,  in  dem  oben  deli- 
nh-ten  Sinne  relativ  prim  sind,  sich  auch,  als  Functionen  von  t 
allein  betrachtet,  und  nach  dem  Algorithmus  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Theilers  behandelt  (§.  6),  als  relativ  prim  erweisen 
müssen.  Denn  wenn  sie  einen  gemeinsamen  Theiler  hätten,  der  in 
Bezug  auf  (  ganz,  in  Bezug  auf  die  x  gebrochen  wäre,  so  Hesse 
sich  eine  ganze  Function  T  von  x  und  t  und  eine  ganze  Func- 
tion P  der  X  allein  so  bestimmen,  dass 

PF(t)=TF,(l),       Pf(t)=Tf,(t) 
wäre,  worin  F,,f,  ganze  Functionen   ohne  gempinsameii  Theiler 
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iinil     "Nith  IV  müaste  also  jp  im  Theilei'  von  2' aufgehen,  und 

eb   konntLH   F(t')   und  f(t)  nicht   relativ   prini    sein.     Es  lassen 

111  !i  also  nach  §,  6  awei  ganze  rationale  Functionen   y,  q  von  x 

lind  t  und  eine  ganze  rationale  Function  X  von  den  x  allein  ao 

hestimmen,  dass  die  Identität 

(i)  QF(t)  +  qf(f)  =  X 

bestellt. 

■  Ist  nun  <f  (t)   eine   weitere   ganze  rationale  Function  von  x 
und  t,  SU  folgt  aus  (4)  durch  Multiplication  mit  0(t) 

li0(t)F(t)  +  qt{t)f(t)  =  X0(t), 
und  wenn  also  0(t)F(t)  durch /(()  theilbar  ist,  so  ist  hiernach 
auch  X0{t)  durch  /(*)  th'eilbar. 

Demnach  können  wir,  wenn  ^(t)  und  ift')  wieder  zwei  ganze 
■Functionen  von  x  und  t  bedeuten,  setzen 
,,,  X*(()     =-  v  (')/(<) 

W  F(f)a>(()  =  ♦(()/((). 

Multiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleicbnn^'eii  mit  X  und 
setzt  aus  der  ersten  für  X®(()  den  Ausdruck  cp(t)f(t)  ein,  so 
lässt  sich  f(t)  wegheben  und  es  folgt 

fp{t)Fit)  =  XiP{t). 
Nach  IV.  muss  also  X  sowohl  im  Theiler  von  <p{t)f{t)   aVs 
im  Theiler  von  (f>{t)F(t')  aufgehen,  und  da  die  Functionen /(i) 
und  F(t)  und  mithin  auch  ihre  Theiler  relativ  prim  sind,  so  muss 
.X  im  Theiler  von  ^(f)  aufgehen.     Setzen  wir  also  demnach 

9(0=  Xf,((), 

SO  folgt  aus  (5) 

0(1)^  ^,{t)f(t), 

il.  h.  0{t)  ist  durch /(()  theilbar,  also: 

Vit.    Sind    F(t)    und   f(t)    relativ    prim    und    0{t)F{i) 

durch   f(t)    theilbar,     so    ist    0(i)    durch    jif) 

theilbar. 

Dies  aber  ist  nichts  Anderes   als  das  Theorem  I  für  I'unc- 

tiooen  von  n  -[-  l  Variablen,  und  L  ist  somit  allgemein  bewiesen. 
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§■  5'i. 

Tschirnhausen-Transformation, 

Wir  machea  von  der  Theorie  der  symmetrischen  Functionen 
und  der  Resultantenbild  uiig  noch  eine  wichtige  Anwendung  auf 
die  von  Tschirnhausen')  herrühreude  Transformation  alge- 
braischer Gleichungen. 

Es  sei 
(1)    f{x)  ^n  X"  -\-  «|^"~^  -|-  ((:i,r"~^  -i"  ■  "  ■  "i~  «ii-i^--'  -\-  "» 
irgend  eine  Function  jt'^"  Grades,  und 

(2\  „  -  ^' 

^^^  'J  -  H^) 

irgend   eine   (ganze   oder  gebrochene)   rationale  Function  von  x, 

bei  der  wir  nur  die   eine  Voraussetzung  machen,  dass  fix)  und 

■^{x)    keinen    gemeinsamen   Theiler   haben    sollen.     Nach 

dem  Schlusssatz  von  g.  6  können  wir  dann  die  Functionen  F{x) 

und9(a:),  letztere  höchstens  vom  Grade  w— 1,  so  bestimmen,  dass 

(3)  i  (X)  =  F(i)  f(x)  +  9  (I)  ♦  (i) 
wird,  so  dass,  sobald  für  x  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(4)  /(x)  =  0 
gesetzt  wird, 

wird.  Da  wir  nun  die  Werthe  von  y  nur  für  solche  Werthe 
von  X,  die  Wurzeln  von  (4)  sind,  betrachten  werden,  so  ver- 
lieren wir  nichts  an  Allgemeinheit,  wenn  wir  von  vornherein 

ij  =  (p(x), 
also  gleicli  einer  ganzen  Function  («  —  1)''=  Grades  setzen.    Es 


ganz     inibcstimnit 


(ä) 

y  = 

(p{x)  = 

«0  +  «, 

X  + 

«a  x'^  ■ 

+  ■■ 

wori 

n    die 

Coefficienten    k 

vorl 

äufig 

noch 

bleiben. 

Bezeichnen  wir 

mit 

(6) 

.  .  «;„ 

•)  Acta 

^^u^litoru 
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die  Wurzeln  der  Gleichung  (4),  so  ergeben  sich  aufi  (5)  die  -ent- 
sprechenden Werthe  TOn  y: 

(7)  */i  =  fp{Xi),    ya  =  fpi^'j)  ■  ■■  !!.,=  9ixn). 
und  diiK  Product 

(8)  *(y)  =  (!/-  i/,J  (il-h)  •■■{!/-  Ißn) 

ist  eine  symmetrische  Function  der  Grössen  (ti),  die  sich 
alKti  rational  durch  die  Coefficienten- von  f(x)  aus- 
drücken lässt. 

In  dieser  Weise  dargestellt,  möge  3»  (y)  den  Ausdnick  haben 

(9)  >P  ((/)  =  Iß  -f  i,  (/"-^  +  h  y"-^  H h  ^..-1 ;/  +  ^"■ 

Die  Coefficienten  hv  werden  nach  §.  7  durch  die  yt  bestimmt 
mittelst  dor  Foi-meln 

6i  ==  — -Syi,    (>^  =  ^<jiy%,    b-i  =  ~  2: ij^ij.,ij., . . ., 

woraus  sich  ergiebt,  dass  h,  eine  ganae  rationale-  und 
homogene     Function     v'™     Grades     von     den     Variablen 

^(y)  ist  nichts  Anderes  als  die  Resultante  der  beiden  Glei- 
chungen 

(10)  /(I)  =  0,     9.(x)-;/  =  0, 

und  nach  §.  49  kann  man  auch  uragekehit  die  gemeinsame 
Wurzel  dieser  beiden  Gleichungen  (10),  wenn  y  einem  der  Werthe 
i/ii  Ü-i  •  ■  •  Vn  gleich  wird,  rational  durch  die  Coefficienten  von 
(10),  d.  h.  rational  durch  «j,  k;,  y  ausdrücken,  vorausgesetzt,  dass 
nur  eine  solche  gemeinsame  Wurzel  vorhanden  ist. 

Dies  wird  dann   eintreten ,  wenn  die  «  Werthe  yi,  y^  ■  ■  ■  y„ 
von  einander  verschieden  sind.    Dann  erhalt  man  einen  Ausdruck 

«  =  A  +  ft»  +  ß,s'  +  ■■■  +  fc-. !/"-'. 

der  gültig  ist,  wenn  für  x  einer  der  Werthö  {6}  und  für  y  der 
zugehörige  Werth  (7)  gesetzt  wird.  Die  Grössen  ßi  sind  aus 
den  Ui  und  Oj  rational  zusammengesetzt. 

Kommen  aber  unter  den  Wertlien  yi ,  y-i  .  •  .y»  mehrere 
gleiche  vor,  so  erfordert  die  Bestimmung  der  zugehörigen  Werthe 
der  X  noch  die  Auflösung  einer  Gleichung  des  entsprechenden 
Grades.  Dieser  Grad  ist  aber  immer  kleiner  als  n,  da  die 
Function  fix)  höchstens  für  n —  1  Werthe  von  x  demselben 
Worth  y  erhalten  kann.  Wonn  also  die  filciclmng 
(U)  »(;,)  =  0 
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volKtandig  gtlust  ist,  so  ist  damit  auch  die  (lleichaug  (1)  voll- 
ständig gelost  [wenn  (11)  n  verschiedene  Wurzeln  hat]  oder 
wenigstens  auf  die  Lösung  einer  Gleichung  niederen  Grades 
zurückgeführt  [wenn  (11)  gleiche  Wurzeln  hatj. 

Demnach  betrachten  wir  (11)  als  eine  Umformung  der 
Gleichung  (1),  und  die  Bildung  von  (11)  aus  (1)  heisst  die 
Tschirnhausen-Transformation  der  Gleichung  (1). 

Der  Zweck  einer  solchen  Transformation  ist,  die  Ooei'Ü- 
cienten  Mj  so  zu  bestimmen,  dass  <P(y)  eine  einfachere  Gestalt 
erhält  als  f(x). 

Man  kann  die  Coefticienteu  b,  bilden,  wenn  man  die  Potenz- 
summen der  iji  kennt  (§.  4'2). 

Bezeichnen  wir  die  Summen  der  m''^"  Potenzen  der  xi  mit 
s„j;  der  i/i  mit  6„„  also 

s„,  =  Sx'l,         (?„,  =  Sy™, 
so  können  wir  6,,,  durch  die  s,„  auf  folgende  Art  bilden. 

Wir  entwickeln  zunächst  ^"'  nach  dem  polynomischen  Lehr- 
satz (§.  13),  setzen  also 

(12)  r  - 

^_____n(»o ^^■,.  ,,      ,.^_,  ,  ^^,,     ^,^,  ,„  _ 

^J7(v„)n(r,).../T(t.„  i)""""''"'""-'  ■^'     '  "  ' 

worin  die  Summe  sich  auf  alle  nicht  negativen  ganzzahügen 
Werthe  von  Vn,  v^  .  .  .  i',j_i.  erstreckt,  die  der  Bedingung 

(13)  v„^v,-\- h^'"-i  =  »* 

genügen.  Setzen  wir  dann  in  (12)  Xi,  Xi  .  ,  .  ic,i  für  x  und  bilden 
die  Summe  der  so  erhaltenen  Werthe  von  »/;",  y"  ■  ■  ■  y;|',  so  folgt 
(U)  a„  = 

^^  "('") ,  „,.„,1      „'„-. 

2jn(n)n(v,)...n(r^0  '*"•*"'*'"*'"••-  '  '' "'  •-" 

Hierdurch  ist  6„,  als  ganze  homogene  Function  m^"'  Ordnung 
der  «1,,  «1  .  .  .  «N_i  dargestellt.  Eine  etwas  vereinfachte  Schreib- 
weise erhält  man  nach  der  zweiten  Darstellung  von  Formen 
(§.  15).  Lassen  wir  ftj,  ftg  .  .  .  ^™  unabhängig  von  einander  die 
lieihe  der  Zahlen  0,  1  ...  w  —  1  durchlaufen,  so  wird,  wenn  in 
einer  Combination  vomal  der  Index  0,  Ciinal  der  Index  1,  i/smal 
der  Index  2,  ,  .  .  v„_imal  der  Index  n  —  1  vorkommt. 

nnd 
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g.  53.  ü!(;u!liung(!u  ilrittüu  uüil  vievU 

(*i  4-  i^i  -] h  ft".  =  ^1  +  ^»■ü  -\-  ■ 

und   ilanach  kann   der  Ausdruck  für  <J,„   st 
(16)  ».  =  Zs„t,,+.,.  +  ,,,.  »,„„,.. 


Beispielsweise  wird 

ö,  =  «0  So  - 


(16) 


63    =    2^   Sft  +  i -!-(..   K/,  K,K,,, 

,  l  die  Reilie  der  Zahlen  0,  K  2  .  . 


dargestellt  werden; 


-  1  durchlaufen. 


Aiiweiidnng   auf  die   culiiaelieii   und   biquadratisrlieii 
GleichunKOu. 

Das  Ziel,  das  schon  TschirnhT,usen  Itei  dicaei  Tr'ui'i 
formation  im  Auge  gehabt  hat,  bestand  diim  duich  Bestimmuns; 
der  Substitutionscoöfiicienten  «0,  «^  w„_i  m  dei  nmgefoiintcn 

Gleichung  0(j/)  =  0  so  viele  (rliedei  zum  Vetschwinden  zu 
bringen,  daas  die  Gleichung  lösbar  nnd  Ls  gelingt  dies  leicht 
bei  .den  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grides  wenn  es  luch 
nicht  einfach  ist,  und  nicht  ohne  weitliuflge  Rechnungen  mög- 
lich scheint,  die  sonst  bekannten  Foimeln  auf  diesem  Wp^l 
abzuleiten. 

Nehmen  wir  zunächst  die  cnbische  Gleichung 

(1)  x^  +  ax^  +  hx  -\-  c  =  Q, 
die  wir  durch  die  Substitution 

(2)  y=  a  +  ßx  +  yx^ 
umformen.    Um  die  Gleichung  für  y 

(;^)  y^^Ay^  +  By+  C' ^  0 

auf  eine  reine  cnbische  Gleichung  zurückzuführen,  haben  wir  die 

Verhältnisse  a:ß\y  ans  den  beiden  Gleichungen 

(4)  ^  =  0,    J?  =  p 

zu  bestimmen,  von  denen  die  ei-stc  linear,  die  zweite  qua- 
dratisch ist. 

Die  Gleichungen  (4]  sind  gleichbedeutend  mit 

(5)  öl   =  0,      ÖS   =:  0 
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mul  (.Tgebeti  iil^o  iiuch  (lüj  des  vorigen  l'Lir;igrii[ilieii 

worin  s«  =  3  ist.     Multiplicirt  man   die  letztere  Gleichung  mit 
«u  und  zieht  das  Quadrat  der  ersten  davon  ab,  so  folgt 
(fi)     ß^ (So s, -s!)-\-2ßy  (So s, ~ s,  s,)  +  y^ (s„  s,  -  s/)  =  0. 
Die  Oiscriniinante  dieser  quadratischen  (ileichung 

(S„  Sä  ~  Si  Ss)2   —   (So  «s  —  sf  J   (So  ■'^4  —   Sj^) 

giebt  entwickelt 

—  Sil  (Si)  Sj  S4  —  So  s,^  —  s'^ s,  —  si'  +  2  Si  Si  S:,), 
ist  also,  wenn  D  die  Discriminante  der  cubischen  Gleichung  (1) 
bedeutet  (§.46,  (9)]  gleich  —  3  7),  und  die  Auflösung  von  (6) 

giebt  also  

^  -'  y  SoSj  —  s/ 

Damit  ist  die  Gleichung  (3)  auf  eine  reine  Gleichung  zurück- 
geführt, die  zu  ihrer  Lösung  nur  noch  das  Ziehen  einer  Cubik- 
wurzel  erfordert.  Welches  Vorzeichen  wir  der  in  (7)  vorkommen- 
den Quadratwurzel  geben  wollen,  steht  in  unserem  Belieben. 

Um  die  Tsehirnhausen-Transformation  für  die  biqnadratisohe 
Gleichung  zu  benutzen,  kann  man  etwa  so  verfahren,  dass  man 
in  der  umgeformten  Gleichung 

(8)  t  -i-  *:  y'  + 1>-2  r  +  ''t  ?/  +  ^  =  n 

die  «n,  K|,  Kj.  a~  so  bestimmt,  dass 

(9)  &,  =7  0,     h,  =  0 

wird,  wodurch  (8)  in  eine  quadratische  Gleichung  lur  y^  über- 
geht, aus  deren  Wurzeln  noch  die  Quadratwurzeln  gezogen 
werden  müssen,  so  dass,  nachdem  die  Gleichungen  (9)  gelost 
sind,  noch  zweimal  eine  Quadratwurzel  gezogen  werden  rauss. 

Wenn  man  mittelst  der  ersten  Gleichung  (9)  aus  der  zweiten 
«0  eliminirt,  so  entsteht  eiue  homogene  cubisehe  Gleichung 
zwischen  «„  «tj,  (%■.  Man  kann  daher  eines  von  den  beiden  Ver- 
hältnissen Kl :  «i :  «B  beliebig  annehmen,  z.  B,  %  =  0  setzen,  und 
erhält  zur  Bestimmung  des  anderen  eine  cubiache  Gleichung. 
Dadurch  ist  dann  die  [jösung  der  biquadratischen  Gleichung  auf 
die  einer  cubischen  und  auf  Quadratwurzeln  zurückgeführt. 
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Die  TKclürnlisiuseu-Trausfoi-mation  dci'  (jleirhung 
fünften   Grados. 

Will  mfin  auf  die  Gleichung  fünften  Grades 

(1)  X-'  -\-  a^x*  -{-  flj x"-  +  «, x'^  -\-  «tX  -\-  a-,,  =^  (i 
die  Tscliirnliaiisen-Transfonnation  anwenden,  so  hat  man 

(2)  1/  =  ttfl  -|-  «i  a;  -j-  «( a;^  -|-  **s  *°'  +  '**  ^* 
zu  setzen,  und  erhält  die  Transforniirte 

(3)  r  -f  ßi^^  +  fta«/:'  +  ''^J/^  -+■  /'4?/  +  ''r,   =  0. 

Der  nächstliegende  Gedanke  wäre  nun,  die  Verhältnisse  der 
fünf  Unbekannten  «  so  zu  bestimmen,  dass 

(4)  Ä,  =  0,     hi  =  0,    h  =  0,     Jh  =  0 

würde,  wodurch  (3)  auf  eine  reine  Gleichung  zurück  käme,  und 
dies  war  wohl  auch  das  Ziel,  das  Tschimhauaen  im  Auge 
hatte.  Aber  von  den  vier  Gleichungen  (4)  ist  die  erste  linear, 
die  zweite  quadratisch,  die  dritte  vom  dritten  und  die  vierte  vom 
vierten  Grade.  Die  Endgleichung,  die  man  daraus  ableiten  kann, 
wird  dalier  {nach  g.  50)  vom  Grade  2.3.4  =  24,  und  daher 
kann  daraus  für  die  Lösung  der  Gleichung  fünften  Grades  kein 
Nutzen  gebogen  werden.  Man  sucht  daher  zunächst  nur  den 
beiden  Gleichungen  zu  genügen 
(■'))  h  =  0,     ?>,  =  0, 

wodurch  die  Gleichung  (3)  in  eine  Form  übergeht,  die  nach 
F.  Klein  (Vorlesungen  über  das  Ikosnedor)  eine  Haupt- 
gleichung  fünften  Grades  genannt  wird. 

Zur  Befriedigung  der  beiden  Gleichungen  (5)  haben  wir  die 
Verfugung  über  die  vier  Verhältnisse  et,,  :  Ki  :  a^  :  a-j  :  te,,  und  wir 
können  diese  Grossen  noch  auf  mannigfaltige  Art  zur  Verein- 
fachung der  Gleichung  fünften  Grades  benutzen. 

Wir  kommen  in  einem  späteren.  Abschnitt  ausführlicher  auf 
diesen  Gegenstand  zurück  und  beschränken  uns  hier  darauf,  die 
Ziele  im  Allgemeinen  zu  bezeichnen.  Der  Anschaulichkeit  wegen 
bedienen  wir  uns  dner  geometrischen  Einkleidung,  die  übrigens 
zum  Verständniss  der  algebraischen  Theorie,  wie  sie  später 
gegeben  werden  soll,  durchaus  nicht  wesentlich  ist. 
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Wenn  wir  mit  Hülfe  der  liueurtiii  Gliiidiuiig  tj  i=  u  vwii 
den  fiinf  (irössen  «  die  eine,  etwa  Wo,  durcli  die  übrigen  aus- 
drücken, so  können  wir  die  vier  übrigen  «i,  ct^,  «j,  «4  als  homo- 
gene Coordinaten  eines  Raumpnnktes  betrachten.  Die  Gleichung 
iä"  ^  0  stellt  dann  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  dar,  63  ;=  0 
eine  Fläche  dritter  Ordnung,  h^  =  0  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung, 65  =  0  eine  Fläche  fünfter  Ordnung. 

Wollte  man  also  1^,  J^,  64  zugleicti  zu  Null  machen  und 
dadurch  die  gegebene  Gleichung  avif  eine  reine  reduciren,  so 
mnsste  man  einen  der  24  Schnittpunkte  von  drei  Flächen 
zweiter,  dritter,  vierter  Ordnung  bestimmen,  der  von  einer  Glei- 
chung 24'™  Grades  abhängt 

Statt  nun  so  zu  verfahren ,  sucht  man  auf  der  Fläche 
hj  =  0  eine  gerade  Linie  zu  bestimmen.  Solcher  gerader  Linien 
giel>t  es  auf  jeder  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  oder  zwei 
Schaaren  (reell  oder  imaginär),  und  man  kann  eine  dieser  Geraden 
durch  Quadratwurzeln  bestimmen,  wie  weiter  unten  aus- 
geführt werden  soll.  Die  Ermittelung  eines  Schnittpunktes  einer 
dieser  geraden  Linien  mit  der  Fläche  J^  =  0  führt  dann  auf 
eine  Gleichung  dritten  Grades,  und  wenn  man  noch  durch  Be- 
stimmung eines  gemeinsamen  Factors  der  u  den  Coefficienten 
64  ^  1  macht,  so  erhält  die  Gleichung  für  y  die  Gestalt 
(G)  yä  +  y  +  i  =  ü, 

wodurch  p  als  Function  einer  Variabein  &  bestimmt  ist. 

Diese  Gleichungsform  wird  gewöhnlich  nach  dem  englischen 
Mathematiker  Jerrard  genannt,  der  sie  im  Jahre  1834  bekannt 
machte.  Sie  ist  aber  schon  viel  früher  (1786)  von  F.  .T.  Bring 
in  Lund  publicirt  worden  i}.  Wir  nennen  sie  daher  die  Briiis- 
.lerrard'sche  Form: 

Ebensogut  konnte  man  dur(;h  eine  Gleichung  vierten  Grades 
&4  =  0  machen,  und  würde  eine  zweite  Normalform  der  Gleichung 
fünften  Grades  erhalten: 
(7)  y.^  +  y5  +  6  =  0, 

die  die   gleiche  Berechtigung   hat,  wie   die  Bring-Jerrard'scho 
Form. 

Für  die  Lösung  der  Gleichung  fünften  Grades  freilieli  wird 
durch  diese  Betrachtungen  nichts  gewonnen.    Ilir  Nutzen  besteht 

i)  Vgl.  F.  Klein,  Voilesnogen  über  das  Ikosaeiler,  S,  143, 
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darin,  dass  die  Gleichung  fünften  Grades  auf  eine  Normal- 
form  zurückgeführt  mrd,  die  nur  von  einem  veränderlichen 
Coefficienten  abhängt.  Dies  kann  auf  unendlich  viele  verschiedene 
Arten  erreicht  werden  und  gelingt  am  einfacliaten,  nämlich  ohne 
Lösung  einer  Gleichung  dritten  oder  vierten  Grades,  wenn  man 
die  Gleichung  fünften  Grades  5-,  =  0  selbst  ah  eine  Umformung 
der  gegebenen  Gleichung  fünften  Grades  betrachtet.  Hat  man 
nämlich  die  Gleichung  Jj  =  0  gelöst,  so  wird  einer  der  fünf 
Werthe  von  y  gleich  0,  und  die  gegebene  Gleichung  fünften 
Grades  ist  damit  zugleich  gelöst. 


y  Google 


Fünfter  Abschnitt. 
Lineare  Transformation. 


Einführung  der  linearen  Transformation. 

Wenn  wir  in  irgend  welchen  Functionen,  die  von  den  m 
Veränderlichen  Xi,  x^  .  .  .  x^  abhängen,  für  diese  Veränderlichen 
lineare  Ausdrücke  einsetzen,  die  von  tn  neuen  Veränderlichen 
a:J,  x'i  .  .  ■  x^i  abhängen 

3!i    —   «(1)«;  -\~a(^'>X2-\ h  «("'^mi 


(1) 


so  nennen  wir  dies  eine  lineare  Substitution,   und  das  Er- 
gebniss  eine  lineare  Transformation. 
Die  Grösse 

(23 


«ni,  «<2>  .  .  .  ( 

beisst  die  Suhstitutionsdeterminante.  Sie  muss  immer  von 
Null  verschieden  sein,  da  sonst  durch  (1)  eine  Abhängigkeit 
iiwischen  den  Variablen  Xi,  x^  .  .  .  x»t  ausgedrückt  wäre. 

Durch  eine  lineare  Substitution  geht  jede  homogene  Func- 
tion  der    Variablen    x   in    eine    homogene    Function 
Grades  der  Vaiiahlen  x'  über. 
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So  geht  beispielsweise  jede  lineare  Function 

y  =  SaiXi 
in  eine  ebensolche  FEiiction 

y  =  Ea'iX'i 
iiher,  worin 

(3)  du  =  haiuf. 
Betrachten  wir  m  solcher  linearer  Functionen 

«/,.  =:  2^ai^,.Xi  v  =  1,  2  .  .  .m, 

so  erhalten  wir  in  transformirte  Functionen 

yv  =  ^a'i,^x'i  )'  =  1,  2  .  .  .m. 

Die  Determinanten  der  Systeme  yt,  y'v 

z/    =    2;   i   ttj^l  «2,2    ,    .    .   ö,|^„„  /^'   ^=    £  +   öi,l  «i.ä    ■    ■    ■    tt™,  m 

stehen  nach  dem  Mnltiplicationsgesetü  der  Determinanten  iu  der 
Abhängigkeit 

(4)  z/'  —  rzl, 

so  dass  die  eine  nicht  ohne  die  andere  verschwindet. 

§.  bis. 

Quadratische   I''  o  r  m  e  n, 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Transformation  der 
homogenen  Functionen  zweiten  Grades  oder  der  quadratischen 
Formen,    "Wir  bezeichnen  sie,  wie  schon  im  ersten  Abschnitt,  ao : 

(i)  9(a^ii  '£i  .  .  .  Xm)   =   ^ai,1i'£iXl»  <H,k   -—    «fr,!. 

Durch  die  Substitution  §.  55,  (1)  geht  (p  über  in 
(2)  '^{x'i,  x'i  .  .  .  x',„)  =^  iaf,j;  sfi'xi. 

Setzen  wir  x  -{-  ^  für  x  und  ebenso  x'  -|-  |'  für  x',  so  dass 
die  §'  mit  den  |  in  derselben  Abhängigkeit  stehen,  wie  die  x' 
mit  den  x,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

\f'{x,)   =  Mi,      \^'(x\)    =    Ui 

setzen,   durch  Vergleichuiig   der   Glieder   der   ersten    Dimension 
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(3)  2.^1,«,.  =.2;  ^u;, 

also,  wie  in  §.  55,  (3) 

(4)  n„  =  i-«ft)^(,. 
Nun  ist 

(5)  Uk  =  ^üiij  Xi,        Mi  ^.  i'ai^i  Xi, 

und  demnach  giebt  uns  (4)  die  Transformation  von  m  linearen 
Functionen,  Die  Coefficienten  des  gegebenen  Systems  sind  a'k,!, 
und  des  transformirten ,  die  man  durch  Einsetzen  des  ersten 
Systems  (5)  in  (4)  erhält, 

(6)  h,k  =  -i«f  öi,ft. 
Die  Determinante  des  ersteren  Systems 

H'  =  2;  +  «5,1  c4,E  ■  .  •  o4i,,n 
ist  nach  §.  55,  (4) 

ujid  nach  (Cl)  ist  die  Detei-minante  der  bi,,h 

:=:  r£  +  diji  «2.3  .  .  -  ff™,  ,n- 

Wenn  wir  also 

(7)  H  =  i'±ai,i  aa,ä.  ■  ■  «»,,». 
setzen,  ao  haben  wir  den  wichtigen  Satz 

(8)  H'  =  r-^H. 

Die  Determinante  H  wird  die  Determinante  der  Form 
q)  (x)  genannt. 

Sie  ändert  sich  also  bei  der  linearen  Transformation  der 
Function  (p  nur  um  den  Factor  r^,  und  sie  kann  bei  der 
transformirten  Form  nicht  verschwindeü ,  wenn  sie  es  bei  der 
ursprünglichen  nicht  thut. 

Das  Verschwinden  der  Determinante  H  hat  die  Be- 
deutung, daes  die  Function  (p(x)  sich  auffassen  lasst  als 
eine  Function  von  weniger  als  m  Veränderlichen,  die 
lineare  Functionen  der  x  sind. 

Denn  wenn  erstens  durch  eine  lineare  Transformation  (p(x) 
in  die  Function  0(x')  übergeht,  die  von  einer  der  Veränderlichen, 
etwa  Ton  x'i,  unabhängig  ist,  so  verschwindet  H',  da  die  Elemente 
in  einer  der  Zeilen  (und  Golonnen)  alle  verschwinden,  und  also 
ist  wegen  (8)  auch  H  ^=  0. 

Zweitens  aber  ist  II  die  Determinante  des  Systems  linearer 
Gleichungen 
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(9)  <p'{xi)  =  0  i  =  1,  2.  ..»», 

und  wenn  diese  Determinante  verschwindet,  so  giebt  es  (§.  24,  III) 


(10)  X'^\  itif!  .  .  .  xlf^, 

dessen  Elemente  nicht  alle  verschwinden,  und  die,  für  die  x  ein- 
gesetzt, den  Gleichungen  (9)  genügen. 

Nun  hat  man  aber,  wenn  Xt,  xl  irgend  zwei  Grössensysteme 
sind,  und  A  ebenfalls  eine  willkürliche  Grösse  bedeutet,  die  iden- 
tischen Gleichungen 

(11)  (fi{x  -f  kx')  =  (p(x)  +  ^llxitp'ixl)  -\~  X^ipixf) 

(pix")  =  ^  2^  x'i  tp' (x'i), 
[§.  16,  (12)  bis  (15)],  so  dass,  wenn  für  xl  die  Werthe  4"'  gesetzt 
werden 

(12)  q>(xi+?.xf)  =  cp(x}, 

ganz  unabhängig  von  X  wird.     Wenn  wir  nun  annehmen,   es   sei 
ir}"'  von  Null  verschieden  und  wir  setzen 


^w' 


:  x^  aij"'  —  aTj  x'/> 

:  X^  Xi"'   —  Xl  «(" 


SO  folgt 
(14) 

wodurch  ip(x)  durch  die  »» — -1  Veränderlichen  y,,  j/j  . 
gedrückt  ist 


Xf)^^{x)    =    ^=(0,   !/2,    ?/3    .    .    .   J/J, 


§.57. 

Transformation  der  quadratischen  Formen  in   eine 
Summe  von  Quadraten. 

Wir  machen  von  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  sogleich  eine 
wichtige  Anwendung  auf  die  Discriminante  der  Function  (11) 
(als   Function    zweiten   Grades    von   K    betrachtet),   wobei   nicht 
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mehr  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Determinante  der  Function  (p 

verschwindet.    Diese  Discriniinante  ist 

(1)  ti->)  ~  [2:xitp'(xl)f  —  4:(p(x)(p(x'). 

Sptzeii  wir  in  ihr  a;;  -|-  ^^'i  ^n  Stelle  von  Xi,  so  ergiebt  sich, 
wenn  man  fiii  <p(x  -{-  Xx')  den  Ausdruck  g.  56,  (11)  substituirt 
und  £  i,  g>'  {Xt)  =  2(p  (ßf)  setzt, 

Jlj(x^kx')  =  ti^:), 
woiaus  hei\oigeht,  dass  ■iii(x)  nur  tob  m  —  1  linearen  Verbin- 
dungen dei  m Veränderlichen  abhängt.    Setzt  man  für  x'i, x'^... x',^ 
beliebige  specielle  Werthe,  für  die  f{x')  nicht  verschwindet,  und 
nimmt  Xi  -von  Null  verschieden  an,  so  wird 

X'^i{ll    fjj  x„)  =  ii'{0,  x^x'i  —  X.,x'2i  ■  ■  ■  x„^x\  —  x^x',,,), 

also  eine  Function  der  m  —  1  Veränderlichen 

)/j    ^  X^X'i  —  XiX'-i,.  .  .  J/„i  ^=  XmX'i  —  XiX'„t. 

Man  kann  cliea  auch  dadurch  bestätigen,  dass 

für   Xi,  x^  .  .  .  Xm  =  ^1,  ^'s  ■  •  ■  ^'m   ^''llß    zugleich    verschwinden, 
dass  also   die  Determinante  der  Function  ip  verschwinden  muss. 

Die  Formel  fl)  enthält  nun  ein  sehr  wichtiges  Resultat,  das 
sich  am  besten  übersehen  lässt,  wenn  wir  dieser  Formel  folgende 
Gestalt  geben. 

Wir  setzen 
,^,  i>{x)  =  —  4(p{x-)x{y-2;  .  ■  ■  !/m) 

^  2Jxi<p'(x:)  ==  iV^iTJYi, 

und  erhalten 

(3)  Vi^)  =  Yl  +  x(¥-^,  Vi  ■  •  ■  yn.), 

wodurch  <p  (x)  dargestellt  ist  als  Summe  aus  einem  Quadrat  einer 
linearen  Function  yi  und  einer  Function  x  ^on  m  —  1  Variablen, 

Daraus  aber  folgt  der  wichtige  Satz 

Eine  quadratische  Form  von  m  Veränderlichen  lässt 
sich  immer  darstellen  als  eine  Summe  von  Quadraten 
von  m  oder  weniger  linearen  Functionen. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  richtig  für  eine  Function  von  einer 
Variablen,  die  ja  selbst  ein  Quadrat  ist.  Aus  (3)  folgt  aber  die 
Richtigkeit  des  Satzes  für  eine  Function  von  m  Veränderlichen, 
wenn  seine  Richtigkeit  für  eine  Function  von  m  —  1  Veränder- 
lichen vorausgesetzt  wird. 
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Die  Darstellung  ist,  wie  (2)  zeigt,  auf  unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten  möglich,  da  die  ganz  willkürlichen  Grössen  x' 
noch  in  dieser  Formel  vorkommen. 

Eine  Darstellung  durch  weniger  als  wj  Quadrate  ist  nur  dann 
möglich,  wenn  die  Determinante  der  Function  ff  verschwindet. 

Da  in  dem  Ausdruck  (2)  für  F,  eine  Quadratwurzel  vor- 
kommt, so  kann  F^  reell  oder  imaginär  sein,  selbst  wenn  die 
Coefficicnten  von  gj  und  die  x  und  x"  reell  vorausgesetzt  werden. 

Setzen  wir  aber  in  dem  Falle,  wo  Fi  imaginär  ist,  i  F,  an 
Stelle  von  T^,  so  können  wir  unseren  Satz  auch  so  aussprechen : 

Eine  reelle  quadratische  Form  von  m  Veränder- 
lichen lässt  sich  als  Summe  von  höchstens  m  positiven 
oder  negativen  Quadraten  reeller  linearer  Functionen 
der  X  darstellen '). 


Trägheitsgesetz   der  quadratischen  Formen, 

Für  die  Zerlegung  einer  quadratischen  Form  in  Quadrate 
gilt  nun  der  folgende  Satz,  der  von  Sylvester  den  Namen  des 
Gesetzes  der  Trägheit  der  quadratischen  Formen  erhalten  hat 
(Philos.  Mag.  1852). 

Wie  man  auch  eine  reelle  quadratische  Form  fp{x) 
in  die  Summe  von  positiven  und  negativen  Quadraten 
linearer  Functionen  zerlegen  mag,  die  Anzahl  der  posi- 
tiven und  negativen  dieser  Quadrate,  und  also  auch  ihre 
Gesammtzahl,  ist  immer  dieselbe,  vorausgesetzt,  dass 
zwischen  diesen  linearen  Functionen  keine  lineare  Ab- 
hängigkeit besteht. 

Der  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  ist  sehr  einfach. 


1)  Für  die  allgemeine  Theorie  der  linearen  Tranafnrmation  der  Frirmea 
zweiten  Grades  sind  ausser  den  Unters aehungen  VDn  Jacobi  und  IIb  e 
(Hesse,  „Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Eiimes"  dritte 
Auflag-e,  besorgt  von  Gundelfingei  Leipzig  187(t>  besonders  die  Ai 
beiten  \on  Weierstrass  und  Kronecker  (Monatsberichte  dei  Brtl  nei 
Akademie  186«,  1874)  von  Bedeutung.  Eingehende  histoiische  Darlegung 
der  Entwickelung  der  Frage  in  dem  „Eericht  über  den  gegenwaitigen 
Stand  der  Invariantentheorie"  von  Franz  Mej  er  (eistei  Jahresbei icht  dei 
dcutsclien  Mathematiker -Vereinigung,  Leilm  ls92) 
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(1)  <p  (x)  3=  Y^  -^  Y,^^ y;'  -  y{'  -  Yi^ y;? 

=  Zf  ->r  ZI  -\ 2,?  -  z^  —  z:,^ z;}. 

zwei  Zerlegungen  von  ^{a;)  in  Quadrate.  Es  seien  also 
Yj,  Tb  .  .  .  Yy,  Y'i,  Y'i  .  .  .  Y'v'  homogene  lineare  Functionen  von 
X,  zwischen  denen  keine  lineare  Relation  mit  constanten  Uoeffi- 
eienten  besteht  und  also  v  -\-  v'  ^  in;  dieselben  Voraussetzungen 
werden  über  die  Fnnctionen  Zu  Z.j...Z„^  Z\,  Z'^.-.Zf,'  gemacht, 
so  dass  auch  ft  +  ;t'  ^  ■>n  ist. 
Angenommen,  es  sei 


(2) 


tlaiin  können  wir  die  Variablen  x  den  linearen  Gleichungen 
y,  =  0,     Ta  ^  0  .  .  .  F,  =  0 

z\  =  %   2i  =  0 . . .  z;«-  =  0 

unterwerfen,  deren  Anzahl  v  -|-  f '  kleiner  als  m  ist. 

Wenn  nun  die  sämmtlichen  Functionen  2',,  Z^  .  ■  ■  Z^  linear 
abhängig  wären  von  den  Functionen  y,,  Y^  ...  J,,  Z'i,  Z'^  ...  Z'^; 
so  könnte  man  aus  diesen  ft  Gleichungen  durch  Elimination  der 
V  Variablen  Fj,  Y^  .  .  .  Yv  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den 
/?!,  Z^  ,  .  ,  Zy.,  Z[  .  .  .  Z^i'  herleiten,  die  nach  Voraussetzung  nicht 
bestehen  soll.  Es  ist  also  das  Verschwinden  sämmtlicher 
Z\.  Z3  .  .  .  Z/,  nicht  eine  nothwendige  Folge  der  Gleichungen  (2), 
und  wir  können  zu  den  Gleichungen  (2)  noch  eine  nicht  homo- 
gene hinzuiiigen,  etwa 

Z,  =  1, 
dann  haben   wir   für  die  m  Unbekannten  x   ein   System   von  m 
oder  weniger  Gleichungen ,  die  von  einander  unabhängig  sind, 
sich  also  nicht  widersprechen. 

Dann  ergiebt  aber  die  zweite  Darstellung  (1)  für  fp(x)  einen 
positiven  Werth,  während  die  erste  einen  negativen  oder  ver- 
schwindenden Werth  giebt,  worin  ein  Widerspruch  liegt.  Es 
folgt  also 

V   ^   II, 

und  da  man  ebenso  schliesst 

so  bleibt  nur   j;  =  fA  übrig.     In   gleicher  Weise   kann   man  be- 
weisen,  dass    v'  =  fi'  ist,   wodurch    unser   Satz   vollständig   he- 
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Tritusformation  von  Formen  (*"'"  Grades. 

Wenn  eine  Form  w'™  Grades  von  m  VeväiiderHchen,  F(x)^ 
durch  eine  lineare  Substitution  f§.  55,  {!)]  tranaformirt  wird  in 
$(y),  so  wird  gleiclizeitig  die  lineare  Function  der  Veränder- 
lichen §1,  ^2  ■  •  ■  im 

(1)  S^iF'ixd 

durch  dieselbe  auf  |;  angewandte  Siihstitution  in 

(2)  £|;*(4) 

transtbrmirt ,  weil  beide  Ausdrücke  den  Coefficienten  der  ersten 
Potenz  von  (  in  der  Entwickelung  von 

nach   Potenzen    von   t   darstellen  (§.  16).     Desgleichen  wird   die 
quadratische  Function 

(3)  2^^ihF"(XiX^) 
in 

(4)  2;i;s;i*"(a:;,a;i) 

transformirt. 

Wenden  wir  das  erste  Resultat  auf  ein  System  von  m  Func- 
tionen Fi(x),  F^ix)  . . .  Fm(x)  von  beliebigen  Graden  an  und  be- 
zeichnen mit  ^  die  Determinante 

F;(i-o,y;  («,)...  *■;(,,.) 


f;(i,).  fi.(',)  ■  ■  ■  -f-W  i 

während   wir    mit   J'    die    entsprechende,    aus   den   Functionen 
©1,  0-1  ...  0,n  gebildete  Determinante   bezeichnen,    so   erhalten 
wir  nach  §,  55,  (4),  wenn  wir  wieder  mit   r  die   Substitutions- 
determina.nte  bezeichnen, 
(5)  J'  =  r^. 

Die   Function  z/  heisst  die  Functional-Determinan te 
der  m  Functionen  Fi,  F^  .  ■  .  F,,,. 

Desgleichen   erhalten   wir  aus   der  Transformation   (3),   ('!), 
wenn  wir  mit  H  die  Determinante 


y  Google 


18ß  Fünfler  Abschnitt. 

F"{x^,  X,),  F"(X,,  x^)  ..  .  F"(xy,  x,„) 
F"{x^,  xi),  F"{x^,  x^)  ..  .  F"(X3,  x^) 

F"{x„,,x^\  F"{x^,  X,)...  F"(x,^,  x^) 
und  mit  H'  die  entsprechende  Determinante  für  die  transformirte 
Function  0  bezeichnen,  nach  §.  56,  (8) 
(6)  H'  =  r^H. 

i/ heiast  die  Hesse'sche  Determinante  i)  der  Function 
F.  In  beiden  Formeln  (5)  und  (6)  bedeutet  r  die  Substitutious- 
detorminante. 

§-  60. 
Invarianten   und   Covarianten, 

Hei  der  linearen  Transformation  der  homogenen  Functionen 
treten  immer  gewisse  Functionen  der  Coefficienten  auf,  die,  wenn 
man  die  Coefficienten  der  gegebenen  Form  durch  die  Coefficienten 
der  transformirten  Form  ei-setzt,  sich  nicht  anders  ändern,  als 
dass  sie  einen  Factor  annehmen,  der  eine  Potenz  der  Substitutiona- 
determinante  ist.  Auch  bei  gleichzeitiger  (simultaner)  Trans- 
formation eines  Systems  von  mehreren  Formen  kommen  solche 
Functionen  vor,  die  von  den  Coefficienten  aller  Formen  des 
Systems  abhängen.  Solche  Functionen  sind  z.  B.  bei  einem 
System  von  n  linearen  Formen  die  Determinante  des  Sy- 
stems, und  bei  einer  tjuadratisclien  Form  die  Determinante 
dieser  Form, 

Man  nennt  diese  Functionen  Invarianten  der  Form,  oder 
■wenn  sie  von  mehreren  Formen  abhängen,  simultane  Inva- 
rianten des  Systems, 

Wenn  also  I{a)  eine  Function  der  Coeflicienten  u  einer 
Form  F(x)  ist  und  wenn  a'  die  Coeflicienten  der  transformirten 
Form  0(a;')  sind,  so  heisst  I(a)  eine  Invariante,  wenn  die  iden- 
tische Relation 


1)  Genanut  iiach  Hesse,  der  in  geometriachea  Unters u oh ungoii, 
namenthoh  m  der  Theorie  der  Curven  dritter  Oi'dnung  und  in  Eliminations- 
ptoblemeu   diese  Detevroinante  vielfach  anwandte  und  ihre  Bedeutung  er- 
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(1)  /(«■)  =  r'-7(o) 

bestellt.  Den  Exponenten  k  wollen  wir  das  Gewicht  der 
Invariante  nennen.  Ist  dieser  Exponont  Null,  so  heisst  /eine 
absolute  Invariante. 

Man  betrachtet  meist  nur  ganze  rationale  Invarianten, 
d.  !i.  solche  Functionen  J,  die  von  den  Coefficienten  a  rational 
abhängen  und  überdies  ganze  homogene  Functionen  von 
ihnen  sind.  Die  simultanen  Invarianten  sollen  in  Bezug  auf  die 
Coefficienten  einer  jeden  der  Formen,  von  denen  sie  abhängen, 
homogen  sein. 

Ausser  den  Invarianten  giebt  es  auch  Functionen,  die  neben 
den  Coefficienten  die  Variablen  selbst  noch  enthalten,  im  Uebrigen 
aber  dieselben  Eigenschaften  wie  die  Invarianten  (1),  „die  In- 
varianteneigenschaft" haben;  also,  wenn  C(x,  a)  eine  solche 
Function  ist 

(2)  G{x\  a')  •-=  r^  0(x,  «)■ 

Solche  Functionen  heissen  Covarianten  der  Form  F(x) 
Die  Functionaldeterminante  ist  eine  simultane  Covariante  eines 
Systems  von  m  Functionen  und  die  Hesse' sehe  Determinante 
einer  Function  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade,  ist  eine 
Covariante  einer  einzelnen  Form.  Auch  unter  den  Covarianten 
betrachtet  man  vorzugsweise  ganze  rationale  und  homogene 
Functionen  von  x. 

Ist  m  die  Anzahl  der  Variablen  x,  n  der  Grad  der  Function 
F(x),  V  und  fi  die  Grade  von  (7(a!,  a)  in  Bezug  auf  die  x  und 
a,  so  besteht  zwischen  den  Zahlen  l,  (i,  v,  m,  n  die  Relation 

(3)  w(t  =  ™A  -|-  v, 

die  man  dadurch  beweist,  dass  man  den  Grad  der  rechten  und 
linken  Seite  von  (2)  in  Bezug  auf  die  Substitutiouscoefficienten 
vergleicht.  Die  a'  sind  nämlich  in  den  Substitutionscoefficienten 
vom  b'™  Grade,  r  vom  i»'™  Grade,  x  vom  ersten  Grade,  woraus 
sich  (3)ergiebt.  Die  entsprechende  Formel  fiir  die  Invarianten 
erhält  man,  wenn  man  v  =  0  setzt,  wie  denn  überhaupt  die 
Invaiianten  als  specieller  Fall  der  Covarianten  betrachtet  werden 
können. 

Ein  allgemeines  Gesetz  zur  Bildung  von  Invarianten  und 
Covarianten,  das  wir  in  den  besonderen  Fällen  des  §.  59  schon 
gebraucht  haben,  wollen  wir  kurz  besprechen. 
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(4)  F. {X, I)  =  j^^ ___AJ__  |..  ^., . . .  e-D„..„..«JF), 


ISS  Fünfter  Abschnitt.  §.  60, 

Wenn  wir  nach  den  §.  16,  (4)  die  Function 

F{x,  +(^1,  x,  +  ti,  .  .  .  a:„.  +  (|,„) 
nach  Potenzen  von  t  ordnen,  so  erhalten  wir  für  den  Coefficienten 
von  P' 

«1  +  «s  +  ■ \-  (^  =  V. 

Wenn  wir  auf  die  Variablen  S  und  x  gleichzeitig  die  lineare 
Transformation  (1),  §.  55  anwenden,  so  geht  Fy(x,^)  in  CPr(a;',g') 
über,  was  man  aus  F^  erMlt,  wenn  man  gleichzeitig  alle  Buch- 
staheu T,  |,  n  durch  x\  |',  «'  und  F  durch  $  ersetzt. 
Daraus  folgt: 

L  Betrachtet  man  Fv{x,^  als  Form  v'™  Grades 
von  I  und  bildet  eine  Invariante  dieser  Form, 
deren  Coefficienten  also  noch  von  den  x  ab- 
hängen, so  erhält  man  eine  Covariante  der 
Form  F. 
und  da  die  Variablen  x  und  |  derselben  Transformation 
unterliegen,  so  ergiebt  sich  ebenso: 

II.  Bildet  man  eine  Covariante  der  Function 
Fy{x,  g)  als  Function  von  |  betrachtet,  und  er- 
setzt darin  die  §  durch  die  x,  so  erhält  man 
eine  Covariante  der  ursprünglichen  Function 
F(x). 
Die  gleichen  Sätze  gelten  auch  für  simultane  Invarianten 
und  Covarianten. 

Von  den  Functionen  F,(jc,  |)  gilt  der  Satz 
(5)  F.{x,^)  =  r„_.(g,a;), 

der  sich  durch  die  Vergleichung  entsprechender  Potenzen   von  ( 
auf  beiden  Seiten  der  Identität 

F{x^  +  Ui  .  ■  ■  ^.»  +  iln)  =  P'F{t-^x,  +  li  .  .  .  t-^x,,,  +  |.,0 
ergiebt. 

Die  Functionen 

werden  die   Polaren  der  Function  F{x)  genannt.  Und  zwar 
heisst  Pv{x,  I)  die  i/*"  Polare.     Auch  von  ihnen  gilt  der  Satz 
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Der  constante  Factor  11  (v)  11  (n  —  v)  :  11  (n)  ist  zugesetzt, 
damit,  wenn  die  Form  F(x)  mit  den  Polynomialcoefficienteii 
geschrieben  ist,  die  Functionen  Py  möglichet  einfache  Coefficienten 
erhalten. 

Für  die  binäre  Form  f(x,  y),  Jiuf  die  wir  im  Folgenden 
diese  Definitionen  hauptsächlich  anwenden  werden,  ergeben  sich 
für  die  Polaren  folgende  Ausdrücke : 

^■(*'  8  =    ,.(„'_  1)   [iVi^'")  +  2 1. ,/"(»:,!/)  +  <,'f"{ll,V)\, 
und  allgemein 

«(..-l)...(«-^  +  l)P,(iS,  ö  = 
,,<rf,       ,,_,  8-/  ,  8'/ 

*    dx'  +  "*      '  dx-'  dy^  r  '    dr' 


%  61. 

Lineare   Transformation   binärer   Formen, 

Eine  ganze  rationale  Function  «ten  Grades  von  x 

(1)  f{x)  =  aoX"  +  «(3^-1  +  fflafl^-ä  -1 \-a„-iX  +  «„ 

wird  in  eine  binäre  Form   verwandelt,   wenn  man  x  durch  x  :  y 
ersetzt  und  mit  i/"  multiplicirt  r 

(2)  f{x,  y)  =  tto*"  +  ayX-'-Uj^  a^x»-^y^  -{ [-  «„r- 

Wenn  man  die  Wurzeln  von  f{x)  kennt,  so  kann  mau  f{x) 

in  H  lineare  Factoren  zerlegen: 

(3)  f{x)  =  Ch{x^  a,)  {x^a,)...(x~  «„), 
und  daraus  ergiebt  sich 

(4)  f{x,  y)  =  a,{x  —  a.^y)  {x  —  K^y)  .  .  .  (x  —  a„y). 
Ersetzt   man    aber    auch   «i,   «g  ,  .  ,  m„   durch    Verhältnisse 

«1 :  ßt,  «a :  ^(,  .  .  .  «„ :  ^„,  so  erhält  man 

(5)  /(^,  ?/)  =  ^(ic^i  -  y«i)  (^'ß,  -?/«.)...  (a^^«  -  !/«.). 
wenn 

«.  =  /l(l,|3,  ...ft, 
gesetzt  wird. 
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Für  die  Factoren  von  f(x,  y),  die  uns  jetzt  Öfter  begegnen, 
führen  wir  als  Abkürzung  das  Zeichen  ein 
(C)  xß,-yK,  =  (xß,). 

Ebenso  werden  wir  setzen 

worin  3^1,  ^1  und  x^,  y^  zwei  beliebige  Vaiiablenpaare  sind.  Wenn 
wir  die  inhomogene  Darstellung  anwenden,  so  setzen  wir  noch 
kürzer 

«  —  «1  =  (0,  1),  «  -  «3  =  (0,  2}  .  .  .  a;  -  «„  ^  {0,  n) 

«,  ^  «,  =  {1,  2)  ...«;  —  «^  =  (;,  /,■). 
Machen  wir  in  der  Form  (2)  eine  lineare  Substitution 
^g-,  x=Kx'-\-ßy' 

y  ^  yx'  -]-  Sy' 
mit  der  von  Null  verscliiedenen  Determinante 

(10)  <  =  ««-(!r, 

SO  gebt  die  Form  f{x,  y)  in  eine  Form  wten  Grades  F(x',  y') 
über,  und  es  ist 

(11)  F{s;,  y')  =  a't,x"'  -\-  a\  x'"'^ y'  -j-  a'iix'"''^y'^  H a'^y'". 

Die  Coefficienten  a»,  a'i  .  .  ■  a»  der   transformirten  Form   er- 

liält  man  als  lineare  und  homogene  Ausdrücke  in  den  Coeffi- 
cienten 0(1,  tti  .  .  .  a„  und  als  homogene  Ausdrücke  «"°  Grades 
in  den  Substitutionscoefficienten  w,  ß,  y,  8.  Man  erhält  so,  wenn 
man  y  =^  1,  j/'  r=  0  oder  a;'  =  0,  ^'  =^  1  setzt, 

(12)  «ö  =  /(«,  r%        <  =  f(ß.  S). 

Die  übrigen  Coefficienten  a'  kann  man  durch  die  Derivirten 
der  Function  f(x,  y)  ausdrücken,  z.  B. 

(« -!)<.;  = /»/■(«) +  «/■(,), 

was  wir  nicht  weiter  ausfuhren. 

Wenn  wir  auf  die  beiden  Variablenpaare  x,  y  und  ku,  ßu 
gleichzeitig  die  Transfoi-mation  (9)  anwenden,  so  erhalten  wir 
die  linearen  Factoren  von  f{x^  y)  transformirt,  nämlich 

(13)  (aj'R)  =  r(«ft), 

wie  man  aus  der  MuUiplicationsregel  der  Determinanten  oder 
auch  durch  directes  Ausrechnen  findet.  Diese  Factoren  («(5^) 
sind  also  auch  Covarianten  von  f{x,  y),  freilich  aber  irratio- 
nale, da  sie  nicht  rational  von  den  Coefficienten  von  f(x)  ab- 
hängen.    Ebenso  ergiebt  sich 
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(14)  «,5y  =  r(«„^,), 

wonach  die  Determinanten  (ukßk)  als  irrationale  Invarianten 
zu  betrachten  sind.  Wir  wollen  nun  darlegen,  wie  man  daraus 
rationale  Invarianten  und  Covarianten  bilden  kann. 

Wir   betrachten    zu    diesem   Zweck    am    besten    die   lineare 
Transformation  in  der  nicht  homogenen  Gestalt 

(16)  -="^? 

und  wenden   diese   auf  die   Function  f{x)  in   (1)   an.     Et;   folgt 

dann,  wenn 

F(x')  ~  ciox'"  -j-  a,  x'"~^  +  «2  ^'"~^  "i-  •  ■  ■  +  a« 
gesetzt  wird 

(16)  F(x')  =  (rx'+ärf{x). 

Diese  Gleichung  schreiben  wir  auch  so 

F(x-)  =  («x'  +  «■  (».  +  «,  ^  +  «.  },  ■  ■  ■). 


woraus,  wem 

1  ma- 

11  x' 

—  —  ö-.y,  also  X  =   =0 

•■■•  =  (-i')"-f(-*) 

setzt. 

oder,  wenn  a 

'l.  Oä, 

k'„  ebenso  von  «|,  %,  .  .  . 

,  «„  abhängen,  wie 

x'  von  X,  also 

F(3:')  =  a'i,  (x'  —  w'i)  (x'  —  «a)  ■  ■  -  {^'  —  ««) 
gesetzt  wird, 

(17)        *■"«„  =  a',(yct[  +  Ö)  (y«ä  +  0}  .  .  .  (y«;  ^  Ö) 
folgt. 

Nun  ist  nach  der  Transformation  (15) 

,                                    '^  (r^'  +  Ä)(r«;  +  (() 
r{ai  —  (Xk) 

"'      "'"'^  (r'*;  +  ä)"(r«s  +  ö/ 

Wir   bilden    nun    ein   Product   F  aus   irgend   welchen    der 
Factoren 

(0,  1),  (0,  2)  .  .  .  (0,  n) 

(1,  2),  (1,  3)  ...  (H  —  1-,  k), 
jedoch   so,   daes   darin  jede   der  Ziffern  l,  2  .  .  .  n    im   Ganzen 
gleich   oft,   etwa  (tmal    vorkommt.     Der   Index  0,   d.  h.  die  Va- 
riable X,  möge  vmal  vorkommen,  und   die  Gesammtanzahl   der 
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Factoren   soll   q  betragen.     Es   ist  dann,   da  jfidor   Factor   zwei 

Indices  ■snthalt, 

{19J  V  ^  nft  —  -iq. 

Dann  evgiebt  sicli  aus  (17)  und  (18),  wenn  P'  aus  P  durch 
Vertauschiing  von  x,  kj  mit  *"',  wj  hervorgeht 
(20.)  a'/P'  =  ai^r»!—'{yx'  +  Ä)"P. 

Wir  bilden  nun 

(21,  c(x, !,,  o)  =  a:rsp(^y 

die  Summe  genommen  über  alle  Werthe,  die  man  aus  P  erhält, 
wenn  man  die  Indices  1,  2,  3  .  .  .  n  auf  alle  mögliche  Arten 
mit  einander  vertauscht  Diese  Summe  ist  dann  eine  sym- 
metrische Function  der  Wurzeln  von  (1)  und  läast  sich  also  als 
ganze  rationale  Function  der  Verhältnisse «iiöo,  «3:ao...a„:t[o 
ausdrücken,  so  dass  kein  Glied  die  jt"  Ordnung  übei'steigt  Die 
Function  C(Xf  y,  a)  ist  also  eine  ganze  homogene  Function  von 
«0,  «!...«„  von  der  ^'™  Ordnung  und  eine  ganze  homogene 
Function  von  x,  y  von  der  v""  Ordnung.  Da  sie  nach  (19),  (20) 
der  Bedingung 

(22)  G{x\  <j'  a')  =  /-^  ü{x,  y,  a), 

(23)  ^  =z  nf*  —  g,     2X  =  n^  ~  v 

genügt,  so  ist  sie  eine  Oovariante  und  in  dem  besonderen 
Falle,  wo  v  =  0  ist,  eine  Invariante. 

,  Das  Gewicht  l  ist,  wie  der  zweite  Ausdruck  zeigt,  immer 
positiv  oder  Null,  da  «ft  mindestens  gleiuh  v.  Der  äusserste 
Werth  nft  ^  r  oder  A  ^:  0  kommt  nur  dann  vor,  wenn  in  P 
jeder  der  Indices  1,  2,  S  n   nui   mit  0  verbunden  vorkommt, 

also  P  eine  Potenz  von  /(  J  i  Ibst  ist 


§.  62. 

Binäre   c  u  b  i  s  c  h  e   1'  o  r  m  e  n. 

Eine  binäre  quadratische  Form  giebt  keine  anderen  in- 
varianten Bildungen  als  die  Discriniinaute.  Mit  diesen  befassen 
wir  uns  daher  nicht  und  gehen  gleich  zur  Betrachtung  der 
cubischeu  Formen 
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über.  Hier  bilden  wir  als  erste  quadratische  Covariante  die 
Hesse'sclie  Determinante.  Wir  wollen  bier  immer  die  Regel 
befolgen,  dass  wir  die  Formen  mit  ganzzahligen  Zahlencoefti- 
cienten  ohne  gemeinsamen  Factor  schreiben.  Dann  müssen  wir 
in  der  aus  den  zweiten  Ableitungen  von  (1)  gebildeten  Deter- 
minante den  Factor  4  abwerfen  und  erhalten  als  erste  Covariante 


H^ 


oder 


(2)  H  ^  A^x^  -\-  A^xy  -\~  A^  ?/*, 

wenn  zur  Abkürzung 

A(,  ^  3  «(,  «2  —  «|- 

(?!)  Ai    =    9  Mfl  «3  «1  «ä 

^2  =  Ü  «1  «3  —  a'^ 
gesetzt  ist. 

Die  Discriminante  dieser  quadratischen  Form  ist  eine  Inva- 
riante der  gegebenen  cubischen  Form.  Sie  enthält  alter  den 
Factor  3  in  allen  numerischen  Coeflicienten ,  und  deranacli 
setzen  wir 

(4)  3Ö  ==  4AA  —  AI 

und  dann   stimmt  D  mit   der   Discriminante   der   cubisf;hen 
Form  \_%.  46,  (10)]  iiberein: 
(f)}    I)  =  n'( a'i  -f  18 «0 «1  «ä %  —  4 »a n'i  —  4 «f  (^  —  27 a^ o.f. 

Eine  weitere  eubische  Covariante  erhalten  wir,  wenn  wir  die 
Function aldeterminante  von /(»:,  y)  und  H{x,  ij)  bilden: 

(G)  Q(x,,j)=f(x)H'(,,)^f(,)W{x) 

oder 

j  3  «Q  a;^  +  2  «1 ,«  y  -|-  Ü2  y'\     2  ^,  .-r  -f-  yl,  y     1 
I    »"'i  3!^  +  2  %  a;  y  -f-  3  a,,  yä^     A-iX  -^  2  A2  p  ]' 

in  der  sich  kein  numerischer  Factor  wegheben  lässt.  Wir  setzen 
die  ausgerechneten  Coefficienten  von  x^,  x^y,  xy-,  y/^,  deren 
Bildung  keine  Schwierigkeit  macht,  der  Reihe  nach  hierher: 

27a^a^  —  9«oaj«a  -j-  2«'',  , 
27anaja-i  —  18 (ioo|    -j-3rt^Vfä, 

—  27(Tofla«i  +  18«i'«n     —  ?>nif<l 

—  27  «0  a^      4-  9  «1  fflg  »3  —  2  cq:    '  ■ 


(^)       Q- 
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tfl4  Piiiiftei'  ÄhEchiiitt,  S-  <'■'^■ 

Das  Verhalten  von  B,  I),  Q  bei  liiieyrer  Triinsformatiün 
ergiebt  sich  aus  §.  60,  (2),  (3);  sind  K\  ly,  (^  die  entsprechenden 
Bildungen  für  eine  transformirte  Form,  so  hat  man 

(8)  H'  ^  r^H,    D'  =  r^D,     Q'  =  r^  Q. 

Die  CoTariantcu  können  wir  benutzen,  um  die  cubische  Form 
auf  eine  Normalform  zu  transformiren ,  die  zugleich  die  Lösung 
der  cubischen  Gleichung  giebt. 

Wir  wählen  die  Normalform 

(9)  /(n,  y)  =  F(i,  n)  =  i'  +  n', 

worin  |,  jj  lineare  Functionen  von  x-,  y  sind;  eine  Form,  die,  w'ie 
sieh  gleich  ergeben  wird ,  immer  hergestellt  werden  kann ,  wenn 
J>  nicht  verschwindet,  also  die  Gleichung  f  ^  0  nicht  zwei 
gleiche  Wurzeln  hat.  Die  Lösungen  von  /  =  0  ergcboTi  sich 
dann  aus  den  linearen  Gleichungen 

worin  c  eine  dritte  Einheitswurzel  ist. 

lfm  für  die  Normalform  (9)  die  Formen  ]f',  J>',  (>'  zu  bihlen, 
haben  wir  «o  =  «j,  ::=  1,  fti  =  «i  =^  0  zu   setzen  und  erhalten 

ir  =  91,,  ly  =  -  27,   q  =  27  (p  -  ,■). 

Wenn  die  Normalform  (9)  durch  lineare  Trdnsforraation  aus 
der  allgemeinen  Form  f(x,  y)  abgeleitet  ist,  so  ergiebt  sich 
nach  (8) 


DarsuH  folgt 

r'  =  =^,      n'='^+f.      2,:.=  -ill+^ 

also,  wenn  für  )-■'  aus  der  ersten  Gleichung  der  Werth  —O;]/' —  ;-i  J) 
gesetzt  wird, 

(11)  Gg:'V38jj  =  -u  *;>  -L  sV^J^f 

woraus  g  und  j;  durch  zwei  Cuhikwurzeln  bestimmt  sind,  vou 
denen,  nach  der  ersten  Gleichung  (10)  die  eine  durch  die  andere 
bestimmt  ist. 


91, 

= 

r'ir 

—  27 

= 

,<]) 

[1^' 

—  1') 

= 

r'Q 

1' 

+  ,= 

= 

/■ 
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Darin  liegt  auch  der  Beweis,  dass,  weiui  I)  von  Null  ver- 
schieden ist,  die  Normalform  durch  lineare  Transformation  her- 
gestellt werden  kann.  Denn  unter  dieser  Voraussetzung  zerfallt 
if  in  zwei  von  einander  vei-schiedene  lineare  Factoren,  und  wenn 
man  diese,  von  const-anten  Factoren  abgesehen,  für  die  neuen 
Variablen  |,  »j  einer  linearen  Transformation  wählt,  so  wird 
A'tt  =  0,  A'i  =  0;  es  folgt  aber  aus  den  identischen  Relationen 

3  «3  ^  -]-  «i  ^5    ^=   «3  Äi,      «3  j4h)  -]-  3  «0  -^   =^   »l  -^i, 

wenn  nicht  zugleich  ^i  =  0,  was  diirch  das  nicht  verschwindende 
i)  ausgeschlossen  ist,  a[  ^=  Q,  nä  =^  0,  d.  li.  die  transformirto 
Form  von  /  enthält  nur  die  Guben  von  |  und  ij. 

Erhebt   man   die   erate   Gleichung   (10)   in  den  Cubus,  und 
eliminii-t  1^,  ?j',  r^  mittelst  (11)  und  der  zweiten  Gleichung  (10), 
30   erhält   man   zwischen    den    Covarianten    folgende    identische 
Relation 
(12)  4iZ"ä  +  (?ä  _[_  27  iJ/-^  =  0. 

Um  die  Transformation  in  die  Normalform  auszuführen,  d,  li. 
die  Functionen  |,  ij  wirklich  zu  finden,  zerlegt  man  die  Function 
H  in  ihre  linearen  Factoren 

4A//=(2Aa;+A,i/  +  V^37>y)  {2Ä,x^A^y  —  V^^l)y). 
Dann  unterscheiden  sich  ^,  »j  von  diesen  beiden  Factorfu  von  1[ 
nur  um  je  einen  constanten  Factor.  Wir  setzen  alf^o,  wenn  wir 
zwei  con staute  Factoren  mit  A,  h  bezeichnen, 

2g  ^  h{2Ä,x  +  A,y  -  V— 3  7>)y) 
2i)  =  fc(2^(,x  +  A^y  '[-  V—^Dy), 

woraus  sich  durch  Multiplication  mit  Riicksiclit  auf  die  beiden 
ersten  Gleichungen  (10)  ergiebt 

(14j  ^TihA^f^^)  =  1, 

und  die  Gleichungen  (11)  geben  durch  Vergleicliung  der  (loiiffi- 

oU'nten  von  x'^ 


(15) 


Sh'AlV—Sn  =  +  II,  +  3  V— 3fl  o, 
Ot'Ä^V—SD  =  —  r;,  +  S  V—  3  li  n„ 
wn  1/^  clor  (!oefficient  von  .«■'  in   Q,  alsn 
(1(1)  q,  =  27o,;'o,  -  9o,n,  ri,  +  2«;' 
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Dass  die  Vorzeichen  ¥on  V — SD  mit  Rücksicht  auf  die 
Vorzeichen  in  (11)  so  zu  nehmen  sind,  wie  es  in  den  Formeln 
(13)  gesciidien  ist,  ergiebt  sich  am  einfachsten,  wenn  man  die 
Rechnung  für  den  besonderen  Fall  o,,  =0,  «^  =  0  durchfuhrt. 


Das  volle  Formen  System  diM-  binären  cubisnhen  Form. 

Wir  wollen  noch  nachweisen,  dass  die  Invarianten  und 
Corainanten  der  cubischen  Form  durch  die  Functionen  D,  /,  H,  Q 
erschöpft  sind,  d.  h,  daes  alle  Invarianten  und  Govarianten  einer 
cubisehen  Form  sich  rational  durch  dioso  vier  Forumn  ausdrücken 
lassen. 

Sei  also 

C  —  C  (x,  y,  a) 
eine  Covariante  vom  Grade  v  in  den  Variablen  und  vom  Grade 
ji  in  den  Coefticienten,  von  der  wir  voraussetzen  wollen,  dass  sie 
nur  ganzzahlige  numerische  Coefticienten  hat. 

Rs  ist  dann  für  irgend  eine  transformirtc  Form 
(1)  <V  =  0(1  jj,  (*')  =  r'-  0(x,  ij,  a), 

w  '-^'-^^^ 

Wir  vei-stetien  jetzt  unter  ^,  ij  die  Variablen  unserpr  oben 
betrachteten  Normalform.  Bezeiclmet  dann  t  eine  dritte  Einheits- 
wurzel, so  ist 

eine  lineare  Substitution  mit  der  Determinante  1,  durch  die  die 
Noi'malform  §.  02,  (3)  in  sich  selbst  übergeht.  Es  folgt  also, 
dass  C  sich  nicht  ändern  kann ,  wenn  ^,  jj  durch  f  J,  6^  ij  ersetzt 
werden;,  es  kann  also  C  nur  von  fj),  g=,  t}^  rational  abhängen. 
Die  Vertauacbung  von  g  mit  tj  entspricht  einer  Substitution 
mit  der  Determinante  —1;  dadurch  bleibt  also  C  migenndert 
oder  ändert  sein  Zeichen,  je  nachdem  l  gerade  oder  ungerade 
ist.    Es  besteht  daher  C  ans  einer  Summe  von  Gliedern  der  F^rm 

jif(ii)»(i"'±i"), 

worin  M  ein   fjfin^'i'iibbger    Factor  ist  (da   wir  die   numerischen 
Ooeflifienten  in  C  und  also  auch  in  C  als  ganze  /alileu  voraus- 
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gesetzt  haben)  iind  daa  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nach- 
dem A  gerade  oder  ungerade  ist.  Im  letzteren  Falle  iat  dieser 
Ausdruck  durch  J^  —  ^^  tlieilbar  und  der  Quotient  ist  durch 
|3  _|_  ^3  mij  g  ij  rational  und  ganzzahlig  ausdrückbar  (weil  eine 
symmetrische  Function  von  z\«ei  Grössen  so  durch  die  Öunime 
und  das  Product  dai'gestellt  werden  kann).  Setzen  wir  also  t  =  0 
oder  =  1,  je  nachdem  X  gerade  oder  ungerade  ist,  so  ergiebt 
sicli  fiir  C  ein  Ausdruck  von  der  Form 

6"(i,  ,)  =  (S>  -^  ,')'  i-M«  ,)"(l'  +  1,'f, 
worin  (He  M  ganzzahlige  Coeflicienten  sind  und  k,  ß  eine  Reihe 
positiver  ganzer  Zahlen  durchlaufen,  die  der  Bedingung 

(3)  3.  +  3(i  +  2«  =  » 

genügen.  Aus  (1)  ergiebt  sich  also,  wenn  wir  mit  einer  hin- 
länglich liuhen  Potenz  von  3  multipliciren  und  | »),  1^  -|-  ri\  i^  —  tj^ 
nach  §^62,  (10)  durch  //, /,  Q  und  r  dnrcli  D~^  ausdrücken, 

(4)  S^C^   Q'£Ml)^H"f, 
worin 

(b)  Qy=X—ST    —    2«, 

und  worin  die  M  gleichfalls  gauüzahlige  Factoren  sind. 

Zu  jedem  Werth  von  y  gehört  nach  (5)  ein  bestimmter 
Werth  von  a  und  nach  (3)  ein  bestimmter  Werth  von  ß;  ebenso 
sind  durch  einen  Werth  Von  a  oder  von  ß  jedesmal  die  beiden 
Übrigen  Zahlen  bestimmt,  so  dass  in  (4)  jeder  Exponent  von 
J9,  H  oder  /'  nur  einmal  vorkommt. 

Dass  y  eine  ganze  Zahl  ist,  folgt  leicht  aus  (2),  (3),  (5); 
denn  da  nach  der  Definition  A  —  3t  eine  gerade  Zahl  ist,  so 
ist  zunächst  3  3^  eine  ganze  Zahl,  und  da  ferner  nach  (3) 

i-2«=i(^->.  +  -2/S  +  2.), 
SO  ist  6y  und  mithin  3y  durch  3  theilbar.     Hieraus  folgt,   dass 
auch  <J  eine  ganze  Zahl  ist. 

Dass  aber  y  auch  positiv  sein  muss,  sehen  wir  so  ein: 
Angenommen,  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  kommen  auch 
negative  Potenzen  von  D  vor,  so  multipliciren  wir  diese  Gleichung 
beiderseits  mit  einer  so  hohen  Potenz  von  D,  dass  rechts  keine 
negativen  Potenzen  von  D  mehr  auftreten,  dass  aber  auch  die 
rechte  Seite  nicht  den  Factor  D  erhält.  Setzen  wir  iü  der  so 
gewonnenen  Gleichung 
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(6)^  »ü  =  0.     «1  —  1,    IL,  =  Ü,    ih  =  0, 

HO  wird 

(7)  J)  .^-  u,    11=-^  -jy^   S'^x-'-j;     V  -  ^ixK 

Es  würde  also  die  liüke  Seite  vei'scliwiiidüji,  während  die  rechte 

Seite  nicht  verschwindet,  worin  ein  Widerspruch  liegt. 

Wir  können  aber  endlich  auch  noch  beweisen,  daas  ani  der 
linken  Seite  von  (4)  keine  Potenz  von  'i  auftreten  kann,  die 
nicht  in  allen  Factoren  M  enthalten  ist,  und  sich  also  fortlieben 
lässt. 

Wir  haben  im  §.  2  den  Satz  bewiesen,  dass  das  l'i'oduct 
zweier  primitiver  ganzer  rationaler  Functionen  von  beliebigen 
Variablen  wieder  eine  primitive  Function  ist.  Dabei  ist  unter 
einer  primitiven  Function  eine  solche  verstanden,  deren  (joel'ti- 
eienten  ganze  Zahlen  ohne  geineinsamen  Theiler  sind.  Es  bandelt 
sich  nun  hier  darunn,  nachzuweisen,  dass  eine  Summe  der  Form 

worin  die  M  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bind,  nicht 
imprimitiv  werden,  und  speciell  den  Factor  8  erhalten  kann, 
wenn  für  y,  D,  U,  /  ihre  Ausdrücke  in  den  a^x,  y  gesetzt 
werden.  Nach  dem  erwähnten  Satze  genügt  es,  da  y  eine  primi- 
tive Function  ist,  dies  nachzuweisen  für  die  Fonn 

(8)  2:Mjyu"f. 

Hierin  können  wir  überdies  alle  Glieder  weglassen,  deren  M 
den  Factor  3  aclion  hat,  und  endlich  können  wir  wieder  nach 
dem  erwähnten  Satze  annehmen,  dass  der  Ausdruck  nicht  durch 
J)  theilbar  sei,  dass  er  also  ein  Glied  mit  y  =  0  enthält. 
Nehmen  wir  also  an,  es  habe  unter  diesen  Voraussetzungen  der 
entwickelte  Ausdruck  (8)  den  Theiler  3,  und  substituiren  nun  die 
besonderen  Werthe  (6),  (7),  d.  h.  setzen  wir  D  =  0,  H  =^  -—  x^, 
f  =  x^y,  so  reducirt  sich  der  Ausdruck  auf  das  einzige  Glied, 
in  dem  y  =?  0,  2 «  =  i  ist, 

und  es  würde  aUo  folgen,  dass  dies  M  den  Theiler  )>  haben 
müsste,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Damit  ist  also  be- 
wiesen: 

Jede  ganzzahlige  (Jovariante  der  cubiscben  Form 
kann  gaii^  und  rational  und  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
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cienten  i¥  dargestellt  werdiMi  durch  oiiiuii  der  lieidon 
Ausdrücke 

2:  MD"  irf,      q  2  Mjy  II"  f. 
Die  Iiivariauteu  sind   als  Speuialt'all   unter   dun  Cuvariaiiten 
enthalten  und  sind  sämmtlich  Potenzen  von  I). 


%.  64. 
11  i  1^ u a d r a t J HC h(!   F 0 r m e u. 
Wir  gehen   nun   nur  Betrachtung   der  biquadratischen  Form 
(1)     /(^. !/)  =  ""^*  +  «i^'i/  +  Ih-^'U'  +  <^^3:<ß -{-  «,3* 
über. 

Wir  hahen  zunächst  die  Hease'sche  Determinante  als  Cova- 
riante  vierter  Ordnung,  die  wir,  um  sie  von  einem  Zahlenfactor 
zu  befreien,  dui'cli  3  theilen : 
,,,,       __\\Vla,,x-^-\-^aiXy-\-'lu.^f,     •^ia.x'^  +  i.u.^xy^    ^nv'ß\ 

uder 

U  =  ,4„^-'  +  A^3i-'y  -\-  Ä-iX^y  -\-  Jkxy^  +  Ä^y^ 
worin 

Ao  ^    8((o«i  —  3«,',         Äi  =    8a.,u^  —  3ul 
J.1  =  24  «0  «3  —  4  «1  (f-i,    A-i  =  '24  ((1  «4  —  4  ci.j  «3, 
A.2  ^=  48  «0  «4  +  6  (*i  ßj  ^4  n^, 
und  eine  Cuvariante  sechsten  Graden 

"  12  j  ir(^),    ff  (j,)  |- 

Die   Invarianten   der   hitiuadratiscLeu   Form   bilden   wir   am 
einfachsten  nach  §.  61  aus  den  Wurzeldift'erenzcn. 

Wir  erhalten  so  eine  Invariante  von   der   zweiten   und  eine 
von  der  dritten  Ordnung  in  den  Coefficieuten : 
(4)         A  =  |<[(12)n3i)*  +  (13)H24)'*  +  (14)^2^)-^], 
(-,)  B  =  «,ä2;(l2)*(34)ä(13)(42), 

Ausdrücke,   die  sich  übersichtlicher  schreiben  lassen,  wenn  man 
(6)  f/=  (l-2)(34),     F=(13)(42),     >r  =  (U)  (23) 

setzt,  nämlich 
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(7j   B=   <[(/'(y-Tfj4- K^(Tf— (/)  + w'((/— r)l 

,,^     a^(W-V){U-W)  (V~U). 

Zur  Berechnung  dieser  Grössen  siud  die  nöthigen  Furmeln 
schon  in  j^-  J=T  entwickelt,  !Nach  den  dortigen  Formeln  (10)  er- 
giebt  sieh 

U  =  o'        W,     V  =  W  —  itS     W^  «^  —  >;:, 
wenn  st^,  v'^,  w'^  die  Wurzeln  der  eubischen  Resoiveute 

,-:■'  +  2(8^^  -f  («a  _  4(;ji  _  ^^  —  u 
sind,  und  es  folgt  davau« 
A  =  M„-  [(iC^  -j-  ü"^  -j-  i'ßy  —  8  (ü^  (0^  +  -w'^  u''  -{-  w2  v^')] 

£  =  <(2m«  —  fS  _  (0^)  (2i)^  —  w^  —  ^^^)  (2  ((--^  —  »^  _  ,,2) 
=  0,'  (3  u^  +  2  »)  (3  ü''  4  2  a)  (3  w^  +  2  a) 
=  aiC2a^  —  T2ac  +  27b% 

so  dass  A,  li  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  §.  47  und  dm"ch 
die  (Joefficieuten  u„,  Ui,  a^^  a^,  cit  a,usgedriickt,  so  dargestellt  sind: 
(8)   A  =  ai-  3mi((,+  12«„«, 
(y)   B  =-  27  ((/ «4  +  27 Mo «.?  +  2 «■'  —  72  a^  <h  «.,  —  ^  <h  «^  «o- 

Auch  die  üisonminante  der  biquadratischeu  Gleichung  als 
eine  dritte,  aber  von  A  und  Ji  abhängige  Invariante 

(10)  D  =  <  f/^  7^  W^ 

haben  wir  au  der  erwähnten  Stelle  schon  gebildet  und  gci'iinden 

(11)  27  7J  =  4^f  —  B\ 

Nach  der  Formel  des  §.67,  2A  =:  Mft  —  v,  erhalten  wir 
für  die  bis  jetzt  gefundenen  invarianten  Bildungen,  die  Avir  für 
eine  transformirte  Form  mit  Accentcn  bezeichnen,  folgende 
Relationen 

H'  =  r-H,     T  =  r''I\ 
^^^^  A'  =  i-M,     73'  =  r"]3,    ]}'  =  >"'^1). 
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iBChtf  Gleichungei 


Auflösung  der  biquadratischen  Gleichung. 

Wii'  wollen  eine  Nornmlfurm  durch  eiue  lineare  Substitution 
mit  der  Determinante  1  herstellen ,  zu  deren  Ableitung  wir  die 
gegebene  bii^uadratisclic  Furm  in  lineare  Facturen  zerlegt  an- 
nehmen : 

(1)  /(^,  !f)  =  «0  (*■  ~  « //)  (^  -  /J  >i)  {^-Y<i)(^-^  y)- 

Wir  betzen 

(2)  ..V»J]i  =«-«,,  ^^i_ 

also 

» -  »»  = ..-  v«^ß  t 

(j;  -  ,,)V'»^  =  (|3  -  rt  I  -  («  -  r)v 
(j;  -  ä!/)V»-(i  =  ((i  -  «)  I  -  («  -  «)v, 
und  iWiufcli  gellt  fix,  ij)  über  in 

(4)  F«,  ij)  = «;  I'  i;  +  >•;  r'  1'  +  >•;  i  >?'■ 

Die  Ooetticienteu  a[,  «äi  «3  sind  iiiicli  (3)  leicht  durch  die  «,  |3,  y,  ^ 
auszudrückeu ; 

<.;  =      ,.,  (|3  -  r)  (I»  ~  *j 
(s)      o;  =      a,  («  -  7)  {«  -  «) 

„;  =  -  «,  [(«  -  r)  (/i  -  «)  +  («-«)  (ii  -  !■)] 

Durch  Vertauscimng  der  Wurzeln  kihuieu  wir  die  Normal- 
form  (4)  auf  sechs  verschiedene  Arten  herstellen,  die  aber  nur 
drei  verschiedene  Werthe  von  a'2  liefern.  Diese  drei  Werthe 
siiid,  wenij  wie  oben 

u  =  («  -  «  (r  ~  «). 
K  =  {«  -  r)  («  -  /J), 

W  =  (»  ^  S)  f/i  -  y), 

ü  +  r+  Tf  =  0 


gesetzt  wird, 
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»2  =  «(,(7   —  W), 

(7)  «ä  =  a,{W~    U), 
«i"=  <t,(U  -  V). 

Kennt  man  die  wi,  «äi  "a"i  so  kann   umn  auch  die   (7,  F,  H^ 
bestimmen  durch 

3((u  (/  :^  «a"  —  «s 

(8)  3(i(,  V  =^  u'i   —  aä' 
Sa^W  :^=  u'i   —  lu, 

woraus  hervorgeht,  dass,  wenn  von  den  drei  Grössen  a^,  «ä,  03" 
zwei  einander  gleich  sind,  eine  der  Grössen  U,  V,  W  ver- 
schwindet, also  zwei  der  Wurzeln  der  bi quadratischen  Gleichung 
einander  gleich  sind,  und  folglich  ihre  Discriminante  verschwindet. 
Setzen  wir  noch 

«/i  +  ,«  =  «, 

(9)  ay  +  d/S  =  », 
«S  +  ßr^  10, 

80   ist 

«o(«+  y  +  i")  ^  ^h, 
[die  Summe  der  Producte  der  Wurzeln  vm\  f(x,  y)  zu  je  zweien], 

V  =  w  —  M, 
IT  ^  n  —  11, 
also 

3  (tj  i(  ~  03  —  «ä, 

(10_)  8((o  ü   =  «a    —  «ä. 

3  «o  iO  ^:=  «ä  — -  «a". 
Es  sind  also  mit  den  Grössen  «i,  «ai  «Ü'  zugleich  die  m,  i",  w 
bekannt.     Wenn   man  aber   die   Grössen  u,  i\  w  kennt,    so  ist 
die   Lösung   der   biiioadratiachen  Gleichung  auf  Quadratwurzeln 
zurückgeführt     Denn  es  ist 

und  daraus 


1 /».«■- 4 1.,,  „  ,         1/».«'- 


Da  man  nun  ebenso  die  Producte 

ff.y,     ß  Ä,     ßy     ß^ 
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bestimmen  kann,  &«  kann  daraus  v?  etwa  aus 

^r  "" 

berechnet  wenlf,n. 

Ka  kommt  iilau  jetzt  iiooli  ilarauf  an,  Jie  cubisclie  Gleichung 
zu  bilden,  deren  Wurzeln  aä,  tt's,  (*ä'  sind.  Diese  erhalt  man  aber 
sofort  aus  deu  Iiivaiianten. 

Wenn  man  die  Invariauten  A\  B'  aus  der  transformirten 
Form  (4)  bildet,  so  ergiebt  sich  nach  §.  G4,  (8),  ('JJ,  {VI),  da 
r  ■=  1  ist, 

A  =  ctg'  —  3  «1  Mg, 

(11)  if  =  2  m;"  —  0«»;, 

D  =  a[^u:^u''  —  ia[^a^', 
und  daraus  durch  Elimination  von  a[al 

Daher  sind  a',,  ai,  a'i'  die  Würfeln  der  für  z  cubischen  Gleichung 

(12)  2--  —  ^Äz  -j-  i;  =  u. 

Dies  ist  wohl  die  eiufachste  Form,  die  man  der  cubischen 
Resolvente  der  hiquadratischen  Gleichung  gehen  kann. 


Die   Covarianten. 

Wenn  wir  die  Covariante  7/,  nach  §.  (34-,  ('J)  für  die  trans- 
formirte  Form 

(1)       /(rt,  j)  =  z.-(l,  n]  =  ait'ii  +  «;  iW  +  'ii  1- 

bilden,  so  erhalten  wir 

(^)     -  7/--  3«;^I^  +  4«:«;I^''j-(6«:m;-4(C)|-^';^ 

-j-  4«;«!,  I  »jä  4-  3»!,''»;*; 
und  daraus  folgt 
(3)  H^  ia-J  -  -  3(m;|^  -  (^,ty. 

Ks  ist  also  diese  Verbindung,  \on  dem  Factor  —  3  ab- 
gesehen, das  Quadrat  einer  quadratischen  Foi;m,  und  dasselbe 
gilt,  wenn  wir  a'^  durch  «a,  «3"  ersetzen.  Wir  setzen  also  zur 
Abkürzung 
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H  -\-  ia\  f  ^  —  liii)f 

(4)  //+    4«^'/=:    —    -d^i 

H-\-  4«i"/,=  —  Site 

Von  den  drei  Fuiictionen  i^^,  i^ai  'i>-i  kütiiioß  keine  zwei 
einen  g em ei nschaftli eilen  Theilei-  haben,  wenn  die 
Discri  min  ante  D  von  Null  vei'scliieden  vorausgesetzt  wivd.  Denn 
dann  sind  auuli  die  drei  Grössen  a^,  «ä,  (4"  von  einander  ver- 
schieden. Wenn  also  i/";  und  i^^  verschwinden,  so  müssen  H  und 
/  verschwinden,  d.  h.  ein  gemeinsamer  Theiler  von  i(i,  und  ^j 
müsste  gemeinsamer  Theiler  von  H  und  /  sein.  Nun  war  alter  | 
ein  beliebiger  Lineartheiler  von  /  Dieser  kann  nach  (2)  nur 
dann  Theiler  von  H  sein,  wenn  aj  =^  0  ist,  also  wieder,  wenn 
die  Disciiminante  D  verschwindet  [§.  (j5,  (U)]. 

Nun  ist  die  Functionakleterminaute  T  von  /  und  II  identisch 
mit  der  Functionaldetermiuante  von  /  und  H  -\-  A/,  was  auoli 
A  sein  mag,  und  daraus  ergieht  sich,  wenn  X  =  4tfo  gesetzt 
wird, 

r  =  -  iti,,[f"(|)«,;(^)  _  F'(ri)^\  m 

Es  ist  also  2"  tiieilbar  durch  ^,,  und  aus  gleichen  Gründen 
durch  ^2  und  ipi ,  und  folglich  ist  T  bis  auf  einen  von  |,  ij  un- 
abhängigen Factoi-  identiscli  mit  dem  Product  ipi  y^i  lit-j. 

Bilden  wir  demnach  das  Product  der  drei  Gleichungen  (4j, 
so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  cubische  Gleichung  §.  G5,  (12), 
der  die  Grössen  oj,  a's,  aü'  genügen: 

H^  —  iQAHf  —  6iBf  =  c  T\ 
wo  c  eine  noch  zu  bestimmende  Conetaute  ist.  Nach  ^.  (14,  (VI) 
bleibt  ö  bei  einer  linearen  Transformation  ungoändert,  und  man 
findet  also  seinen  Werth,  wenn  man  aus  der  Normalfonn  (1),  (2) 
die  Glieder  mit  der  höchsten  Potenz  von  g  beiderseits  einander 
gleich  setzt,  c  =  —  27. 

Wir  haben  also  zwischen  den  Invarianten  und  Covarianten 
die  folgende  identische  Relation 

(5)  H^  -  iBA Hf  —  UBf  =  —  -27  2". 

Die  Functionen  i(ii,  ^^,  jJ-.,  sind  gleichfalls  Covarianten,  frei- 
lich mit  Coefficienten,  die  in  den  Coefticienten  von  /  nicht  ratio- 
nal sind.  Wir  können  sie  leicht  durch  die  Wurzeln  «,  ß,  y,  S 
von  /  ^  0  ausdrücken.  Setzt  man  zur  Vereinfachung  y  =  1, 
so  folgt  nach  §.  65,  (3)  und  (5) 
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t[ij  ^^  «||2  —  «'tj- 

_  „  {ß-r)iß~  «)  {=:  -  «)■  -  («  -  r)  («  -  a)  fr  -  W . 

Darin  d,!iei  1  i^ot  sich  <x  —  ß  im  Zahlei  iiiid  Neniior  weg- 
heben, und  man  kann  i^i  m  zwei  Foimen  dnstellen;  um  i-2  und 
if-a  zu  erhalten,  biautht  man  dann  iiui  ß,  y  i)  cyldisch  ku  ver- 
tauaclien. 

Man  findet  so 


=  (r- 

-«fr- 

- «)  fr  - 

-«)  - 

(«- 

-  ä)  fr  - 

-  «  fr  - 

-r) 

=  («- 

-fflfr- 

-  w)  fr  - 

-r)  — 

■  («- 

-■  j')  fr  - 

-«fr- 

-ö) 

=  (*- 

-r)fr- 

-«)fr- 

-«- 

(«- 

-  »  fr  - 

-rtfr- 

-  ö) 

=  (C- 

-  r)  fr  - 

-  m)  fr  - 

-ä)- 

.fr.- 

- «)  fr  - 

-rtfr- 

-« 

=  (().- 

^ä)fr- 

-  «)  fr  - 

-y)  — 

-(«- 

-  rt  fr  - 

-«)fr- 

-« 

—  (j'^ 

-ä)fr- 

- «)  {x- 

-«- 

-(«■ 

~  «  fr  - 

-  ä)  fr  - 

-rt- 

Die  Grössen  j//^-,  i/j^-,  j/';,  kann  man  auffassen  als  die  Wur^^eln 
einer  cubiachen  Gleichung,  deren  Coefficienten  Covarianten  sind. 
Man  erhält  diese  Gleichung  leicht  aus  (4)  in  der  Form 

(,  +  ^^+„l«ii)  (.  +  fl +A"!f/)  (•,  +  l+^'lf^  ^  0, 

Diese  Gleichung  ergielit  nach  §.  05,  (12)  und  mit  Benutzung 
des  Ausdruckes  (5)  für  T^ 

(7)  ^s  +  //«*  +  ^{H'  —  H!yt/).j  _  5"^  =  0. 

Es  ist  noch  von  Interesse,  die  Discriminante  dieser  Gleichung 
zu  bilden.     Man  erhalt  sie  am  einfachsten  aus  dem  Ausdruck 

z/  =  (i^i  —  i^*)ä  (f^  ~  ^|)ä  (v-''  -  tiy, 

wenn  man  die  Ausdrücke  (4)  einsetzt  und  dann   für  («a  —  o'^}^ 
(iis  —  dj")'  (rtä  —  «ä")^  die  Discriminante  der  Gleichung  §.65,  (12) 

27  (4  A^  —  .ß')  =  3'  /; 
sptzt,  wo  dann  J)  difi  Discriminante  von  /  ist.     Man  erhält  so 

(8)  ^  ^  2"/>/". 
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§■  C7. 

!>as   vnllp   Invariantensystem   der   binnron 
biquadratischen  Form. 

Wir  wollen  noch  beweisen,  dass  mit  den  Bildungen  A,  B 
das  System  der  unabhängigen  Invarianten  der  binären,  biquadra- 
tischen Form  erschöpft  ist.  Während  man  sich  aber  gewöhnlich 
mit  dem  Nachweis  begnügt,  dass  jede  Invariante  eine  ganze  ratio- 
nale Function  von  A,  B  ist,  wollen  wir,  wie  wir  es  schon  in 
§.  68  fiir  die  Covarianten  der  cubisohen  Form  gethan  haben, 
auch  die  Frage  nach  den  numerischen  Ooefficienten  beruhigen, 
und  hier  zeigt  sich  eine  neue  Erscheinung. 

Die  Invariante  D  z.  B.  ist  zwar  nach  §.  (i4,  (11)  rational 
durch  A,  B  ausgedrückt.  Aber  die  Zahlencoefficienten  sind  nicht 
ganze  Zahlen,  sondern  haben  den  Nenner  27,  obwohl  die  Coeffi- 
cienten  in  der  entwickelten  Function  D  alle  ganze  Zahlen  sind. 

Wir  betrachten  also  jetzt  als  ganze  Invarianten  ganze 
rationale  homogene  Fnncttonen  ^'™  Grades  der  fünf  Veränder- 
lichen «ni  <*!'  ßsi  *fai  ('i 

(1)  /(«o,  ffl„  flj,  öj,  at)  —  I(a), 

deren  Ooefficienten  ganze  Zahlen  sind,  und  <!enen  dio  Inva- 
rianteneigenschaft 

(2)  r  =  .••.-/ 

Kukommt,  wenn  I'  oder  /(«')  dieselbe  Function  der  Uoefhcieiiteu 
einer  transformirton  Function  ist. 

Solche  Invarianten  sind  A,  B,  1),  zwisclien  denen  die  Kola- 
tion  besteht 

(3)  21 D  =^  4.A^  —  B"", 

und  unsor  Ziel  ist,  zu  beweisen,  dass  alle  ganzen  Invarianten 
ganze  und  ganzzahlige  rationale  Functionen  von  diesen  dreien 
sind. 

Wenn  wir  die  Function  /'  in  der  Normalform  (4)  des  g.  GTi 
Irilden,  so  erhalten  wir  zunächst  aus  (2),  da  r  ^=  \  ist, 

J(a)  =  J'(0,  «1,  «^,  «s,  0), 
und  diese  Function  1  kann  nur  von  (ü,  und  dem  Vroduct  ii\(i'<i  ab- 
hängen; denn  die  Substitution 
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deren  Determiniinte  =  1  ist,  lässt  die  Normalform  §.  65,  (4J  und 
in  ihr  «,  ungeändert,  während  «1,  «g  in  ü^ßl,  «s  :  ^^  übergehen, 
und  darin  ist  A  eine  willkürliche  Grösse. 
Wenn  wir  also 

u'i  —  z 
setzen,  so  ist 

(4)  I  =  9(ai«3,  s), 

wenn  tp  eine  ganze,  rationiüe,   ganK^.ahli^e  Function   der  beiden 
Arjjuinonte  ci[a\  und  s  ist. 

Nun  ist  a.hor  nach  §.  6.^,  (11) 

3«;«;  =  ^ä  —  A, 
und  wenn  wir  also  (4)  mit  einer  geeigneten  Potenz  von  3,  etwa 
3',  multipliciren,  so  erhalten  wir 

(5)  3'f=K^,5), 

worin   li)   wieder    eine   gauzzahlige   Fnnctiou    von    A   und   ^   ist. 
Nach  §.  C.fi,  (12)  ist  aber 

und   iiiornach   können    wir   alle  höheren   Potenzen   von   .t   durch 

die  erste  und  zweite  ausdrücken,  erhalten  also 

(B)  S- 1  =  x(Ä,  B,  !), 

worin  %  iii  Bezug  auf  z  höchstens  vom  zweiten  Qrade  ist. 

Die  Unke  Seite  von  (6)  bleibt  aber  ungeändert,  wenn  s 
durch  ftai  Os,  '4">  i^iso  durch  drei  verscliiedene  AVerthe,  ersetzt 
wird,  und  folglich  kann  die  Function  %  die  Variable  s  überhaupt 
nicht  mehr  enthalten  (§.  30,  11). 

Es  ist  daher 

(7)  3'I  =  x(Ä,  B), 

worin  ^  eine  gauzzahlige,  ganze,  rationale  Function  ist. 
Wenn  wir  in  (7)  nach  (3) 

B^  =  iÄ'  —  27D 
setzen,  so  folgt,  dass  (7)  eine   der   beiden  folgenden  Formen  hat 

(8)  ?,'!  =  0(A,  1)\         B^{A,  7)), 

je  nachdem  der  Grad  von  7  gerade  oder  ungerade  ist. 
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Ist  I  eine  ursprüngliche  Function  der  (i,  <1.  li.  eine 
solche ,  deren  Zuhlencoefficienten  keinen  gern  einsamen  Theiler 
haben,  so  können  die  Coefficienton  der  Functionen  <&  jedenfalls 
keinen  anderen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  als  eine  Potenz 
von  ?i. 

Was  uns  ku  beweisen  obliegt,  ist,  dass  sie  idle  durcli  .'!''  thoil- 
bar  sind,  oder  was  dasselbe  ist,  dass,  wenn  wir  ^(^,  D)  als 
ursprüngliche  Function  voraussetzen,  v  =  0  sein  muss. 

Es  ist  also  die  Frage:  Können  aus  der  ursprünglichen 
Function  *(4,  -D)  oder  B^{A,  D)  Functionen  mit  dem  Theiler 
f!  entstehen,  wenn  man  die  A,  B,  D  durch  ihre  Ausdrücke  in 
den  a  ersetzt?  Da  B  ursprünglich  ist,  so  Icann  nach  §.  2  die 
in  den  a  ausgedrückte  Function  B0{A,I))  nur  dann  den 
Theiler  ?•  haben,  wenn  ihn  ^(A,  D)  hat. 

Also  ist  die  Frage  darauf  zurückgeführt:  Kann  die  ur- 
sprüngliche Function  0(A,  D)  den  Theiler  H  erhalten,  wonn 
A,  D  durch  ihre  Ausdrücke  ersetzt  werden? 

Dass  diese  Frage  verneint  werden  muss,  können  wir  leiclit 
so  einsehen.  Wir  denken  uns  zunächst  in  ^{A,  D)  alle  die 
Glieder  beseitigt ,  deren  Coefficienten  durch  3  theilbar  sind ; 
denn  offenbar  müssen  auch  die  übrigen  Glieder  noch  dieselbe 
Eigenschaft  behalten,  durch  Substitution  der  Ausdrücke  für 
A,  D  den  Theiler  3  zu  erhalten. 

Wir  können  zweitens  annehmen,  dass  ®(^,  I>)  nicht  den 
Factor  1)  hat,  denn  durch  Weglassen  dieses  Factors  würde  nach 
dem  schon  erwähnten  Satze  (§.  2)  die  fragliche  Eigenschaft  nicht 
aufgehoben. 

Dann  aber  müsste  aus  ^  [A,  D)  eine  durch  3  theilbare 
?^ahl  entstellen,  wenn  alle  «,  mit  Ausnahme  von  «2,  gleich  Niül, 
ßg  ^=  1  gesetzt  werden.  Dadurch  wird  D  =  0,  A  =:  \,  und  es 
müsste  also  *(1,  0)  eine  durch  3  theilbare  Zahl  sein;  dies  ist 
aber  der  Coeffieient  der  höchsten  Potenz  von  A  in  ^(A,  J)),  der 
nach  Voraussetzung  nicht  durch  3  theilbar  ist.  Damit  haben  wir 
also  bewiesen: 

Jode  gan/zahlige  Invariante  der  bicjuadratisnhen 
Form  lässt  sich  rational  und  ganzzahlig  durch 
A,  B,T)  darstellen,  und  /war  in  niner  der  beiden 
Formen 
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Dass  auch  umgekehrt  jeder  solche  Ausdruck,  wenn  er  in 
den  Coefficienten  a  homogen  ist,  eine  ganzzahhge  Invariante 
darstellt,  ist  von  selbst  klar  =). 

')  Die  Theorie  der  Invaiianten  findet  min  lustiibilieli  lUigPstellt  m 
den  Werkeu;  Clebech,  „Theorie  dei  bm'uen  <ilgebiai8i.heii  Forme»" 
Leipzig  1S73.  Faä  di  Bruno,  „Einleitung  in  die  Theoue  der  binaren 
Formen".  Deutsch  von  Walter  Leipzig  ItSl  P  Gordans,  „Voilesungea 
über  In  Variante  ntheoi-ie",  herausgegeben  ^on  Keiaolieneteme:  Leipzig 
1885.  Vgl.  anoh  Franz  Meyer,  „Beri:,lit  über  dtn  gegenw ai tigen  Stand 
der  Invariantentheorie"  im  Jahresbeiioht  der  deut3(,heii  Matbematiki'i 
Vereinigung  1890/91  (Berlin  1892| 
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Sechster    A,  h  s  c  li  n  i  1 1. 
Tscliirnhauseii-Transformation. 


Die  II  er  mite' sehe  Form   der  TRchirnhaiisen- 
Transformation. 

Wir  haben  im  vierten  Absclmitt  den  Grundgedanken  <ler 
Tschirnhausen-Transformation  schon  kennen  gelernt. 

Die  Aufgabe  war  die,  eine  algebraische  Gleichung  n*^" 
Grades 

(1)      f(x)  =  a.x"  +  fli^:"-'  H \-  a^^x  +  a„  =  0 

dureh  eine  Substitution  {n  —  1)'™  Grades 

{2J  y  =  ^,  +  a,x  ^  a,x^  ^ h««-i*"-' 

umzuformen,  um  in  den  willkürlichen  Coeffißienten  w  Mittel  zu 
gewinnen,  die  Gleichung  zu  vereinfachen. 

Hermite  hat  dadurch,  dass  er  der  Substitution  (2)  eine 
besondere  Form  gab,  diese  Aufgabe  sehr  vereinfacht  und  mit 
der  Invariantentheorie  in  Verbindung  gebracht  i). 

Wir  haben  in  §.  4  eine  Reihe  von  Functionen  kennen  gelernt, 
/Lii/'ü/ä  ■  -  -/k-ii  durch  die  sich  die  Potenzen  von  x  bis  zur 
{ji — 1)*™  rational  ausdrücken  lassen,  und  diese  Functionen  sind 
es,  die  Hermite  zur  Darstellung  der  Substitution  (2)  verwendet. 

Wir  bezeichnen  hier  mit  x  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1), 
während  unter  (  eine  unbestimmte  Veränderliche  verstanden  sein 
soll.     Dann  ist  nach  §.  4 

')  Hermito,  Sui'  quelques  tlieoremea  d'algebre  et  la  resolution  de 
rsqiiatioD  du  quatrietne  deHre,  aus  den  Comptes  reudus  der  Pariser  Aka- 
demie besoiiders  ersdneiien.     Paris  1859. 
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(^)    r^  =  '""'/.  (.^)  +  t"-'A  (^)  +  ■  ■  ■  + «/..-.  (^)  +/-^  (^) 
und 

/.W     =". 

(4)      f,(x)       =  fl„(r^+öia:  +  % 

/„_i{x)  ;=  «(3;"-'  -|~  «i^:""^  +  ((aX"-=  +  ■■■-!-  «,i-i- 
Wir  nehmen  nun  die  Substitution  (2)  in  der  Form  an 
(6)9  =  <„_,  /..(»■)  +  f.^.  /i  W  +  ■  ■  •  +  I,  /.-.  W  +  <.  /.-.  W, 
worin  die  („_i ,  t„-i  ...([,  fo  die  an  Stelle  der  a  getreteneu 
unbestimmten  Grössen  und  nicht  mit  den  Potenzen  von  t  zu 
verwechseln  sind.  Es  geht  aber  y  aus  dem  Ausdruck  (3) 
hervor,  wenn  f  durch  4  ersetzt  wird. 

Bezeichnen  wir,  wie  im  §.  42,  durch  das  vor  eine  Function 
gesetzte  Zeichen  S,   dasa   die  Summe  über  sämmtliche  Wurzeln 
!C  der  Gleichung  (1)  za  nehmen  ist,  so  haben  wir 
S[/o(^)]      =««. 
S[/i(^)]       -(«"!)«, 
W  S[/,(^)]       -(«-2)«, 


also 

(7)  S(y)  -  «aj„_i  +  (m-l)ffl,i._,  H h2a«-.3<i  +  ««-i'ö, 

ein  Ausdruck,  der  sich  aus  /'  (()  ergiebt,  wenn  ff'  durch  tu  ersetzt 
wird. 

FJiniiniren  wir  mit  Hülfe  von  (7)  die  Variable  („_i  aus  (5), 
so  folgt 

(8)  y~j^S  {y)  =  L-,  F„  (x)  -f  („_s  K  [x)  ^ h  ^o  F„._,  {x), 

wenn 

-n  ^  '»-1  I      «1 

F„     =  /i —  aj_  =  at,  X  -\-  -^ , 

so  dass 
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2]y.  Sechster  Abschnitt,  g.  fi9. 

(10)  S[i';(^)]  =  0,     S[F^(a^)]^  0,...  S[F„-^ix)]  =  0. 
Setzen  wir  nach  (3) 

(11)  F(i,a=)  =  i2L_i/(,) 

=  («-•  F,  (X)  +  (-•  F,ix)  +  ---  +  t  F„-,{x)  +  F.-,  (X), 
SO  gellt  LÜe  rechte  Seite  von  (8)  aus  F(t,  x)  hervor  durch  die 
Ersetzung  von  f  durch  4. 

Nehmen  wir  von  vornlierein  y  in  der  Form 

(12)  y  =  t,.,F,{x)  +  t.-,Fdx)  4 \-t,  F..-,(.t) 

an,  30  ist  die  Gleichung 

(13)  S(„)  =  0 

idontiscli  befriedigt.   Welchen  Nutzen  diese  Form  der  Substitution 
gewährt,  werden  die  nächsten  Betrachtungen  ?;eigon. 

§.  69. 

I  n  V  a  r  i  a  11 1  e  11  -  E  i  g  e  n  s  c  h  a  f  t   der  T  s  c  h  i  r  n  li  a  n  s  cm  - 
Transformation. 

Es  ist  jetzt  der  Einfluss  zu  untei'suchen ,  den  eine  lineare 
Transformation,  der  wir  die  Function /(a:)  unterwerfen,  auf  die 
Tschirnbausen -Transformation  hat. 

Wir  machen  in  f(x)  die  lineare  Substitution 

(1)  =^  =  ^-|>      ''<i'Kr  =  '; 

wodui'ch  wir  erhalten 

so  dass  95 (t)  eine  ganze  rationale  Function  iiten  (irades  und 
gj  (I)  c^  0  die  dnrch  (1)  transforrairte  Gleichung  f(x)  =  0.  ist. 
Wir  leiten  nun  eine  Function  ^(t,  |)  ganz  in  derselben 
Weise  aus  q^(|)  al>,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  F{t,  x)  aus 
f(x)  abgeleitet  haben,  nämlich 

(3)«(.,l)  =  ^  -l<p'(r) 

= »"-'  *.  m + '"-  *,(«)+■■•+' ».-.  (S) + ®.~.  ß), 

worin   t   ebenso   wie    t  eine   Variable    ist    und    die    Functionen 
(p„Q).  0,{f)  ...  0,1-2 {^).   ebenso   aus   |   und   den   Coeflicienten 
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von    91(1)    gebildet    sind,    wie    die    entsprechenden    Fmictioneu 
Fft  {x),  Fl  {x)  .  .  .  F,,_a  (x)  aus  x  luid  den  Coefücienten  von  f{x). 
Wenn  wir  nun   andererseits  in  i^((,  x)   gleichzeitig  mit   der 
Substitution  (1)  die  Substitution 

üus führen,  so  erhalten  wir 

(5)  (,,  +  «)"/(*)  =  9  W, 

(6)  (rS  +  «)(r«  +  «)(!-i)  =  n. -0 

und,   indem   wir   von   (5)   die  Ableitung,   am  einfachatün   durch 
Differentiation  mittelst  der  Formel 

ät_  __  r 

dz   ~    iYT^ä)i 
bilden, 

(1)     r{rt  +  «)"  i  /  (i)  =  (r  r  +  «)  i  g.'  W  -  r  <p  (<). 

Aus  ( 
r(7T 


Aus  (5),  (6)  und  (7)  folgt 

t  —  x        T  —  t  yr^d 


und  durch  Subtraction  beider  Formeln 

also 

(8)  r(,t  +  ä)— _F(f,  J)  =-  a>(r,  0 
oder,  ausführlicher  geschrieben 

(9)  t"-»a>,  +  !"-■«,  + \-  3>„_,  = 

r[(«.+C)— -F.+(«»+«— (r«+«)F.+-+(r'+ä)"-'F.-,]. 

Wir  setzen  nun,  indem  wir  in  F(t,  x)  die  Potenzen  t"  durch 
beliebige  Variable  ii,  ersetzen  und  ebenso  in  ®(r,  1-)  i''  durch  r^, 

Y(f,  i)  =  1,_,  r,  +  (,-,  -Z'',  4 h  '•  I''..-!. 

//(.,  I)  =  ,.-,  O,  +  r,.-,  <J>,  H h  r.  t.-., 

so  dass  die  Substitutionen  der  Tschirnhausen-Trausformation 
(11)  J  =  r((,  X),        1,  =  fl(t,  I) 

lauten  [§.  68,  (12)]. 


(10) 
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Die  (ileichuiig  (9),  die  in  Bezug  auf  v  identisch  ist,  bleibt 
aber  auch  richtig,  wenn  nacli  Ausführung  der  angedeuteten 
Potenzirung  rechts  r*  durch  r^  ersetzt  wird,  und  sie  lehrt  also, 
dass  zwischen  den  Functionen  Y{t,  x),  H{t,  g)  die  Relation  besteht 
(Vi)  mht).-=  rY(t,x), 

wenn  wir  die  (  voii  den  t  in   folgender  Weise   abhängen  lassen: 

ilan  setze 

(13)  t,..^,   ^-   (<^V  ^     ^)n-S(^^_^ö) 

und   örsefcie   nach   Ausführung  der  Potenzen  i"  durch  t^. 
Es  sei   nun  s  eine  beliebige  Veränderliche,  und   wir  multi- 
pliciren,   ehe   wir   die   Potenzirungen   in   (13)    ausführen,    diese 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

dann  bekommen  wir  links  eine  ganze  rationale  Function  von  ^ 

vom  (n  —  2)*™  Grade 

(U)  T{e)  =  i„_2  —  (n  —  2)i„_3S 

.^.    (»-2)  («-3)   ^_^_^^, ^  ^^^„_,^ 

und  die  rechte  Seite  ergiebt  nach  dem  binomischen  Satz 

[(«.  +  /i)  -  ,  frt  +  «)]«-  =  [t(»  -~r^)  +  (ß-  ««)]"■ 

was,  wenn  wir 

setzen,  in 

übergeht. 

Wenn  wir  liierin  die  Potenz  (i  —  £)"-^  nach  dem  bino- 
mischen Satze  ausfuhren,  und  dann  t'"  durch  tj,  ersetzen,  so  er- 
halten wir  eine  Umformung  der  Function  T{^).    Wir  setzen  also 

(,.-2)  (.^3) 
r  -y    2  ""^^   ^        —    "^ 

und  erhalten  die  identische  Umformung 
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(16)  (rt  +  S)"-'TC^I)=r'-'0(n 

worin  der  Zusammenhang  zwischen  den  Coefficieiifcen  t  und  z 
durch  die  symbolischen  Gleichungen  (13)  ausgedrückt,  also  der- 
selbe ist,  wie  in  den  Functionen  Y  und  H. 

Es  ist  also  hiernach  r«-^&(^)  die  Umformung  der 
Function  (yt  +  S)""*  T(s)  durch  dieselbe  lineare  Sub- 
stitution, durch  die  (j'g  +  Ö)"f(s)  in  q)(£}  übergeht. 

Bezeichnen  wir  die  Coefficienten  dieser  iimgeformten  Func- 
tion, also  die  Grössen  r"-^  z^  mit  C,  so  ergiebt  die  Gleichung  (12), 
die  in  Bezug  auf  t  linear  ist, 

(17)  H(t',i)  =  r"-^T(t,x). 

Aus  Y{t,  x)  gehen  nun  n  Functionen  hervor,  wenn  man 
für  X  die  n  Wurzeln  von  f{x)  setzt.  Jede  homogene,  rationale, 
symmetrische  Function  dieser  n  Functionen  ist  rational  durch 
die  Coefficienten  von /(a;)  ausdrückbar,  und  wenn  wir  also  eine 
solche  Function  mit  K  (*,  a)  bezeichnen,  so  ergiebt  die  Gleichung 
(17),  wenn  wir  die  Coefficienten  von  g)(|)  mit  u'  bezeichnen, 

(18)  K{t\  a")  =  r"-«-^'>K{t,  a), 

wenn  v  den  Grad  der  symmetrischen  Function  bedeutut.  Damit 
ist  der  schöne  Satz  von  Hermite  bewiesen: 

Die  Coefficienten  in  der  durch  die  TschiriihauHcii- 
Transformation 

V  =  Y(t,  ») 
umgeformten     Gleichung    f(x)    =   0     und     alle     symme- 
trischen   Functionen    der    u   Werthe    y    sind    simultane 
Invarianten  der  beiden  l"'unctionen 
f{^),    T(4 


§■  70. 
Ausführungen  über  den  Hermite'schen   Satz. 

Durch  die  Betrachtungen  des  letzten  Paragt'apheu   hat   sich 
ergeben,  dass,  wenn  wir 

(1)  y  =  t„.,F,(x)  +  t„-,F,(x) h  ti,F„_,ix) 

setzen,  die  symmetrischen  Functionen  der  n  Werthe  j/i,  j/j  .  ,  .  y«, 
die   man   aus   y   erhält,    wenn   man   für  x   die   n  Wurzeln   von 
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fix)  =  0  setzt,  simultane  Invarianten  von  zwei  Formen  )t'*"  und 
(n  -—  2)t^"  Grades,  f(ß\  T(ß)  sind. 

Eine  solche  ganze  rationale  und  homogene  symmetrische 
Function  v""'  Ordnung 

P(?/i,  1/3  .■  ■  y«) 
ist  wegen  (1)  oft'enhar  eine  homogene  Function  v*"'  Ordnung  der 
Variablen  (.  Sie  ist  ebenso  eine  homogene  Function  v'"  Ord- 
nung in  den  a,  da  der  Ausdruck  (1),  wie  er  die  a  explicite  ent- 
hält, linear  ist,  und  da  die  symmetrischen  Functionen  der  x  nur 
von  den  Verhältnissen  «i :  Aa,  O3 :  Oo,  .  .  .  ffl» :  «o  abhängen.  Bei  dem 
Ausdruck  von  P  durch  die  a  könnte  aber  möglicherweise  eine 
Potenz  von  Uo  im  Nenner  bleiben,  und  wir  haben  noch  nachzu- 
weisen, dass  dies  nicht  eintritt. 

Setzen  wir 

»;-P(!/i,  •  ■  ■ !/.)  =  -sr(«, ") 

und  bestimmen  die  Potenz  «J  so,  dass  K{t,  h)  eine  ganze  Func- 
tion der  a  ist,  aber  für  «0  =  0  nicht  mehr  verschwindet,  so 
wird  folgen,  dass  A  =  0  sein  muss,  wenn  wir  nachweisen,  dass  für 
«0  :=  0  die  sämmtlichen  y  endliche  Werthe  behalten. 

Wenn  wir  a^  =  0  werden  lassen,  während  die  übrigen  a 
ungeändert  bleiben,  so  wird  eine  der  Wurzeln  x,  wie  wir  im 
§.  40  gesehen  haben,  unendlich  wEWjhsen.  Dass  aber  das  zugehörige 
p  gleichwohl  endlich  bleibt,  ergiebt  sich  aus  der  in  Bezug  auf 
(  identischen  Gleichung  §.  68,  (11) 

<'*'  Ä  -^If  "'  =  '^  ^'  ("'>  +  '"  J'i  W  +  ■  ■  ■  +  ^.  -'  W. 

aus  der  zu  ersehen  ist,  dass,  wenn  «„  ^  0  und  x  unendlich  wird, 
die  Functionen 

F,{x),    f\{r.)  .  .  .  F.-,{s) 

gleich  den  Coefticienten  von ■  /'  ((),  also  gleich 

0,     -"--Ja.."..,     -i«„_, 
n  n 

werden.    Es  bleiben  also  auch  die  y  endlich,  und  P  (j/i,  i/g  .  .  .  y») 

ist  gleich  einer  ganzen   rationalen  Invariante  vom  Grade  v 

sowohl  in  den  (  als  in  den  a. 

Wenn  wir  also  die  Gleichung  für  y  in  der  Form  aniielimen 

(3)  r  +  P.S"  +  F,y'-' -\ hJ".  =0, 

SO  ist  T,  eine  solche  Invariante  v'™  Grades. 
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Eine  Invariante  vom  Grade  n(n  —  1)  ist  auch  die  Discri- 
minante  J  der  Gleichung  (3),  oder  das  Quadrat  des  üifterenzen- 
productea 

(4)  77  =  (yi  -  y,)  {y,  -  y,)  .  •  . 

{j/2  —  J/ä)  ■  ■  . 
Um   übe-v  die  Bildung  dieser  Grosse  näheren   Äufschhiss   m  be- 
kommen, erinnern  wir  uns,  dass  wir  y  erlialten,  wenn  wir  in 

M.  „ lfm 

f'  durch  fft  ersetzen.     Wir  erhalten  also  ^j  —  y^  aus  der  Formel 


(5)  y-L  —  y-i  =  (^1  —  ^i) 

in  wir  dieselbe 
Der  Qnotient 


wenn  wir  dieselbe  Vertauschung  machen. 


/(O  

ist  eine  ganze  rationale  Function  von  t  vom  Grade  ii  —  2.  Er- 
setzen wir  darin  P'  durch  tk,  so  möge  er  in  tij,  übergehen;  wir 
haben  dann 

(6)  Vi  —  >Jk  =  (J^i  --  x^)  U,^. 
Wenn  wir  also 

(7)  «^-1©  =  h,^ti,z  .  ■  ■  ii,„ 

k,;  ■  ■  ■  k,„ 

(setzen,  so  ist  0  eine  homogene  ganze  Function  vom  Grade 
Va « (»  —  1)  in  Bezug  auf  die  (,  und  sie  ist  ausserdem  als  sym- 
metrische Function  der  x  rational  durch  die  Coefficienten  a  dar- 
stellbar. 

Aus  (6)  folgt  aber,  wenn  1),  wie  im  §.  4G,   (3)   die  Discri- 
minante  von  f(w)  bedeiitet, 

(8)  zf  —  I>®\ 

woraus  zu  schlicssen  ist,  dass  &  eine  Invariante  ist,  die  den 
Nenner  %  nicht  mehr  enthält,  z/  ist  in  den  Goefficienteu 
fl  vom  Grade  n(n — 1),  während  D  nach  §.  46  vom  Grade  2n  —  2 
ist;  daraus  folgt,  dass  ®  vom  Grade  ^/^(n—l)  (n  — 2)  in  den 
Coefficienten  a  ist. 
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0  ist  eine  sogeiiannto  zerlegbare  Form  Va  n  (n  —  If""  Grades 
in  den  Variablen  (;  denn  sie  lässt  sich  nach  (7)  in  lauter  lineare 
Factoren  zerlegen,  die  freilieh  nicht  rational  in  den  a  sind. 

Wir  haben  schon  im  §.  52  darauf  hingewiesen,  dass  bei  der 
Tschirnhausen-Transformation  auch  x  rational  durch  y  ausdrüclc- 
bar  ist;  und  dasselbe  gilt  also  auch  für  jede  rationale  Function 
von  X. 

Betrachten  Avir  irgend  eine  solciie  Function  (fix),  die  auch 
noch  die  Coeificienten  «  und  t  enthalten  kann,  aber  immer  für 
beide  Arten  von  Variablen  ganz  und  homogen  vorausgesetzt  sei, 
so  können  wir  setzen 

(9)  V  W  =  C;  +  0,  s  +  C,  9«  H h  C',„  9", 

worin  die  C'd,  C^  . . .  ü^-i  rational  in  ((  und  in  (  ausdrückbar  sind. 

Stellen  wir  die  Gleichung  (9)  für  x  ^=  Xi,  x^  ...  x„,  y  =  yi, 
»/a, . . .  y„  auf,  so  erhalten  wir  für  die  Bestimmung  der  C  ein  System 
linearer  (ileiclmngen,  dessen  Determinante 
1,  Vu  y'{  ■•■  VT 

1,  ya,  y,'  ■  .■  vr 


(10) 

1.  Vn^  Vi  ■ 

also  gleich  0  Vi)  ist.  Der  Zähler  des  Ausdruckes  für  6'v  geht 
aus  der  Determinante  (10)  hervor,  indem  man  die  Elemente  der 
(v  -\-  1)**"  üolonne  durch  (p(xi),  (p(Xi)  .  .  ■  (p(a;„)  ersetzt,  iind 
folglich  hat  de,r  Zähler,  wenn  man  Alles  durch  die  Xi  ausdrückt, 
den  Factor  VD  (weil  er  verschwindet,  wenn  zwei  Xi  einander 
gleich  werden). 

Wir  können  also  setzen 

@a=    Qr, 
worin   Qy  eine  ganze  rationale  Function  der  t  und  der  a  ist,  die 
höchstens  noch  eine  Potenz  von   «i,  im  Nenner  enthalten   kann. 
Wir  bekommen  dann 

(II)      0  9)(^)  =  ft  +  fty  +  f^.y^  +  ■  ■  ■  +  Q.-iV"-'- 

Die  Ooefficienten  Q^  sind   aber   keine  Invarianten   und   ihre 
Berechnung  ist  in  den  meisten  Fällen  schwierig. 
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Transformation  der  cubisohen  Gleichung. 

Der  Hermite'sclie  Satz  (§.  69)  reicht  für  die  cubische  Glei- 
chung aus,  die  Transformation  ohne  weitere  Rechnung  auszufuhren. 

Wir  haben  dazu,  wenn  wir  homogene  Variable  0^,  %  an- 
wenden, simultane  Invarianten  der  cubiscben  Form 

(1)  /(«i,  5,)  r.=  a,£!f  -f  ffl,  sfg^   +  a-iS^^i  +  a^s^ 
und  der  Linearform 

(2)  i'  =  —  in  ^i  +  ti  ^3 

zu  hilden.     Wenn  wir  aber  die  lineare  Substitutio]i 

(3)  .,  =  «;  +  ^.; 

S2  —  ysi  -|-  0  53 
auf  T  anwenden,  so  ergiebt  sich 

—  io^i  +  '1^3  =■-  —  '0^1  +  ii-sä, 
wenn 

(^  =  -i-  i, «  —  f,  y, 

i;  =  —  f,  /3  -I-  *,  Ö, 
oder 

rifl  ^  yfi  -}-  d(ö- 

Diese    Substitution    geht  aber   aus   (3)   hervor,   wenn    man 
^1,  ^a,  .^1,  Si  duich  r(|,  r*,,,  il,  ^o  ersetzt.     Wenn  nun  /(«,  (j,  f,,) 
eme   simultane  Invariante  von  /  und  T  ist,   homogen   und   voiii 
v**"  Giade  in  ti,,  ti  und  vom  Gewicht  l,  also 
7(ß',  (i,  Q  =  r'i(ffi,  (1,  (0), 
so  iolgt  duidi  diese  Vertaiischung 

/(«',  ^i,  4)  =  r^~''I(ii,  Si,  s'a), 
d.  h.  es  ist  J(«,  ^^i,  :eä)  ^irio  Govariante  von  /. 

Man  erhält  also  alle  simultanen  Invarianten  von  / 
und  T  aus  den  Covarianten  von  /,  wenn  man  darin  ei,  z^ 
durch  i|,  io  ersetzt. 

Die  Covarianten  von  /  haben  wir  aber  in  §.  62,  63  voll- 
ständig kennen  gelernt. 

Danach  ist  es  leicht,  die  cubische  Gleichung  zu  bilden,  die 
sich  aus  der  Substitution  §.  68,  (12) 


y  Google 


(5)  y  =  ti  U(,  a;  +  ^\  +  („  Uo  a;^  +  «,  x  +  ^~Y/ 
für  j/  ergiebt.     Schreiben  wir  die  Gleichung  in  der  Form 

80  sind  Pj,  Pj  Covarianteii  von  /,  und  zwar  Pg  von  der  zweiten, 
Pj  von  der  dritten  Ordnung,  sowohl  in  t  als  in  ((. 

Da  nun  Pj  und  Pj  Covarianten  der  cubischen  Torm  sind, 
so  können  sie  eich  nach  §.  62  und  63  von  den  beiden  dort  dcü- 
nirten  Functionen 

nur  um  constante,  d.  h.  numerische  Factoren  unterscheiden.  Diese 
conatanten  Factoren  lassen  sich  durch  irgend  eine  specielle  An- 
nahme bestimmen. 

Wir  können  z,  B.  annehmen 

dann  wird  y  =:  x^  also 

Pa  =  «s,     P3  --  «j- 
Andererseits  ergiebt  sich  aber  nach  den  im  §.  62  gegebenen 
Formeln  (2),  (3),  (7)  für  diese  besondere  Annalime 
7/(1,0}  =  3«„         (3(1,  0)  T=  IIa.,, 
woraus  man  allgemein  schliesst 

i^,  =  ifi(f„«,     p,  =  J^e  {<„<.), 

so  dass  wir  für  ij  die  cubische  Gleichung  erhalten 

(6)  j.  + 1  a(i„  «!,  +  Jj  «ft,  i.)  =  0. 

Die  Discriminante  J  dieser  cubischen  öleichung  ist 

also  mit  Anwendimg  der  Relation  §.  62,  (12) 

(7)  4i/'4-  e'+27fl/"  =  0 

(8)  J  =  i)/((„  «.)', 

wenn  ü  die  Discriminante  der  gegebenen  cubischen  Gleichung 
ist,  in  Ueber  ein  Stimmung  mit  den  allgemeinen  Resultaten  des 
vorigen  Paragraphen. 

Wollen  wir  hierauf  die  Auflösung  der  cubischen  Gleichung 
gründen,  so  müssen  wir  zunächst  nach  den  Vorschriften  des 
vorigen  Paragraphen  x  rational  durch  y  darstellen.     Wir  setzen 

(9)  0,/ft,  Qx  =  e.  +  ft  j  +  fts>. 


y  Google 


g.  71.  CubiBche  Üleichung.  221 

l)ie  Bei-eclniung  der  Coeffi deuten  Q  ist  leiclit  EiuszufLliiven, 
wenn  man  diese  Gleichung  für  Xi,  x.j,  x-,,  nnd  entsprooliend 
Vi,  «/9,  Vi  aufstellt. 

Wir  wollen  über  den  Gang  der  Rechnung,  die  nur  die 
Darstellung  symmetrischer  Functionen  der  Wurzeln  einer  cubi- 
scheii  Gleichung  durch  die  Coefticienteu  nach  den  Vorschriften 
des  vierten  ÄbschnitteB  (§.  42,  45)  erfordert,  einige  Andeutungen 
machen.  Nimmt  man  zunächst  die  Summe  der  drei  Gleichungen 
(9),  so  erhält  man  nach  (6) 

3«.  =|Ä(f„f,)e, -o,/((„«, 

so  dass  also  nur  noch  Qi  uud  Q^  berechnet  zu  werden  brauchen; 
diese  findet  man,  wenn  man  die  fiir  x  =  Xi  gebildete  Gleichung 

(9)  mit 

Vi  —  Vi  =  ßüC^s  —  fl^a)  iU  —  t(^<el) 
nnd  mit 

vi  ~yi  =  —  ^0  (^i  —  ^s)yi  (^i  —  *o  ^0 

ranltiplicirt  und  die  drei  durch  cyklische  Vertauschung  der  In- 
dices  1,  2,  3  gebildeten  analogen  Gleichungen  addirt. 

Man  hat  dann  nur  Gebrauch  zu  maclien  von  den  beiden 
Formehl  _ 

rj,'Sx;(!C,  —X,)  =  (1,  VT), 
und  üodet  so 

ft  =  -  (.• 
Setzen  wir  zur  Vereinfachung  (j  ^  t,  tg  ^^  1,  gehen  alfio  zu 
den  inhomogenen  Ausdrücken  über,  so  ergiebt  sich 

(10)  (3«,I  +  a,)/(0  =  -|--f/(0 +  ?/■(')-  3./', 
während  die  Gleichung  für  y  lautet 

(11)  9'  +  |fl(')»  +  ^«(')  =  0, 

wenn  wir  7/(i),  Q{t)  fdr  H(t,  1),  8(1,  1)  aotzm. 

Um  nun  die  eubiache  Gleiclmng  zu  lösen ,  liestimmen  wir  t 
aus  der  quadratischen  üleiclmng 

H(t)  =  0. 
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Wir  wollen  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 

(12)  y  =  V— 3-Ö 
setzen;  dann  folgt  aus  (7) 

(13)  e  =  3s/(0, 
und  aus  (11) 

(14)  <j  =  -jf^sM 

und  der  Ausdruck  (10)  ergiebt 

(15)  (3«,iC  +  a,)fit)  =  y/'(0  -  3y=. 

Um  die  üeber  ein  Stimmung  dieses  Resultats  mit  der  Car- 
danischen  Formel  herzuleiten,  gehen  wir  auf  den  §.  62  zurück 
und  setzen  in  den  dortigen  Formeln  x  =  t,  y  ^  l. 

Wegen  (13)  wird,  nach  §.  62,  (11),  (13) 
tj  -.=  Q,      I  —  — .  ft  p, 
und  nach  §.  62,  (10) 

worin  |'  =  hAf,  nach  §.  62,  (13)  die  Ableitung  von  |  nach  t  ist, 

/(()  =  -*•(»,    /'(()  =  3PA(,'. 
Danacli  folgt  aus  (14)  __ 

^  ^         3 
und  aus  (IS) 

3ßt,ar  +  «1  =  —  ÄXo'^'Sp  —  7^57==, 

oder  nach  §.  62,  (14),  (15) 

(16)  r, «,  a:  +  «I  =  ^  (ft  —  ;of  3^, 

worin  nach  §.  62,  (15) 


A^„f3^^V-2»±Al_^ 


:(ii  =  1 ,  ffl,  =  0  an ,   so  erhaltei 
Formel  (§.  35) 


Nehmen  wir  a,,  =  1,  «,  =  0  an,   so  erhalten    wir  aus  (16) 
die  Oardanische  Formel  (§.  35) 
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§■  72. 
Allgemeine  Ausführung  der  Transformation. 

In  der  allgemeinen  Durchführung  der  Tschirnhauscn-Transfbi*- 
mation  in  der  Hermite'schen  Form  können  wir  noch  einen  be- 
deutenden Schritt  weiter  gehen. 

Wir  betrachten  zijnä.chat  die  allgemeine  Substitution  §.  68,  (5) 

(1)  y  =  f„_i/„  +  *„_s/.  +  ^«-3  A  -^ +  *o/..-i, 

aus  der  wir  die  speciellere  Form  §.  68  (12)  erhalten,  wenn  wir 
die  Variablen  t  an  die  eine  lineare  Bedingung 

(2)  SO/)  =  na^t„-,  +  («  —  l)a,i„_2  H h  «„^j/,  =  0 

binden,  was  aber  füi'S  Erste  noch  nicht  geschehen  soll. 

Durch  die  Functionen  /o ,  /i ,  /a  .  -  .  /b-i  lassen  sich  nach 
§.  68,  (4)  alle  Potenzen  von  x  und  also  auch  alle  rationalen 
Functionen  von  x  linear  und  homogen  darstellen. 

Wenn  wir  diese  Darstellung  für  die  verschiedenen  Potenzen 
von  y  finden  können,  so  lässt  sich  durch  Elimination  der  /,■  die 
Gleichung  n""  Grades  für  y  bilden. 

Denselben  Zweck  erreichen  wir  aber  noch  einfacher,  wenn 
wir  die  n  Producte  yf,  linear  durch  die  /  darstellen.  Denn 
wenn  wir  die  Gleichungen  haben 

(3)  ?//,  =  .E,,,f,  +  E,,,f,  +  M,,.f,  +  •  ■  ■  +  T^UmA-i 

S    :^    0,        1,        2    ...   ii    —    1, 


80  erhalten 

wir 

rluich  Elim 

iiiation 

von  f,,J\  . 

./,.-,   a« 

System  (3) 

£... 

-9,  £.,.. 

F„, 

.      ...  E,,^ 

0 

(4)    JS  = 

T\i 

f',,. 

-  y,  E,. 

■      ...£.- 

' 

=  0, 

Eo,n-i,        E,,,^i,         i'a,"-i  ■  ■  •  ^«-h«-i  —  V 
also   eine  Gleichung  n'™  Grades  für  j/,  die  die   gesuchte  trans- 
formirte   Gleichung  ist.     Alles   ist   daher    zurückgeführt  auf  die 
Bestimmung   der  Coefficienten  J5r,„  die,  wie  aus  (I)  hervorgeht, 
jedenfalls  lineare  Functionen  der  Variablen  t  sind.  Insbesondere  ist 

(5)  £^0,0    =    «0*"-ll    Si,o    =    ßo'«-2,    ■    .    .  J5«-l,0    =    «0^0- 

Um  die  übrigen  E  zu  berechnen,  bemerken  wir,  dass  nach 
der  Definition  §.  G8,  (4)  zwischen  den  Functionen  /  die  folgenden 
Relationen  bestehen: 
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(6) 


Seoliater  Ahaciinitt. 


,:/„  = 
von  denen  die  letzte  eine  Folge  der  Gleichung  f(x)  =i  0  ist. 

Wenn  wir  nun  die  Reihe  der  Variablen  ^o,  (i  ,  .  .  („_i  fort- 
setzen, indem  wir  die  neuen  Variablen  („,  f„+i,  f„^s,  .  .  .  durch 
folgende  Gleichungen  definiren 

«0  (b       -)"  (tl  i«~-l  -\-  «3  in— 2  -f-  ■  ■  ■  -f-  ßn  i[i    =   0, 

,^-.  «0  t„+i  -{-  a,t„      -\~  ßa  f„_,  +  ■  ■  ■  -h  «n  'i   =0, 

«o  i,i+a  -f-  «1  (j,+i  --j-  (I2  ^1.      +  •  ■  ■  +  «n  '3  =^  0, 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Gleichungen  (6)   der  Reihe  nach 
mit  i„_i,  („_s  . .  .  ^D  multipliciren  und  addiren, 

und  wenn  wir  nun  (6)  ebenso  mit  f,,,  i„_i  .  .  .  t,  multiplicirfn 

«'f  =  «.+./, +  <./iH hf./.-,. 

So  ergiebt  sich  das  folgende  System 

!,=  (,_,     /.  +  (._,     /,  +  ...  +  (,/.„, 

■x,  =  t.      f,  +  t.-,    /,  H h './..-. 

(8)  ifs=f.+,    /. +  („      .AH f-h/.-i 


und    wenn    wir    diese   Gleichungen    wieder    mit   «j,   «s— 1  ■ 
multipliciren  und  addiren,  so  folgt  der  gesuchte  Ausdruck 

!//,  =  E..,/.  +  E,,. /,+■■■  +  £._,,,  /„, 
worin  nach  (7) 

E.,,      =  ».  (,+,.  -,  'I-  n, «..,.,-.  +  ■■•+».  i.-, 


l',.-2 


-E,,„      ^«oi«t«-5 


=    —   0.+,  f,r-,-l 

Ä,.      =  0, 1,-,      +  0, 1,. ,      H H  ».'.- 


-  a^  ta~ 


+  ■■■  +  «.<.. 
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g.  7ü.  Die  Bezoutiauie.  225 

Hierzu  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  überzählig  eingeführten 
Variabelu  f„,  t^+i  ...  in  der  zweiten  Form  von  £„_„  Ej^s  ■  ■  ■  -Eb_i,  , 
bereits  wieder  eliminirt  sind,  und  dass  die  Vririablc  („_i  nur 
in  Es^t  vorkommt. 

§.73. 
Die   Kezoutiantc. 

Die  Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen  wird,  entwickelt, 
die  Gestalt  haben 

r  +  Piv-'  +  p,»"-'  ^ h  p,  =  0, 

oder  wenn  wir  i„_i  so  bestimmen,  dass  S(y)  =^  0  wird, 

(1)  'r  +  P.y-'^ HP.  =  0; 

darin  ist  dann 

eine  Function  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  die  (  und  in  Bezug 
auf  die  a.  Diese  Function  ist  für  viele  Anwendungen  besonders 
wichtig  und  hat  von  Sylvester  den  Namen  Bezoutiante 
der  Function  f(x}  erhalten,  zu  Ehren  des  französischen  Mathe- 
matikers Bezout,  der  schon  im  vorigen  Jahrhundert  die  ersten 
richtigen  Ausführungen  über  Elimination  gegeben  bat. 

Nach  den  Formeln  des  letzten  Paragraphen  lässt  sich  diese 
Function  verliältnissmassig  einfach  berechnen.  Wir  führen  zu- 
nächst neben  den  V.nriablen  („_i,  („_a  ■  .  ■  tf,  noch  ein  zweites 
System  davon  unabhängiger  Variahein  t„„],  Tn_.ä  .  .  .  r,  ein  und 
setzen 

„,  V  ==  <„-/.  +  f.-./,  H h  »./.-. 

«  =  r.^,/.  +  r^,A  +  ■■■  +  ',f..~x- 
Statt  nun  8{y^)  zu  bilden,   berechnen  wir  zunächst  S{yz\ 

woraus  dann   8{y^)  hervorgeht,   wenn   man   die   z  gleich   den   t 

setzt. 

Wenn  man  die  Formel  (3)  des  vorigen  Paragraphen 

(3)  !,/.  =  £'.,,/.  +  £.,./,  +  •  •  ■  +  «.-.,../.-. 

mit  r„_s-i  multiplieirt  inid  dann  in  Bezug  auf  s  von  0  bis  n  —  1 
summirt,  so  findet  man 

(4)  ;/,.=/.ij;.,. !._._, 
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ä^G  Sechster  Abs::lu.it(.  g.  78. 

Nun  ist  nach  §.  08.  (6} 

Sf,  =  na„     Sf,  =  {v  ---  ])fi,..  .  .  .  S/„..,  =  «„_., 
so  dass  man  erbäU 

-|-fl„_i  i  E„-,,.r„-.-i. 
Hierin  ist  nun  der  Coefücicnt  von  t„_i 

na,K,o  +  ("  -  l)«i  ^M  H h  «.-.  -^«-M> 

also  nach  (3) 

—  «oS(i/). 
Da  nun  S(/)  mit  dem  üliode  )*flnr„_i   anfangt,   so  wird   in 
der  Differenz 
(5)  S(l,,)-ls(y)S(,) 

kein  Glied  vorkommen,  das  mit  t,^i  multipiicirt  ist.     Da  dieser 
Ausdruck  aber  ausserdem  in  Bezug  auf  t  und  r  symmetrisch  ist, 
so  enthält  er  auch  nicht  („_,,  und  wir  können  bei  seiner  Bildung 
einfach  („_i  und  tn— i  ^^  0  annehmen. 
Wir  setzen  nun 

«(!/)  =  »».(._, +  y(<), 
worin 

(c)    r  (0  =  (.,  -  1)  „,  (.__,  +  (»  -  2)  „,  (,_,  + I-  o,_ ,  (,. 

Dann  wird 
(7)  S(!,2)-is(>,)S(s)  = 

»0,  i  -E.,,T„_,., 

+  (II  —  l)n,  i'  -E,,.t„_.-, 


+  o,„  i-  «„_,,, 


wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  t„_i  ^^  0  anzunehmen,  also 

KU  setzen  ist,  während  die  übrigen  E  durch  die  Formeln  (ö)  des 
vorigen  Pari^sfraplicn  bestimmt  sind. 


y  Google 


Der  Aiisclruck  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  ist  eine  bi- 
iiueare  Fuiiction  der  f  und  i;  er  möge  eutwiclcelt  die  Form 
haben 

mit    der    Bedingung   Bi^i^  =  Skj-     I^i^    hiezoutiante    ergicbt 
sich  dann,  wenn  man  r  ^  f  setzt,  also 

(8)  B  ^   "^  B^,uthh, 

worin  die  Coefficienten  5,;t  i|uadratiache  Functionen  der  a  sind; 

und  aus  (7)  folgt 

(ft)  S(ye)  -  ~  S(j/)  S{,)  ^SB>,^Ut,, 

(10)  S{y^)  =  i  [SO/)]^  +  B. 

Nach  der  Formel  (8),  §.  68  ist 
y  -  ^  S(y)  =  k-~.F,  +  t,-,IA  +  .  .  .  +  (,F„., 

s  -1.8(0)^  T,,^,  i\  +  r„.,3  Fl  H yt,  F„_s, 

und  wenn  wir  beides  raultipliciren, 

Sunimireii  wir  diese  Formel  über  alle  .Wurzeln  x,  d.  li.  nehmen 
wir  die  mit  S  bezeichnete  Summe,  so  folgt 

S(!/«)  -  i  S(s)  SW  =  %\AS(F,^,.^,F.,^t-.), 
und  die  Vorgleiclmng  mit  (9)  lehrt 
(U)  B„,^^  S(F„_,_aF„,,_0 

Wir  bezeichnen  mit  ^  die  Determinante  der  Function  B, 
setzen  also 

^  :^  £  ±  Bn,n  Bi,i  .  .  .  -ß„^a,.,-3. 
Nach    dem  MultiplicatiojisaatK   der  Determinanten   und   mit 
Rücksicht  auf  die  Foi-meln 

SFa  =  0,     ST'\  ^  0,  .  .  .  SF„^,  =  0 
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'2'28 


SücLatKi'  Al)soliuiit. 


ist  aber,  wenn  wir 

1,  F,{x,),  F,{xO. 
4^     1,  ?.(».,),  JiW. 


.  I''. 


1,  ftCl,),  I.iW----F..-.W 
setzen,  nach  (11) 
(12)  *ä  =  wz7. 

Beachtet  man  nun  die  Ausdrücke  (9)  in  §.  68  für  die  Fnnc- 
tionen  i^^,  F^  .  .  .  F„_a,  so  ergiebt  sicli  leicht  nach  dem  Satze, 
dass  man  in  einer  Determinante  eine  mit  einem  beliebigen  Factor 
multiplicirte  Colonne  zu  einer  anderen  Colonne  addiren  kann 
(§.  22,  VII),  für  0  der  Ausdruck 

1,  «„  xi'  .  .  .X 

1,  X2,  x'^  .  .  .  X 


1,   X„,  X„   .  .  .  X- 

dessen  Quadrat  nach  §.  46  die  Discriminante  von  f{x)  ist.  Hier- 
nach haben  wir  also  nach  (12)  den  wichtigen  Satz: 

Die  Determinante  der  Bezoutiante  von  fix)  ist  der 
)(*«  Tbeil  der  Discriminante  von/(ir). 

Die  Berechnung  der  Bezoutiante  hat  nach  unseren  Formeln 
gar  keine  Schwierigkeit  mehr  und  gestaltet  sich  ziemlich  einfach. 

Für  .n  =^  3  erhält  man  das  schon  aus  den  Formeln  des 
§.  71  zu  Rohliessende  Resultat 

(13)  jy  =  ^  1 //((.,  «. 

Für  die  Berechnung  der  Bezoutiante  der  hiquailratischeu 
J'orm  wollen  wir  zur  Vcranschauliohung  des  Vorhergehenden 
das  Formelsystem  vollständig  aufTühren,  indem  wir  die  Durch- 
führung der  wenig  längeren  Rechnung  für  die  Form  fünften 
Grades  dem  Leser  überlassen. 

Es  ist  für  die  Form  vierten  Grades  nach  (7)  und  §.  72,  (9) 
f{x)  :=  a^  X*  -{-  ayX^  -\-  a^x^  '\'  a^^x  -{-  a. 


K 

=  -«,(,- 

^»:,<, 

-0,1, 

iaaTi 

-B., 

=  «,(, 

3<i,r, 

£,, 

=  (.,(,  +  <i 

■  f, 

2%T, 

J«., 

=  o,f,  +  0 

,(, 

»als 
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-K,, 

=   -  a,  t,  -  o,  i 

4  «ü  r. 

i'i. 

=  —  «a'i  —  »t' 

3  «,  t, 

K; 

=        a,i  +  o,( 

SOäi:, 

i'.. 

=        «,(,  +  <.,( 

+  %(, 

«3^1 

-E., 

=  -  ..,!, 

4ii,r, 

-B.. 

=  -  «.(, 

3o,., 

E,, 

=    —    «4*0 

2(1,», 

£.,. 

=         o,i, +  o, 

1  +  «.«. 

«,t.. 

Man  hat  diese  Ausdrücke  mit  den  rechts  daneben  gesetzten 
Factoren  zu  multipliciren  und  zu  addiren,  dann  noch 

=  —  |-  (3  K,  f,  +  2  (1,  i,  +  o,  f.)  (3  11,  tj  +  a  11,  r,  +  u,  r.) 

hinzuzufügen    und   die    Coei'ficientcn    von   tiji,   aufzLisuclicn.     So 
ergiebt  sicii 

B,,,  =  —~(Sa,ti,  —  ^all         £o,i  =  — ^    (6(i|ii4— OsO,) 


(14)^4.  =  - 


-2«i«3-J-h/,  ifi,a  = 


1 


(6  «0  (t-j  —  «1  «i) 


»...  =  "  j(8«.«,- 3«! 
Auf  dieselbe  Weise  kann  i 


verfahren,  und  tindet  für 
gende  Ausdrücke 

5  Bi,,it  =  4  «4  —  10  «3  a-, 


.         Ji„  =  -^(16«..i„-..,».). 

lan  hei  einer  Form  fünften  Grades 
Coeflicienten  der  Bezoutiaute  fol- 


5_B, 

1    =    6  11/   —    10  «s  «4    — 

20 11,  «2 

äB, 

,  =  6a}  -  lOo.ii,  - 

20 1.,  »4 

öS, 

B    =    4|«4^   10  11^1(2 

5-B, 

1  —  3a3tii  —  lödaßs 

6B, 

a  =  2  «2  «4  —  20  »4  iij 

5B, 

,  =     04  114-25(1,11, 

sa 

j  =  4i>,(i,  -  15114«, 

—  25  «3  «6 

6  a 

4,  =    2  «1  03  —  20  Ofl  «4 

sa 

3    ^    31(4113    150,«3. 
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ohstev  Aljsühaitt, 


§■  7i. 
Transformation  der  Gleichung  fünften  Grades. 

Diese  En twi ekel uo gen  sollen  nun  angewandt  werden,  um 
die  Transformation  der  Gleicliung  fünften  Grades,  wie  wir  sie 
im  §.  54  skizzirt  haben,  durchzuführen. 

Es  lässt  sich  auf  unendlich  viele  Arten  ein  Werthsystem 
to-,  h,  (a,  (j  so  bestimmen,  dass  die  Bezoutiante  B  verschwindet; 
im  ■  Allgemeinen  ist  dazu  die  Auflösung  einer  quadratischen 
Gleichung  erforderlich.     Wir  können  z.  B. 

(3  =  0,    t,  =  0 
setzen  lind  das  Verhältniss  fo  '^1  ^i^s  der  quadratischen  Gloichuiig 

bestimmen.   Diese  Werthe  von  (  enthalten  dann  die  Quadratwurzel 


V'^,1  — 5o.o^i,i- 
Statt  dessen  kann   man   aber  auch  andere  Bestimmungen  treffen 
und  bekommt  andere  und  andere  Quadratwurzeln.     In  der  Aus- 
wahl   dieser   Quadratwurzel   liegt   etwas   Willkürhohes   und  Un- 
bestimmtes. 

Wir  greifen  unter  diesen  verschiedenen  Beatimmungsweisen 
eine  heraus  und  transformiren  damit  die  gegebene  Gleicliung 
fünften  Grades  in  eine  Hauptgleichung,  d.  h.  in  eine  solche, 
in  der  die  dritte  und  vierte. Potenz  der  Unbekannten  nicht  vor- 
kommt, oder  wir  nehmen  an,  nach  F.  Klein's  Vorgang,  die  zu 
transformirende  Gleichung  sei  von  Haus  aus  eine  Haupt- 
gleichung 
(1)  f{£)  -■=:  (lax^  +  a,x-^  +  a^x  +  «^  =  0. 

Wir  wollen  aber  noch  ausdrücklich  heiworlieben ,  dass  nach 
§.  70,  (8)  durch  diese  vorläufige  Tschimhausen -Transformation 
die  Discriminante  der  gegebenen  Gleichung  nur  um  einen  J'actor 
&'  geändert  wird,  worin  &  rational  von  den  angewandten  t, 
also  auch  von  der  zu  ihrer  Bestimmung  benutzten  Quadratwurzel 
abhängt. 

Unter  der  Voraussetzung  (I)  werden  nun  die  Coet'iicienten 
der  Bezoutiante  nach  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
folgende ; 
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Hauptgleichung  fünfteu  Grade 


5B.,, 

,  —  4«/—  10«,  w,,, 

5-B.,i 

=  3  a,», 

6-B,,: 

1  ^  t>«li 

5B.,, 

1  =  0 

5  5,,, 

,  =  -  20o,o„ 

5-B.,; 

1  =  —  25  Oo  «ä 

5-B.., 

,  =  0 

5-B,,s 

!  =  —  25o,o, 

6B,,, 

i  =  —  20ft,«.i, 

!>B,., 

1  =  —  15  »n  «3. 

(2) 


Wenn  man  hieraus-die  Determinante  berechnet,  so  erhält 
man  ohne  Schwierigkeit  mich  §.  73,  (12)  für  die  Discriniinante 
der  Hauptgleichung  fünften  Grades 

(3)  D  =  a^  (5^  a^  a.*  +  2^  «o «]'  +  2250  «„  al^  «4  «^^ 

—  1600  00%«!  «5  +  108a|«j  —  2703*«^^). 
Da   nun   hier  B^,,  =  0  ist,   so   haben  wir  ein  Werthsystem 
der  (,  wofür  die  Bezoutiante  vei'schwindet,  nämlich 
(,  —  0,    (,  =  0,    (2  =  0. 
Wir  nehmen   nun  unsere  Tschirnhausen-Subatitutiun   in  fol- 
gender Form  [^.  68,(12)] 

(4)  y  ^  (,  F,  +  t,  («3  K  +  «j  F,  +  «0  -FO 

und  wollen  über  die  w,,,  «1,  «3  so  verfiigen,  dass  die  Gleichung 
fünften  Grades  für  y  unabhängig  von  t^,  (^  zu  eimär  Haupt- 
gleichung wird,  dass  also  S(j/^)  identisch  für  alle  t^,  t^  ver- 
schwindet. 

Da  8(F^)  ^=  B,,!,  hier  verschwindet,  so  geschieht  dieser 
Forderung  nach  §,  73,  (11)  genüge,  wenn  wir  Ko,  «i,  «^  so  be- 
stimmen, dass 

(5)  <-B<,,o  +  «/-Bj,!  +  «i-B^s 

+  2  «^  K,  -^0,1  -|-  2  Kt  «ä  Bo,i  +  2  «I «,  ö|,a  ^  0, 

(6)  «fl  -ßc,B  +  «,  -Bi,3  +  «3  S3.S  =  0- 

Diese  Gleichungen  führen  durch  Elimination  von  einer  der 
drei  Grössen  a  auf  eine  quadratische  Gleichung  für  das  Ver- 
hältniss  der  beiden  anderen.  An  sich  ist  es  nicht  nothwendig, 
irgend  einen  besonderen  Fall  auszuschliessen ,  auch  nicht  den, 
dass  _Bo,3i  -Ö1.3,  J5a,3  alle  drei  verschwinden;  man  hätte  dann  nur 
für  die  «  irgend  eine  Lösung  der  Gleichung  (5)  zu  nehmen. 

Um  aber  nicht  weitläufig  zu  sein,  wollen  wir  annehmen, 
dass  .Bo,3  von  Null  verschieden  sei,  weil  die  hierdurch  aus- 
geschlossenen Fälle,  in  denen  eine  Wurzel  der  gegebenen  Glei- 
chung Null  oder  unendlich  wird,  hier  eigentlich  kein  Interesse 
bieten,  weil  sie  auf  eine  Gleichung  niedrigeren  Grades  zurück- 
kommen.    Die  Behandlung  bleibt  übrigens   ganz   dieselbe,   wenn 
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wir  an II eil m eil,  cIrss  eine  andere  von  den  dm  Grössen  I!(,^g,B,^s,^s,s 
von  Null  verschieden  ist 

Um  nun  "die  Gleicliungen  (5),  (6)  in  symmetrischer  Weise  zu 
behandeln  und  namentlich  zu  erkennen,  welche  Quadratwurzel 
zu  ihrer  Lösung  erfordert  wird,  verfahren  wir  so.  Wir  setzen 
zur  Abkürzung 

Ba    =    Ko-Bo,<,   +   «l-Bc.!   +    «2^^0,3 

(7)  JA  =  «,-Bi,o  +  «i£,,, +  K3-Bj,ä 

i?2   —    M,  B3,0   +   «1  ^2,1    +  %  B2,9. 

Dann  können  wir  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  so  darstellen: 

f,,B,    -i-a,B,    +^,B,    =0 

«0  -Bn,5  +  «1  Bi,8  +  «i  ifa.3  =  0. 
Wir  multipliciren  die  zweite  mit  einem  unbestimmten  I'actor 
Kg  und  addiren  sie  zur  ersten,  wodurch  wir  erhalten 

(9)  «,  (B.  +  «,  B,,,)  +  «,  (B,  +  «j  B,,,)  +  «,  (B,  +  »,  B,,,)  =  0, 
eine  Gleichung,  die  erfüllt  ist,  wenn  wir  setzen 

B,  +  «,  B,,,  =  0 

(10)  B,  +«jB,,j  =1  o-a, 

B,  +  «jR,,  =  -  ««,. 
Aus  diesen   drei  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
(6)  haben  wir   die  Unbekannten  Wj ,  «i ,  Wg ,  Ra ,  tf  zu   bestimmen. 
Wir  setzen  die  Gleichungen  zunächst  ausführlich  hierher 

«.  B.,,  +  «1 B.,,  +  «,  Bo,,  +  a,  B,,,  =  0 

,jj,    «.B,,. +  «,8,,,  +a,(B,,,-o)  +  «,B,,.  =  0 

«,  B,,,  +  »,  (B,.,  -f  0)  +  «,  B,,,  +  «,  B,,,  =  0 

«.Bs,o  +  »,Bs,,  +a,B,,,  =0, 

und  wenn  wir  hieraus  «u,  «n  «s,  "=3  eliminireu,  so  ergiebt  sich 
eine  quadratische  Gleichung  fnr  6,  nach  deren  Lösung  man  die 
Verhältnisse  «o:Ki;ßa;ns  aus  linearen  Gleichungen  bestimmen 
kann. 

Die  quadratische  Gleichung  für  ti  aber  lautut  in  Deter- 
minantenform 

B,,„  B.,„  B,,.,  B,,, 

B,,„  B,,„  B,,,  —  <s,  B,,,    _  ^ 

<»..  B,,,  +  e,  Bs,„  B,,,    "    ■ 

'.,.,  B,,„  B,,,,  0 
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Da  sich  die  linke  Seite  durch  Vertauschuiig  von  ö  mit  —  e 
nicht  ändert,  so  ist  es  eine  reine  quadratische  Gleichung  und 
sie  giebt  mit  Rücksicht  auf  §.  73,  (12) 

Sn.sö'  —  51)  =  0, 
wenn  U  die   Discriminante   der   gegebenen    Gleichung   ist.     Wir 
bekommen  also  nach  (2) 
(12)  5a<,CH<S  =  VöD, 

worin  das  Voßeiclien  beliebig  ist. 


Normalfcrm  der  Gleichung  fünften  Grades. 

Wie  schon  früher  bemerkt,  ist  das  hauptsächlichste  Ziel 
dieser  Betrachtungen,  eine  Normalform  der  Gleichung  fünften 
Grades  herzustellen,  die  nur  von  einem  unbestimmten  Coeffi- 
cienten,  einem  Parameter,  abhängt.  Eine  solche  Norraalform 
ist  die  Bring-Jerrard'sche  Form.  Um  diese  zu  erhalten,  haben 
wir  nacli  (4)  des  vorigen  Paragraphen 
(1)  y  =  t,Fo-\rt^  («.  -f'i  +  «i  f's  +  «0  F,) 

zu  setzen,  so  dass  identisch 

S(y)  =  0,     S(y')  ^  0 
wird,   und   dann    ist    das  Verhaltniss   (3  ;  i^    ans   der    cubischen 
Gleichung 

S(j/ä)  =  0 

zu  bilden.  Diese  cubische  Gleichung  lässt  sich  wirklich  bilden, 
wenn  auch  ihr  Ausdruck  lang  wird.  Die  hierzu  nöthigen  Formeln 
sind  von  Cayley  berechnet'). 

Es  ist  das  Krgebniss  einer  merkwürdigen  Untersuchung  von 
Gordan,  dass  man  eine  andere,  die  Brioschi'sche  Normalform 
ohne  neue  Irrationalität  erhalten  kann,  und  wir  wollen  zum 
Beschluss  dieser  Betrachtungen  über  die  Tschirnhausen-Trans- 
formation dies  Resultat  noch  ableiten  ^). 

Wir  halten  an  den  Voraussetzungen  des  vorigen  Paragraphen 
fest  und  setzen  für  den  Äugenblick  zur  Abkürzung 

1)  Cayley,  on  TachirnhaiiBen's  TranEformation,  Phil.  Trans.  ISiil, 
Mathematical  Papei-s,  Tom.  IV,  Ni-.  275. 

ä)  Gordan,  Mathematische  Annalen,  Bd.  38,  188^.7 
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{2}  U  =   F„,      D   =  «,  F,  -h  «J  F,  +  et,  F,.. 

worin  «„,  «i,  Wg  die  im  vorigen  Piiragraphen  bestimmten  Werthe 

haben  sollen. 

Nach  der  Formel  §.  73,  (4)  lassen   sieb  die  drei  Functionen 

linear  und  homogün  durch  fij,  fi,  f^,  fs,  f^  darstellen,  und  weil 
{3)  S(M-*)  =  0,     Siuv)  =  0,     S(v^)  =  0 

ist,   so   werden   diese   Ausdrücke   auch  in  Fq,  Fi,  F^,  F^  linear 
und  homogen. 

Die  Rechnung  ist  nach  den  Formeln  der  §§.  72,  73  leicht 
auszuführen,  soll  aber  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden,  da  es 
uns  nur  auf  die  Darlegung  des  Grundgedankens  ankommt.  Wir 
wollen  nur  bemerken,  dass  die  Coefficienten  in  den  Ausdrücken 
für  «3,  MV,  v^  linear  in  den  Coefficienten  der  ursprünghchen 
Gleichung  fünften  Grades  und  quadratisch  in  den  «o .  «i  i  <*■■ 
sind.  Wenn  wir  nun  aus  diesen  Ausdrücken  mit  Hülfe  von  (2) 
die  Functionen  Fo,  Fi,  Fj,  Fg  eliminiren,  so,  erhalten  wir  eine 
Relation  von  der  Form 

(4)  pu^  -\-  2quv  -\-  rv^  =:  au  -\-  i)v, 

worin  die  p,  q,  r,  a,  b  von   den  Coefficienten  it-i  und  w^  rational 
abhängen  und  jedenfalls  nicht  alle  zugleich  verschwinden. 

Setzen  wir  für  den  Augenblick 

pu^-\-  2quv-\-rv^  =  <p(ti,v% 
so  ist  nach  §.  57 

i<p(u',  v-)<p(u,  V)  -  [«>'(«)  +  v'q>-(v)y 
das  Quadrat  einer  linearen  Function  von  u,  v,  so   daas  dadurcli 
qp(M,  v)  in  die  Summe  von  zwei  Quadraten  zerlegt  wird.    Wählen 
wir  m'  =  &,  ii'  =  —  a,  so  folgt 

g.(i,  -  a)q>(u,  v)  =  [b(pu  +  qv)  -  a(qu  +  f  .)? 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung 

j)  h''  —  2qa0  -(-  r  a'^  :^=  m, 

bp  -a,i  =  »■, 

^  lil-  0>-  =  (,', 

ä"  —  *  >■  =  » 
setzt, 

(6)   miiiti^  +  2g^HJ  +  YV^)  —  (fl'w  -f  ¥vf  —  c{au  -f-  hvy. 


y  Google 


1  der  Gieiehuiig  füuftei 


235 


(8) 


und  nach  (4)  kann  diese  Gleichung  auch  so  dsirgestellt  werden: 
(7)  m(au  +  hv)  =  («'«  +  V vY  -  .'(rtw  +  bvy. 

Man  setze  mm 

und  bilde  die  Gleichung  fünften  Grades,  deren  Wurzeln  die  fünf 

Werthe  von  y  sind: 

(9)  y^  +«,»/*  +  e-iV^  +  Ca j/^  +  Ci ?/  -f  cj  =  0; 

darin  lassen  sich   die  Coel'ticienten  c  auf  folgende  Weise  näher 

bestimmen. 

Aus  (8)  leiten  wir  ab 

V^jau  +  bv) 


und  daraus  nach  (7) 


.+  S» 


Daraus  folgt  aber  nach  (3) 


-  Ve  {a-u  -)-  hv). 


Wenn  w 
die  Werthe 


f  also  aiis  (9)  die  Gleichung  ableiten,  (lere 


U  = 


/+  V« 


setzen,  so  muss  eine  Gleichung  für  |  entstehen,  in  der  die  Coefti- 
cienten  von  |'  und  |^  verschwinden,  und  zwar  welches  Zeichen 
wir  auch  der  Quadratwurzel  Vc  geben.   Dadurch  erhält  man  vier 
Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten  e,  der  Gleichung  (9),  . 
Die  Gleichung  für  |  wird  nämlich 

(i  ^^v^y  +  ca(i_-^V7)*  +  c,f{ij-tVoy 
+  c:,r(]  -  iv7y -\-  c,r (1  -  iVc)  +  c,t  -  o. 

Setzt  man   hierin   die  Coefficienten  von   ^'  und  f  gleich  0, 
so  folgt 
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5  V^*  —  4  t\  Vc  '  +  3  Ca  VV '  —  2  f.,  "l/c  -+■  c,  :--  0, 
—  10"|/c'  +  fiCiVc"'  —  3CsV^    +  (^3  =0, 

und  diese  Gloiohungeii   zerfalJcii  wegen   rles   doppelten   Zeichens 
von   VC   in  die  vier 

5  c^  +  3  C.2  c  -f  6'.,  =  0, 
4  Ci  t  -1-  2  c,  —  Ü, 

10c  +  3  Ca  =0, 

6  Ci  c  -[-  c,i  =  U. 

Aus  der  zweiten  und  vierten  dieser  Glcichungt^n  folgt 

V,    =    0,       C;i    =    0, 

und  dann  aus  der  dritten  und  ersten 

_    _    10  .      _    __    r    .3 

ra   —  .^     C,      (-4  —  .)C  , 

SO  dass  also  die  Gleiiiliung  für  y  die  Gestalt  erhält 

(10)  i/^-^cy=  +  5c^(/  +  c,  =  0. 

Diese  Gleichung  hängt  noch  von  den  beiden  Parametern  Cj 
und  c  ab;  man  kann  sie  auf  eine  Gleichung  mit  einem  Parameter 
reduciren  durch  die  Substitution 


-Vl^.  -«yi. 


{") 

wodurch  sie  die  einfache  i\nd  elegante  Form  erhalt 
(12)  ^5  —  10^3  +  45^-1- y  =  0. 

Dies  ist  die  Brioschi'sche  Normalform.  Die  Substi- 
tution (II)  leidet  aber  an  dem  Uebelstande,  dass  sie  noch  eine 
Quadratwurzel  enthält;  während  in  den  Formeln  (8)  und  (10) 
nur  die  zwei  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Quadrat- 
wurzeln vorkommen.  Man  kann  aber  auch  nach  einer  Bemerkung 
von  Klein  auf  rationalem  Wege  aus  (10)  zu  einer  Normalform 
kommen,  die  nur  einen  Parameter  enthält. 

Setzt  mau  z.  B. 

so  erhält  man  aus  (10)  die  Gleicliuiig 

(14)  ä>  +  Ug'  -  107»"  +  37'  =  0, 
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Es  ist  bei  dieser  Traosformatioii  stillschweigend  die  Voraus- 
aetzang  gemacht,  das3  die  in  (5)  mit  m  nnd  c  liezeichneten 
Grössen  nicht  Null  seien. 

Ist  m  =  0,  80  ist  in  der  Formel  (4)  pu'^  -{-  2qtiv  -{-  rv^ 
durch  «14  +  ''^  theilhar,  es  muss  dann  also  wenigstens  für 
einige  der  Wurzeln  die  Gleichung 

uu-^bv  =  0, 
d.  h.  eine  Gleichung  von  nicht  höherem   als   dem  vierten  (jrade 
hestehen, 

Ist  c  =  0,  also  pu'^  -\-  2([uv  -{-  rv^  ein  Quadrat  einer 
linearen  Function,  so  ergiebt  sich  aus  (7),  dass,  wenn 

y  =--  a' u  -Ir  b' V 
gesetzt  wird 

S(j/)  =  0,     S(!/>)  =  0,     «(»•)  =  0 
ist,    dass    also    die   Ering-Jcrrard'sche   Form  in    rationaler 
Weise  herstellbar  ist. 

Wir  können  schliesslich  die  Resultate  dieser  Betrachtungen 
dahin  zusammenfassen: 

Die  Hauptgleichung  fünften  Grades  lässt  sich 
durch  eine  Transformation,  die  als  einzige  Irratio- 
nalität die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante 
enthält,  auf  eine  Normalform  mit  einem  Parameter 
trausformiron. 
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DIE  WURZELN. 
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Siebenter  Abschnitt. 
Realität  der  Wurzeln. 


§■  76. 

Allgemeines  über  Realität  von  Gieichungswurzeln 
und  über  die  Discriminante. 

In  diesem  Abschnitt  werden  wir  uns  mit  der  Frage  be- 
schäftigen, wie  viele  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  rcoU 
sind.  Die  Coefficienten  der  Gleichung  werden  dabei  als  reelle 
Zahlen  vorausgesetzt  Wir  wollen  solche  Gleichungen  kurz 
reelle  Gleichungen  nennen  und  beginnen  mit  einigen  allgemeinen 
Betrachtungen. 

Die  reelle  Gleichung  ra*'"  Grades 
f(x)  =  0 
hat,  wie  wir  im  dritten  Abschnitt  gesehen  haben,  n  Wurzeln,  die 
entweder  reell  oder  imaginär,  d.  h.  von  der  Form  |  -|-  jjj  sind,  mit 
reellen  §,  ij.  Die  Zahl  von  n  Wurzeln  ergiebt  sich  aber  nur  dann 
allgemein,  wenn  wir  unter  Umständen  eine  Wurzel  mehrfach 
zählen,  nämlich  (m-|-l)fach,  wenn  mit/(a:)  zugleich  die  m  ersten 
Derivirten  von  f{x)  verschwinden.  Da  nun  ein  cgmplexer  Aus- 
druck von  der  Form  X-J-il'nur  dann  gleich  Null  ist,  wenn 
die  beiden  reellen  Bestandtheile  X  und  Y  einzeln  verschwinden, 
wenn  also  mit  X  -\-  iY  zugleich  X  —  iY  verschwindet,  und  da 
femer  bei  reellen  Coefficienten,  wenn  /{|  +  iij)  =  X  ■-]-  i  Y 
ist,  3icli/(|  —  iij)  z=  X  —  «F  ergiebt,  so  folgt  aus /{^ +  !?;)=  0, 
dass  zugleich  /(|  — itj)  ^=  0  sein  muss,  dass  also  zu  jeder 
imaginären  Wurzel  § -|- iij  eine  zweite  davon  verschiedene 
imaginäre   |  —  iij,   d.  h.   die   conjugirt  imaginäre  Wurzel 
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gehört.  Da  mit  den  Derivirten  /'(^  -|-  itj),  /" (^  -\-  /ij)  -  ■  ■  zu- 
gleich die  conjugirteii  Grössen /'(g  —  *'!)i/"(l  —  i  >i)  ■  .  ■  ver- 
schwinden, so  folgt,  dass  conjugirt  imagm-*!  AAuizcln 
denselben  Grad  der  Vielfachheit  liahen 

Daraus  folgt,  dass  die  imaginären  Wurzeln  iinmei  m  ^eialoi 
Zahl  vorkommen,  und  daes  eine  Gleichung  ungeladen  Giades 
immer  mindestens  eine  reelle  Wurzel  haben  muss 

Unser  nächstes  Ziel  wird  das  sein  die  /ihl  der  reellen 
Wurzeln,  ohne  die  Gleichung  aufzulösen,  liiect  aus  den  Wertheii 
gewisser  rationaler  Functionen  der  Cocfficienten  1er 
Gleichung  zu  bestimmen. 

Eine  sehr  wichtige  Rolle  spielt  hierbei  die  Diacriminante, 
auf  deren   Bedeutung   für  unsere   Frage  wir  zunächst   eingehen 


Wir  haben  in  §.  4G  die  Discriminante  erklärt  als  das  Product 
aus  den  Quadraten  der  sämmtlichen  Wurzeldifi'crenzen 

noch  multiplicirt  mit  «J"~^,  wenn  «^  der  Coefficißiit  der  höchsten 
Potenz  der  Unbekannten  in  der  gegebenen  Gleichung  ist,  und 
wir  haben  dort  gezeigt,  wie  die  Discriminante  als  rationale 
Function  der  Coefficienten  berechnet  werden  kann.  Der  Factor 
flän-2  igt  immer  positiv  und  könnte  hier  ohne  wesentliche  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  auch  gleich  1  vorausgesetzt  werden. 
Wir  wollen ,  wie  sohon  früher,  für  die  Discriminante  das  Zeichen 
i>  gebrauchen. 

Die  Discriminante  verschwindet  dann  und  nur 
dann,  wenn  unter  den  Wurzeln  zwei  gleiche  vor- 
kommen. 

Nehmen  wir  an,  dass/(ir)  durch  Absonderung  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Theilers  von/(3;)  und/'(a;),  was  durch  ratio- 
nale Rechnung  geschieht,  von  mehrfachen  Factoren  befreit  sei, 
so  wird  also  D  nicht  verschwinden. 

Sind  Xj  und  x-2  reell,  so  ist  (xi  —  x^}^  positiv.  Ist  3^,  reell 
und  x^  imaginär,  so  giebt  es  eine  zu  x^  conjugirte  Wurzel  x'^,  und 
das  Product 

(x,  —  a^)  {xi  —  x'i) 

ist  als  Product  zweier  conjugirt  imaginärer  Grössen  positiv,  also 
auch  sein  Quadrat. 


y  Google 


S.  n.  Vorzeichen  (ler  Diflurtminante.  243 

Sind  X,  und  Xj  beide  imaginär,  aber  nicht  conjugirt,  so  ist 
das  Product 

(Xi   —  X2)  {x[  —  x'2) 
und  sein  Quadrat  positiv. 

Sind  aber  endlicli  Xi  und  %  conjugirt  imaginär,  so  ist  ihre 
Differenz  rein  imaginär  und  deren  Quadrat  negativ. 

Es  kommen  also  in  dem  Product,  durch  das  wir  die  Discri- 
minante  erklärt  haben,  genau  so  viel  negative  Factoren  vor,  als 
es  Paare  conjugirt  imaginärer  Wurzeln  giebt,  und  wir  schliossen 
daraus  auf  den  wichtigen  Fundamentalsatz: 

Iat/{a;)  =  0  eine  reelle  Gleichung  ohne  mehrfache 
Wurzeln,  so  ist  die  Discriminante  positiv  oder  nega- 
tiv, je  nachdem  die  Anzahl  der  Eaare  conjugirt  ima- 
ginärer Wurzeln  gerade  oder  ungerade  ist. 

Der  Fall,  wo  nur  reelle  Wurzeln  vorhanden  sind,  gekört 
zu  denen,  wo  die  Discriminante  positiv  ist. 

Für  die  Fälle  der  quadratischen  und  cubiachen  Gleichungen, 
in  denen  nur  ein  Paar  imaginärer  Wurzeln  auftreten  kann,  ist 
durch  diesen  Hauptsatz  bereits  die  Unterscheidung  der  ver- 
schiedenen Fälle,  die  in  Bezug  auf  die  Wurzelrealität  möglich 
sind,  die  Determination,  vollendet, 


§■  77. 

Discussion    der   quadratischen    und    cubi sehen 
G  i  e  i  c  h  u  n  g. 

Für  die  quadratische  Gleichung 

Oci  X^  -{-  üjX  -{-  U2  =  0 

haben  wir  {§.  4ß) 

B  ^r:  al  —  iuaa.2  >  0      reelle  Wurzeln. 

<  0      imaginäre  Wurzeln, 
Für  die  cubische  Gleichung 

a„x^  -j-  üiX'^  -j-  a.; X  -\-  «j  =  0 
ist 

B  ^  al  ui  -f-  18  «„  Ol  oa «;,  —  4  M,  aj'  —  4  of  a,  —  27  a^  «.f, 
Z*  >  0     drei  reelle  Wurzeln, 
D  <  0    eine  reelle,  zwei  imaginäre  Wurzeln. 
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Auch  der  Fall  1)^=0  giebt  hier  zu  keinen  weiteren  Untev- 
scheidungen  Anlass;  denn  in  diesem  Falle  sind  die  beiden 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  einander  gleich  und  reell, 
von  den  drei  Wui'zeln  der  cubisehen  Gleichung  zwei  einander 
gleich  und  alle  drei  reell;  denn  eine  imaginäre  Wurzel  kann  hier 
nicht  doppelt  vorkommen,  weil  sonst  auch  die  conjugirte  doppelt 
vorkommen  würde,  und  ebenao  wenig  kann  die  einzelne  Wurzel 
imaginär  sein,  weil  sonst  eine  zweite  vorhanden  sein  müsste. 

Es  kann  sich  bei  der  cubisehen  Gleichung  nur  noch  darum 
handeln,  die  Bedingung  dafür  aufzusuchen,  dass  alle  drei  Wurzeln 
einander  gleich  sind. 

In  diesem  Falle  muss  die  linke  Seite  der  cubisehen  Gleichung 
ein  vollständiger  Cubus  sein,  also 

«n  a:5  -f-  «1  a:^  -|-  «2  a;  -f-  »a  ~  "o  (^  —  «P- 
Die   Yergleichung    beider   Seiten    dieser    identischen    Gleichung 
ergieht 

woraus  mau  durch  Elimination  von  «  erhält 
«■'—  3«oöa  =  0, 
«i  «2  —  9  «0  «3  ^=  0. 
Daraus  ergieht  sich  als  Folge  (indem  man  die  erste  dieser  Glei- 
chungen mit  «3,  die  zweite  mit  «j  multiplicirt  und  subtrahirt) 

a^  —  3  a^  «3  r=  0 ; 
und  wenn  diese  Bedingungen   erfüllt  sind,  so   folgt  daraus  um- 
gekehrt 

d.  li.  die  Gleichheit  aller  drei  Wurzeln, 

Bei  der  cubisehen  Gleichung 

x^  -\-  äiX'^  -\-  a^x  -^  u^  =  0 
können   wir  ausser   über  die  Realität  auch   noch  über  die  Vor- 
zeichen der  Wurzeln  vollständig  entscheiden. 

Bezeichnen  vrir  nämlich  mit  w,  ß,  y  die  drei  Wurzeln,  so  ist 
(2)   «,=.-{« +  /3  +  y),    a,=aß-^ay-\-ßy,    a,  =  -  aßy. 

Ist  nun  ö  <  0,  also  nur  eine  Wurzel,  etwa  «,  reell,  so  ist 
ßy  positiv  und  a  wird  negativ  oder  positiv  sein,  je  nachdem  a^ 
positiv  oder  negativ  ist.  Ist  aberD  J)ositiv,  also  alle  drei  Wurzeln 
reell,  so  ist,  wenn  «,  ß,  y  positiv  sind,  nach  (2) 
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(3)  a,  <  Ü,     «,  >  0,    ((3  <  0; 

diese  Bedingungen  sind  nothwendig  dafür,  dass  alle  drei  Wurzeln 
positiv  sind,  Sie  sind  aber  auch  hinreichend;  denn  wenn  eine 
oder  drei  Wurzeln  negativ  sind,  so  ist  a^  >  0.  Sind  aber  zwei 
Wurzeln,  etwa  ß,  y,  negativ,  so  ist  entweder 

«1^0       oder      «>—-(;?  +  y). 
In  letzterem  Falle  aber  folgt 

ct2<ßy-iß^  Yf  =-ß^  ^ßy  -  y\ 
also  «a  negativ. 

Ist  endlich  eine  Wurzel  gleich  U,  so  muss  notliwendig  «3 
verschwinden. 

Indem  man  x  durch  ^x  ersetzt,  schliesst  man,  dass  fiir  drei 
negative  Wurzeln  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
die  ist 

(4)  «1  >  0,     «3  >  0,     «ä  >  0. 

Wir  erhalten  daher  iint«r  Voraussetzung  einer  positiven 
Discriminante  folgende  Tabelle: 


«1      «a      «3 

~     +     - 

3 

+     +     - 

1 

+     -     - 

+     +     + 

0 

V 

1 

h     +  I    2 

+     -     +1) 
WO   in  der  letzten  Columne  die  Zahl   der  positiven  Wurzeln  an- 
gegeben  ist.     Wir   können   das   Resultat   dieser   Betrachtung   so 
aussprechen : 

Bei  positiver  Discriminante  ist  die  Anzahl  der 
positiven  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  gleich 
der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 

1,    «1,    1*2,    «3, 

wenn  wir  unter  einem  Zeichenwechsel  die  Aufeinanderfolge  einer 
positiven  und  einer  negativen  oder  einer  negativen  und  einer 
positiven  Grösse  verstehen. 
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Wenn  eine  der  beiden  Grössen  Wi,  a^  verschwindet,  so  haben 
wir,  da  dann  niolit  alle  Wurzeln  von  gleicbem  Zeichen  sein 
können,  eine  oder  zwei  positive  Wurzeln. 

Wenn  Wj  ^  0  ist,  so  reducirt  sich  die  Discriminante  au£ 

und  wenn  diese  positiv  ist,  so  hat  die  cubiache  Gleichung  eine 
verach windende  und  noch  zwei  andere  reelle  Wurzeln.  Diese 
sind  positiv,  wenn 

«1  <  0,      «3  >  0, 
negativ,  wenn 

«1  >  0,      «2  >  0, 
und  CS  ist  eine  von  ihnen  positiv  und  eine  negativ,  wenn 

a^  ^  0,     «^  <  U 
IBt, 

§■  '^8- 
D i s eil s s i o n  der  b i (| u a d r a t i a i: h c ii  Gleichung, 

Bei  den  Gleichungen  vierten  und  fünften  Grades  existiren 
entweder  keine  oder  zwei  oder  vier  imaginäre  Wurzeln.  Ist  die 
Discriminante  negativ,  so  bat  man  zwei  imaginäre  Wurzeln.  Bei 
positiver  Discriminante  können  entweder  vier  oder  keine  ima- 
ginären Wurzeln  vorhanden  sein.  Diese  beiden  Fälle  zu  unter- 
scheiden, wird  weiterhin  unsere  Aufgabe  sein.  Wir  wenden  uns 
aber  zunächst  zu  einer  elementaren  Beti-achtung  der  biquadra- 
tischen Gleichung,  die  wir  der  Einfachheit  halber  In  der  ver- 
kürzten Form 

(1)  X*  -\-  ax^  +  6^  +  ^  =  0 

annehmen  wollen,  von  der  wir  leicht  zur  allgemeinen  Form  zu- 
rückkehren können. 

Bezeichnen  wir  die  Wnrnebi  mit  «,  ß,  y,  ö  und  setzen,  wie 
in  §.  i7 

(2)  a  —  y  =  tc  ^u,        S  —  ß  =  tc  —  u, 

tt  —  S   z=   u    ~\-  V,  /i  —  y   =r   !(    —  U, 

SO  sind  ti',  v%  w'^  die  Wurzeln  der  cubischen  Resolvente 

(3)  yz  ^  2at,^  -\-  (a''  —  4:C)y  -  b^  =  0, 

und  die  Discriminante  I)  dieser  cubischen  Gleichung,   die  durch 
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(4)  211)  =  iia'i  +  12 6f  —  (2«^  _  72«c  +  27 i^)^ 
bestimmt  ist,  ist  zugleich  die  Discriminaiite  der  bitfuadratisclieii 
Gleichung  (1),  und  die  Vorzeichen   der  Grössen  «,  w,  t«  sind 
durch  die  Bedingung 

(5)  uvw  =  -.h 
beschränkt  [§.  37,  (3)]. 

Wenn  die  Discriminanto  negativ  ist,  so  hat  die  Gleichung 
(3)  ebenso  wie  (1)  zwei  conjugirt  imaginäre  Wurzeln. 

Ist  7J  positiv  und  alle  vier  Wurzeln  a,^,y,ö  reell,  so 
werden  auch  u,  v,  tv  reell  und  also  ihre  Quadrate,  d,  h.  die 
Wurzeln  von  (3),  positiv. 

Sind  alle  vier  Wurzeln  imaginär,  etwa  a  mit  ß  und  y  mit  8 
conjugirt,  so  folgt  aus  (2),  dass  v  und  w  rein  imaginär,  u  reell 
ist;  also  hat  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (3)  eine  positive  und 
zwei  negative  Wurzeln, 

In  beiden  Fällen  kann  aber  auch,  wenn  J  verschwindet,  eine 
der  Grössen  m,  v,  id  gleich  Null  sein. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Ergebnisse  des  letuteii  Paragraphen 
über  die  cubische  Gleichung  kommen  wir  also  zu  folgendem 
Resultat: 

Die    nothwendige    und    lii 
für     die     Existenz    von    vier 
Wurzeln   ist 
(Ö)  1)>0,    a  <0,    tt'^  —  4t  >  0. 

In  allen  anderen  Fallen,  wo  1)  positiv  ist,  hat  die  Gleichung 
vier  imaginäre  Wurzeln, 

Wir  können  auch  für  D  :=  0,  also  im  Falle  der  Gleichheit 
zweier  Wurzeln,  die  Discussion  vollständig  durchführen. 

Nehmen  wir  y  =  d   an,  so  folgt  aus   (2),   da  wir  die  An- 
nahme a-^ß-^y-^ä^  0  gemacht  haben, 
2v^  2w  =  a  —  ß 

und  daraus  nach  (3) 

-  4a  =  2(a  +  W +  («-«■ 

16  («■  -  ic)  =  («  -  ß)'  [8(»  +  ßy  +  («  -  |3).]. 

Um  zunächst  den  Fall   zu   erledigen,   dass   auch   k  =  ß  ist, 

so  erhalten  wir  aus  (7)  dafür  die  Bedingung  «^  _  4  ^  =  0,  und 

die  erste  Gleichung  (7)  zeigt,  dass  a  negativ  ist,  wenn  «  und  y 


reichende    Bedingung 
erschiede nen     reellen 


m 
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reell,  ilagegeii  positiv,  wenn  a  und  y  oonjugirt  (und  dann  wegen 
K  -\-  y  z=  0  rein  imaginär)  sind.     Daraus  folgt: 

Die  biquadratische  Gleichung  hat  zwei  Paare  gleicher,  reeller 
Wurzeln,  wenn 

(8)  Ü  =  0,     a  <  0,     fflä  --  4  c  =  0 
und  zwei  Paare  gleicher  imaginärer  Wurzeln,  wenn 

(9)  Z)  =  0,     a>0,     ö^  —  4c  =  0. 

Ist  aber  w  von  ß  verschieden,  so  muss  y  reell  sein  und  (7) 
zeigt,  dass,  wenn  «  und  ß  reell  sind,  a  negativ  und  a^  —  Ac 
positiv  ist,  dass  dagegen,  wenn  a  und  ß  conjugirt  imaginär  sind, 
entweder  a  positiv  oder  a^  —  4  c  negativ  sein  muss,  da  in 
diesem  Falle  (w  —  ß)^  negativ  ist,  und  wenn  2{a-\-  ßy  +  (w  —  ßy 
positiv  ist,  jedenfalls  auch  8(o!-|-'^)^"f'{'*  —  ßT  positiv  sein  muss. 
Wir  können  also  (6)  dahin  ergänzen,  dass  wir  sagen: 
Die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  die  Existenz  von  vier  reellen  Wurzeln,  von  denen 
auch  zwei  (aber  nicht  mehr)  einander  gleich  sein 
können,  ist 

(10)  Ö^O,     ß<0,     a-'  —  ioO. 

Die  nothwendjge  und  hinreichende  Bedingung 
für  drei  gleiche  Wurzeln,  die  nothwendig  alle  reell  sind, 
ist  nach  (2) 

es  muss  also  die  cuhische  Resolvente  (3)  drei  gleiche  Wurzeln 
haben,  und  dafür  sind  nach  §.  77  (1)  die  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen 

a^-l-  12c  =  0 
2(*s  —  8«c  +  9fi5  =  0. 
Nach  §.  47,  (15),  (16)  sind  die  beiden  Invarianten  A  und  B 
der  biquadratischen  Gleichung 

A  =  a^-j-12c,    B  =  2<:(3_.  72« ö -1-27  62. 
Also  können  wir  die  Gleichungen  (11)  auch  so  schreiben 

^  =  0,     B-^iaA  =  0, 
so  dass  (11)  gleichbedeutend  ist  mit 

X  =  0,    Ji  =r  0. 
Durch  Elimination  von  c  kann  man  aus  (11)  auch  noch  die 
Gleichung  ableiten: 
(12)  8a^J^27h"-  =  0, 
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Endlich   ist   noch   die   Bedingung  für  die   Gleichhei-t 
■all er  vier  Wurzeln 
(13)  «  =  0,     ö  =  0.     c  ■=  0. 

Man  kann  diese  Verliialtnisae  aehr  siiischaulich  machen  dur(}h 
eine  geometrische  Deutung,  und  wenn  auch  geometrische  Be- 
trachtungen nicht  eigentlich  in  unserem  Plane  liegen,  so  wollen 
wir  doch  nicht  unterlassen,  den  Leser  darauf  gelegentlich  hin- 
zuweisen. 

Deutet  man  a,  Z),  c  als  rechtwinklige  Coordinaten  im  Räume, 
so  ist  jeder  Eaumpunkt  als  Träger  einer  gewissen  biquadratischen 
Gleichung  Yon  der  Form  (1),  f{x)  =  0,  zu  betrachten;  alle  Glei- 
chungen, die  eine  bestimmte  Zahl  x  zur  Wurzel  haben,  werden 
durch  Punkte  einer  Ebene  [f{x)  =  0]  repräsentirt.  Die  Glei-- 
chung  i>  =;  0  ist  die  Gleichung  einer  krummen  Oberfläche 
(fünften  Grades),  der  DiscriminantenflächOj  die  von  den 
Schnittlinien  der  Ebenen  f(x)  =  0,  /'  (x)  =  0  erzeugt  wird,  und 
also  eine  abwickelbare  Fläche  ist,  Sie  ist  die  Einhüllende  aller 
Ebenen  f(x)  =  0. 

Die  Fläche  hat  eine  aus  zwei  Zweigen  bestehende  Rückkehr- 
kante, die  durch  die  Gleichungen  (11),  (12)  dargestellt  ist,  und 
eine  Doppellinie,  die  durch  die  Gleichungen  h  =  0,  a^  —  4  c  =  0 
bestimmt  ist  und  also  die  Gestalt  einer  Parabel  hat.  Auf  der 
Seite  der  negativen  «  durchsetzt  sich  in  dieser  Parabel  die 
l^läche  selbst.  Auf  der  Seite  der  positiven  a  setzt  sich  die 
Parabel  als  isoHrte  Linie  fort. 

Die  Discriminantentläche  theüt  den  ganzen  Raum  in  drei 
Fächer,  von  denen  zwei  nur  längs  der  Doppelparabel  zusammen- 
hängen, und  diese  Fächer  enthalten  die  Punkte,  denen  keine, 
zwei  und  vier  reelle  Wurzeln  entsprechen.  Nennen  wir  für  den 
Augenblick  diese  drei  Fächer  [0],  [2],  [4],  eo  grenzt  [0]  an  [4] 
nur  längs  der  Doppelparabel,  während  [0]  sowohl  als  [4]  längs  der 
Fläcbentheile  an  [2]  grenzen.  Wir  wollen  mit  [0,  2]  und  [4,  2] 
die  Grenzflächen  von  [0],  [2]  und  von  [0],  [4]  bezeichnen.  Der 
isolirte  Theil  der  Parabel  setzt  sich  in  das  Innere  von  [0]  fort. 
Die  Riickkehrkanten  liegen  auf  dem  Theil  der  Fläche,  der  [4] 
von  [2]  scheidet. 

Im  Ooordinatenanfang  stoesen  die  drei  Baumtheile  und 
ihre  Grenzflächen  und  Grenzlinien  zusammen.  Die  Punkte  der 
Flächentheile  [0,  2]   stellen  Gleichungen   mit  zwei   gleichen  und 
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zwei  imaginären  Wurzeln  dar,  die  Punkte  von  [2,  4]  Gleiclmngen 
mit  zwei  gleiclien  und  uwei  davon  verschiedenen  reellen  Wurzeln. 
Auf  der  Doppelparabe!  finden  zweimal  zwei  gleiche  Wurzeln 
statt,  und  zwar  auf  dem  Thoil,  in  dem  [OJ  an  [4]  grenzt,  reelle, 
TU  dem  isolirten  Theil  imaginäre. 
Fig.  5. 


Die  Punkte  der  Rückkehrkauteu  rppräaentiren  Gleichungen 
mit  drei  gleichen  Wurzeln  und  der  Coordinaten -Anfangspunkt 
die  Gleichung  mit  vier  gleichen  Wurzeln. 

Auf  die  Discriminantenfiäche  und  ihre  Bedeutung  für  die 
Discussiou  der  hiquadratischen  Gleichung  hat  zuerst  Kronecker 
hingewiesen.  Ein  Modell  der  Fläche  ist  von  Kerschensteiner 
construirt  i). 

Der  analytische  Ausdruck  für  die  Bedingungen  der  Realität 
der  Wurzeln  lässt  sich  in  eine  Gestalt  hringen,  in  der  nur  die 
Covarianteu  der  hiquadratischen  Form  vorkommen  s). 

Den  Ausgangspunkt  dazu  bilden  die  Ausdrücke  für  die 
Functionen  ^i,  i/ig,  iffg,  die  §,  66,  (6)  gegeben  sind.    Wenn  wir  in 

i)  Krooecker,  Mouatsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  li.  Februar 
1878.  Eine  Beacbreibang  des  Modells  findet  sieh  io  dem  von  Dyck  heraus- 
gegebenen Kafalog  mathematischer  Modelle,  München  1892,  dem  die  oben 
stehende  Fig.  5  entnommen  ist. 

ä)  Clebach,  „Theorie  der  binären  Formen",  §.  47.  Faä  di  Bruno, 
„Theorie  der  binären  Formen",  deutsch  vod  Walter  (Leipzig  1881),  g.  20, 
woselbst  sich  ein  wesentlicher  Zusatz  von  Köther  findet. 
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jenen  Ausdrücken  a  mit  ß  vertauschen,  so  gehen  i^i^,  ij'^,  lii^  in 
'''ii  — '^ai  — ^a  über,  und  wenn  wir  gleichzeitig  m  mit  ß  und  y 
mit  8  vertauschen,  ^j,  ^^,  i/^a  in  ^i,  —  ij^a,  —  i/^^.  Daraus  ergieht 
sich  Folgendes; 

Setzt  man  für  die  Variable  x  einen  beliebigen  reellen  Werth 
und  sind  die  Wurzeln  a,  /3,  y,  d  der  biquadratiscben  Form  alle 
reell,  so  sind  auch  ii>j,  tl^^,  i-'i  reell. 

Sind  ex,  ß  conjugirt  imaginär,  y,  8  reell,  so  ist  die  Ver- 
tauBchung  von  «  und  ß  gleichbedeutend  mit  der  Vertauschung 
von  i  mit  — i.  Es  sind  also  in  diesem  Falle  i'i  reell,  ilt^,  ir^ 
conjugirt  imaginär. 

Sind  endlich  «,  ß  und  y,  S  zwei  Paare  conjugirt  imaginärer 
Wurzeln,  so  werden  «  mit  ß  und  y  mit  8  vertauscht,  wenn  *  in 
—  i  übergeht;  also  sind  in  diesem  Falle  Vi  reell,  -^i,  -$3  rein 
imaginär. 

Sind  vier  Wurzeln  reell,  so  werden  i(ij^,  t^,  ip^  reell  und  positiv. 

Sind  zwei  Wurzeln  reell,  so  ist  i(ij'  reell  und  positiv,  j^'j,  ^3^ 
sind  conjugirt  imaginär. 

Sind  vier  Wurzeln  imaginär,  so  ist  ^^  positiv,  ip^,  j^"!  sind 
reell  und  negativ. 

Nun  haben  wir  im  §.  66,  (7)  die  cubisühe  Gleichung  auf- 
gestellt, deren  Wurzeln  it'',  t^/,  i/j/  sind,  und  haben  auch  ihre  Dis- 
crimiuante  gebildet.  Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  ein 
Kennzeichen  für  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  einer  cubischen 
Gleichung  kennen  gelernt,  woraus  sich  folgendes  Resultat  ergiebt: 

Ist  J)  <  0,  so  hat  die  biquadratische  Gleichung  zwei  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln, 

Ist  Z>  >  0,  so  müssen,  wenn  vier  reelle  Wurzeln  vorhanden 
sein  sollen,  in  der  Reibe 

I,     ff,     jf  —  i(iAj\     —  r 

drei  Zeichenwechsel  vorkommen,  d.  li.  es  muss 
H<0,        H'  -  UÄf  >  0 

sein.  Bei  den  drei  anderen  noch  möglichen  Zeichencorabinationen 
sind  alle  vier  Wurzeln  imaginär.  Hierbei  aber  kann  für  x  ein 
beliebiger  reeller  Werth  gesetzt  werden. 
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§.  79. 

Die  Bezoutiante  und  ihre  Bedeutung  für  die 
Wurzelrealität. 

Für  die  Untersuchung  der  Realität  der  Wurzeln  einer  be- 
liebigen reellen  Gleichung  in  allgemeineren  Fällen  kann  die 
Function  mit  Nutzen  angewandt  werden,  die  wir  im  §.  73  als 
Bezoutiante  der  Gleichung  bezeichnet  haben, 

Ist 

(1)  f(x)  =  *«  +  a,x'^-^  +  a,x''-^  + h  «..  =  0 

irgend  eine  reelle  Gleichung  n*^"  Grades,  so  war  die  Bezoutiante 
folgen  de  rmaassen  definirt: 

Man  setze 

(2)  ,j  =  („/.  (ij  +  t^,f,  («)  H h '.  f.-'  W, 

worin  die  t^,  ti  .  .  .  t„-,  unbestimmte  Variable  bedeuten  und 
/.(»)  =  1,    /,(»)  =  I  +  o„   /.«  =  x'  +  a,x  +  a,... 
Es  ist  ilaim  [§.  73,  (10)] 

(3)  S(:,')  =  1  tSWJ"  +  B, 

WO  B  eine  quadratische  Form  der  n  —  1  Variablen  tg,  ti  .  .  i„_3 
ist  mit  Coefficienten ,  die  rational  aus  den  Coefficionten  Ch  zu- 
sammengesetzt sind.  Diese  Function  B  haben  wir  als  Bezoutiante 
definirt  und  für  die  Fälle  w  =^  4  und  m  ^  5  wirklich  gebildet. 
Nun  sind  in  der  Summe  auf  der  linken  Seite  von  (3) 

(4)  y'l  ~\-y2+yl^ \-  vi 

die  i/i ,  «/ä  ■  ■  ■  tf'i  lineare  .Functionen  der  Variablen  t^,  ti  .  .  .  t„..j, 
und  wir  haben  also  in  der  Formel  (3)  eine  Transformation  der 
quadratischen  Form 

(5)  l  W(,)T  +  B  =  *(!.,  1,  .  .  .  i._0 

auf  eine  Summe  von  n  Quadraten. 

Wir  machen  fürs  erste  keinerlei  beschränkende  Voraus- 
setzungen über  Gleichheit  oder  Verscliiedenheit  der  Wurzeln 
von  f{x)  und  müssen  nun  zunächst  untersuchen,  inwieweit  die 
linearen  Functionen  j/i,  j/a  .  .  .  j/n  von  einander  unabhängig  sind. 
In  dieser  Beziehung  gilt  der  Satz: 
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Sind  Xi,  X2  .  .  .  Xy  von  einander  verschiedene  Wur- 
zeln der  Gleichung  (1),  so  sind  j/i,  yi  .  .  ,  yv  linear  un- 
abhängig. 

Denn  angenommen,  es  existire  zwischen  y^,  y^  .  .  .  y^  eine  in 
Uezug  auf  t  identische  lineare  Relation 

«1^1  +«äj'a  H f-«'«/-  =^  ". 

deren  Coefficienten  k  von  den  t  unabhängig  und  nicht  alle  gleich 
Null  sind,  so  würde  diese  in  die  folgenden  Gleichungen  Herfallen 

«J.M  +  «>/.(».)  +  ■  ■  •  +  «,/.  W  =  0, 
«lAM  +  ".M",)  +  ■■■  +  «./,(»)  =  0, 

«!/.-.(«,)  +  «>/.-.  («,)  H f-  «./.-.  ('■)  =  «■ 

Da  nun  v  ^  w  iat,  so  muss  die  Determinante  der  v  ersten 
von  diesen  Gleichungen  verschwinden,  also 

/.w, /.(«.)  ■■■/-.(%) 

oder 

1,  Xi  -f-  «i,  x'l  -j-  «1 3^1  -|-  %  ... 

l,.^:^  -f-ßi,  3:^'  -|-  «1  aij  -|-  f^a  ■  ■  ■     A 


aTv  +  «1,  «?  -|-  «i  iK„  -|-  tiä  ... 

Diese  Determinante  lUsst  sich  aber  durch  wiederholte  An- 
wendung des  Satzes  von  der  Addition  der  Oolonnen  §.  22,  (VII) 
auf  die  Form  bringen 


J,  a;„ 

x/  . 

.  x\-'^ 

1,   Xi^ 

x^. 

. .  x\-^ 

1,  ^ 

xl  . 

■  ■  a:;^' 

=  (a;,- 


(,K|,_]  ^  Xv), 

ausgesetzt  war, 


und  kann  also,  nicht  verschwinden,  wenn,  \< 
die  x^,  x^  .  .  .  Xy  verschieden  sind. 

Wenn  wir  daher  in  der  Summe  (4)  alle  unter  einander  gleichen 
Glieder  zusammenfassen ,  so  bleiben  so  viele  Quadrate 
linear  unabhängiger  Functionen  übrig,  als  die  Glei- 
chung (IJ  verschiedene  Wurzeln  hat. 
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Wenn  nun  x^  eine  reelle  Wurzel  von  (1)  ist,  so  ist  y^  ein 
positives  Quadrat  in  der  Summe  (4).  Sind  aber  Xx  und  x^  con- 
jugirt  imaginär,  so  zerfallen  auch  tfi  und  1/3  in  zwei  conjugirt 
imaginäre  Bestandtheile 


wo  M  und  v  lineare  reelle  Functionen  von  den  (  sind.    Demnach 
wird 

P?  +  P?  ~  '^  «^  —  2  vK 
Es  ist  also  durch  (4)  die  durch  (5)  definirte  Function 
*  (()  in  eine  Summe  von  Quadraten  zerlegt ,  deren  Anzahl 
gleich  der  Zahl  der  verschiedenen  Wurzeln  von  f(x)  t=  0 
ist,  und  unter  denen  so  viele  negative  sind,  als  unter  diesen 
von  einander  verschiedenen  Wurzeln  Pajire  imaginärer  Wurzeln 
vorkommen. 

Diese  Anzahlen  bleiben  aber  nach  dem  Trägheitsgesetz  der 
quadratischen  Formen  (§.  58)  bei  jeder  anderen  linearen  reellen 
Transformation  der  quadratischen  Form  iii  eine  Summe  von 
Quadraten  dieselben.  Nun  ist  S(y)  eine  reelle  lineare  Function 
der  (,  und  _B  enthält  die  Variable  („_i  nicht  mehr;  hiernach  er- 
giebt  sich  aus  der  Formel  (ö)  der  Satz: 

I.    Wenn    die    Bezoutiante    B    durch    reelle    lineare 

Transformation   in   eine   Summe   von   ir   positiven 

und  V   negativen   Quadraten,    die    nicht   auf  eine 

kleinere   Zahl    reducirt    werden   können,    zerlegt 

ist,  so  ist  n  -j-  V  -\-  l  die  Zahl  der  verschiedenen 

Wurzeln  von/(ic)  =  0;  und   v  ist  die  Anzahl  der 

darunter  enthaltenen  Paare  conjugirt  imaginärer 

Wurzeln,  31  ^  r  -f-  1  die  der  reellen. 

Ist  die  Determinante   von   B,  also  auch   die  Discriminante 

von  f(x)  (§.  73)   von  Null  verschieden,  so  ist  gt  -\-  v  =  n  —  l 

und  V  ist  kleiner  oder  höchstens  gleich  ^n. 

Die  Bezoutiante  ist  also  eine  quadratische  Form  von  einer 
besonderen  Natur,  die  sich  eben  darin  ausspricht,  dass  unter 
den  Quadraten,  in  die  sie  sich  zerlegen  lasat,  höchstens  ^n  nega- 
tive vorkommen  können. 
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§.  80. 
Die  Trüglieit  iler  Formen  zwoiten  Grades. 

Durch  den  Satz  des  vorigen  Paragraphen  sind  wir  auf  die 
Untersuchung  der  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  mit 
reellen  Coefficienten  hingewiesen.  Ueber  diese  Functionen  haben 
wir  m  §.  58  unter  dem  Namen  des  Trägheitsgesetzes  einen 
Satz  kennen  gelernt,  der  für  das  Folgende  die  Grundlage  bildet. 
Der  Satz  bestand  darin,  dass,  wie  man  auch  eine  quadratische 
Form  von  m  Veränderhchen  in  eine  Summe  von  positiven  und 
negativen  Quadraten  von  linear  unabhängigen  linearen  Functionen 
transformiren  mag,  was  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten 
möglich  ist,  die  Anzahl  der  positiven  und  ebenso  die  der  negativen 
Quadrate  immer  dieselbe  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  jt  die  Anzahl  der  positiven  und  mit  v 
die  Anzahl  der  negativen  Quadrate,  so  ist  71  -\-  v  höchstens 
gleich  JB. 

Wenn  wir  den  Unterschied  m  —  n  —  v  mit  p  bezeichnen, 
so  kaim,  wenn  wir  die  allgemeine  quadratische  Fonu  von  m 
Variablen  als  Summe  von  m  Quadraten  darstellen,  ^  als  die  An- 
zahl der  Quadrate  mit  verschwindenden  Coefficienten  bezeichnet 
werden. 

Die  drei  Zahlen  jr,  r,  p ,  von  denen  keine  negativ  sein  kann 
und  deren  Summe  gleich  der  Anzahl  der  Variablen  ist, 

(1)  ,  +  „  +  5  =  ,„, 

sind  also  für  eine  bestimmte  quadratische  Form  unveränderlich. 

Wir  haben  nach  Mitteln  zu  suchen,  um  aus  den  Coefficienten 
der  quadratischen  Form  die  Zahlen  ji,  v,  q  zu  ermitteln.  Wenden 
wir  diese  Mittel  auf  die  Bezoutiante  an,  so  erhalten  wir  Kenn- 
zeichen, um  aus  den  Coefficienten  einer  Gleichung  auf  die  Anzahl 
ihrer  reellen  Wurzeln  zu  achliessen. 

Es  sei  also  jetzt,  wie  in  §.  56 

(2)  fp(Xu  Xa  .  .  .  x,^)  =  i'  ai^ic^iXi-,         ai^k  —  «a-,.- 

eine    quadratische   Form    von    in   Veränil erhöhen    mit    reellen 
Coefficienten  an,. 
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He  bei 


f  Abschnitt. 


8.  8Ö. 


Die  Determinante 

(3)  B  =^  S  ±  «,,„  äia,2  .  .  .  «„,,„ 

zeigt  durch  ilir  Verschwinden  an,  daas  q>  durch  lineare  Trans- 
formation in  eine  Function  von  weniger  als  m  Variablen  trans- 
formirt  werden  kann,  dass  also  q  grösser  als  Null  ist. 

Die  Determinante  R  ist  eine  symmetrische  Determinante. 
Unter  ihren  Unterdeterminanten  verschiedener  Ordnung  kommen 
gewisse  vor,  die  wieder  symmetrische  Determinanten  sind,  nämlich 
die,  die  man  aus  JJ  erhält,  wenn  man  Zeilen  und  Colonnen,  die 
sich  in  Diagonalgliedera  schneiden,  ausstreicht,  die  also,  wenn 
a,  ß,  y  .  .  .  irgend  welche  unter  den  Indices  1,  2  ...  s«  bedeuten, 
durch 

(4)  I^  ±  »B,«  aß,ß  ay^y  .  .  . 

zu  bezeichnen  sind.  Diese  wollen  wir  die  llaupt-Unterdeter- 
minanten  von  M  nennen. 

Wir  wollen  die  Anzahl  der  Haupt -Unterdeterminanten  be- 
stimmen. 

Die  Anzahl  der  jt-reihigen  Haupt -Unterdeterminanten  ist 
gleich  der  Anzahl  der  Arten,  wie  man  aus  der  Reihe  der  Indices 
1,  2,  3  ...  MI  Gruppen  von  fi  verschiedenen  auswählen  kann,  also 
gleich  der  Anzahl  der  Combinationen  von  m  Elementen  zu  je  fi, 
und  diese  Zahl  ist  gleich  dem  Binomialcoefficienten  B^.  Die 
Anzahl  aller  Haupt -Unterdeterminanten  ist  also,  wenn  wir  die 
Determinante  It  selbst  und  ausserdem  noch  die  Einheit  als  eine 
nullreihige  Determinante  mitzählen, 


l+m^- 


1.2 


.  +  m  +   1    : 


:   2'\ 


Es  ist  aber  meist  nur  ein  kleiner  Theil  von  diesen  wirklich 
zu  berücksichtigen. 

Die  Indices  1,  2,  3  ...  jw  lassen  sich  auf  n(m)  —  1.2.5  ...m 
verschiedene  Arten  anordnen;  wenn  wir  mit  irgend  einer  dieser 
Anordnungen  die  Determinante  bilden 


«1,1  )  fi  a 


«18 


«im 

«am 


SO  lässt  sich   eine  Reihe  von  Haupt -Unterdetcrminanten    daraus 
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ableiten,  wie  es  durch  die  Striche  angedeutet  ist,  d.  h.  so,  dass 
man  jede   vorhergehende   aus   der  nachfolgenden  erhält,  indem 
man  die  letzte  Zeile  und  Colonne  wegläsat;  es  ist  also 
Üf,  =  1,     lli  =  ai,i,     iJj  =  ßi,i  öa,B  —  ßf,a, 


B,= 


«1,1.    «1,8)    «1,8 

«a.ii  ß4,»i  «a,a    !  ■  ■  ■  ^m  =^  ^' 


I,    «8,3l    «3,S 

Ein    solches   System    soll,    wenn    es    in   absteigender  Reihe 

Ümj    -"iB— 1    ■    ■    ■    -"11     "0 

geordnet  ist,  eine  Kette  von  Haupt-Ünterdeterminanten 
heissen.  Solcher  Ketten  lassen  sich  II(m)  verschiedene  bilden,  in 
denen  allen  das  erste  Glied  fi,  das  letzte  Glied  1  ist. 


Quadratische   Formen   mit   verschwindender 
Determinante, 

Wenn  die  in  (3),  §.  80  definirte  Determinante -Ü  der  quadra- 
tischen Form  ^(x^,  x^  ■  ■  .  x„,)  verschwindet,  so  lässt  sich,  wie  wir 
schon  im  §.  57  gesehen  haben,  y  durch  weniger  als  m  von  ein- 
ander unabhängige  lineare  Functionen  von  x  ausdrücken.  Wenn 
wir  mit  »w  —  p  die  kleinste  Zahl  von  Variablen  bezeichnen,  durch 
die  sich  <p  ausdrücken  lässt,  so  hat  p  dieselbe  Bedeutung,  wie 
im  vorigen  Paragraphen. 

Wenn  sich  nun  unter  den  Haupt -Unterdeterminanten  von  B 
eine  Ä^reihige  findet,  die  von  Null  verschiederi  ist,  etwa 

Bk  ^  2]  +  «1,1  «a,2  .  .  .  «t,!', 
so  ist,  wenn  wir 

Xk+i  =  0,     x^^2  =  0,  .  .  .  x,„  —  0 
setzen, 

qj  (x^,  x^  •  •  ■  Xk,  0,  0,  0) 
eine  quadratische  Form  von  k  Variablen  Xi,  x^  .  .  .  x^,  deren 
Determinante  R^  von  Null  verschieden  ist,  die  sich  sonaoh  nicht 
durch  weniger  als  fc  Variable  ausdrücken  lässt.  Um  so  weniger 
kann  also  bei  unbeschränkt  veränderlichen  Xi,  x^  ■  .  ■  x„i  die 
Function  qi  von  weniger  als  h  Variablen  abhängen  und  es  folgt 
(1)  p  §  m  —  h 
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Wir  nehmen  nun  an,  die  Form  qi{xi,  x^  .  .  .  x^)  lasse  sich 
durch  k  von  einander  unabhängige  lineare  Formen  von  x  aus- 
drücken, die  wir  mit 

(2) 

%  =  ßf'  X,  +  ^f  ^,  + . . .  +  ßf^  X,  +  ßfi,  x,^,  +  ■  ■  ■  +  ^^'  ^- 
bezeichnen  wollen. 

Da  Sj,  e^ ...  Sj!  von  einander  linear  unabhängig  sein  sollen,  so 
muss  unter  den  aus  der  Matrix 


zu  bildenden  fc-reihigen  Determinanten  wenigstens  eine  von  Null 
verschieden  sein.  Denn  waren  sie  alle  gleich  Null,  so  liessen 
sich  die  Unbekannten  hi,  h^  .  .  .  Är,  die  nicht  alle  vei^chwinden 
sollen,  aus  den  Gleichungen 

h^ßl-p  _|_  Ji^ßf  -I y  h^ßf  =  0,     s  =  1,  2,  3  .  .  .  w« 

bestimmen  (§.  24),  und  die  .Sj,  .ea  .  .  .  st  würden  einer  Gleichung 

•  hi^l    -j-  ^2  ^ä  +  ■  ■  ■  *-|"  ^'k^k   =   0 

genügen,  also  nicht  unabhängig  sein. 

Wir  können  aber,   ohne   die  Allgemeinheit  zu  beschränken, 
annehmen,  dass  die  Determinante 

■£  ±  j5<i)  ßf>  .  .  .  ß'^^ 
von  Null  verschieden  sei,  und  dann  können  wir  die  Gleichungen 

(2)  in  Bezug  auf  die  Variablen  Xi,  x-i  .  .  .  x^  auflösen. 

Diesen  Auflösungen  geben  wir  die  Form 

Xi   =  Vi  -\-  4+1  «fc+l  -i h  «^'  ■^m 

(3)  a:^  =  ^2  +  afli  «^+,  -\ h  «»  ^« 

xi,  ■=  yk  +  «t+i  a!ft+i  H h  «!?  x„,, 

worin  die  j/„  lineare  homogene  Verbindungen  der  Sg  sind,  die 
aus  den  Gleichungen 

ßi'^Vi  +  ^f2/.  H ^ß\^^yk^  B,, 


ßf'^h^ßfy,^ hÄ'V.  =  ^ 
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bestimmt  werden,  während  die  a.  neue  Coefficienten  sind,  die  in 
einer  leicht  zu  übersehenden  Weise  aus  den  ^  abgeleitet  werden, 
auf  deren  Bildung  es  uns  hier  nicht  weiter  ankommt. 

Nun  lässt  sich  nach  der  Voraussetzung  die  Function 
¥  («1,  «I  •  .  .  «m)  durch  2i,  z^  .  .  .  ^t,,  also  auch  durch  y^  y^  .  .  ■  yk 
allein  ausdrücken.  Bezeichnen  wir  diesen  Ausdruck  mit 
*(j/j,  j/s  .  .  .  !/ft),  so  haben  wir  [durch  Vermittelung  von  (3)]  die 
Identität 

(4)  (p(Xi,  x-i  .  .  .  x,„  x^+i  .  .  .  x^)  =  a>()/i,  y.j  .  .  .  !/fc), 
und  wenn  wir  darin  Xt,+i,  a;„^si  .  .  .  a:„  ^^  0  setzen, 

(5)  ^{x,,  x^  .  .  .  Xic)  ^  tp  (xi,  Xs  .  .  .  Xii,  0^  0  .  . .  0), 
wodurch,    da  es   auf  die   Bezeichnung   der  Variablen  nicht  an- 
kommt, ^  vollständig  bestimmt  ist;  wir  können  daher  setzen 

(6)  <5(yi,  y2---yk}=  9  Ü/i,  ;/a  .  - ..  j/fc,  0,  0  .  .  .  0} 

=  <p{Xi,  Xj  ■  ■  ■  Xm); 
0  entsteht  also   aus  (p  dadurch,   dass   man  die  m  —  h  letzten 
Variablen  (bei  der  hier  gewählten  Anordnung)  gleich  Null  setzt: 

(7)  *(^i,  .  .  .  X„')   =^  2:   ar,sXrX^ 

Die  Determinante  von  ^  ist  eine  der  Haupt  -  Unterdeter- 
minanten von  It,  und  zwar  erhält  man  sie,  indem  man  in  R  die 
m  —  k  letzten  Zeilen  und  Colonnen  wegstreicht. 

Nehmen  wir  an,  dass  ip  sich  nicht  durch  noch  weniger  als 
k  Variable  ausdrücken  lässt,  dass  also  k  ^  m  —  q  sei,  so  kann 
die  Determinante  dieser  Function  «B  nicht  verschwinden. 

Hieraus  und  aus  dem  zuvor  Bewiesenen  ergiebt  sich  nun 
der  Satz: 

H.    Wenn  alle  Haupt-Unterdeterminanten  von  M  von 
mehr  als  k  Reihen  verschwinden,  während  unter 
den     Haupt-Unter determinanten     von     k    Reihen 
wenigstens   eine  von  Null  verschieden  ist,   so   ist 
Q  ^  m  —  k. 
Denn  aus  (7)  folgt,  dass,  wenn  q  =  m  —  k  ist,  wenigstens 
eine   /c-reihige  Haupt -Unterdetcrminante   von   Null   verschieden 
sein  muss,  und  aus  (1),  dass,  wenn  auch  noch  eine  Haupt-Unter- 
determinante von  mehr  als  k  Reihen  von  Null  verschieden  ist, 

Q  <m  —  k 
ist. 
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Sind  K,  V,  0  die  Anzalil  der  positiven,  negativen,  verschwin- 
denden Quadrate,  in  die  sich  (p  zerlegen  lässt,  so  sind  ro,  v  die 
Anzahlen  der  positiven  und  negativen  Quadrate,  in  die  sich  die 
dui-ch  (7)  bestimmte  Form  *  zerlegen  lässt,  und  die  Bestim- 
mung der  Zahlen  u,  v  braucht  also  nur  noch  für  letztere  Func- 
tion, deren  Determinante  von  Null  verschieden  ist,  durchgeführt 
zu  werden. 


§.82. 

Quadratische  Formen  mit  nicht  verschwindender 
Determinante. 

Bei  der  Unteren chung  der  Formen  tp  (Xi,  x^  .  ■  ■  x,„)  mit  nicht 
verachwindender  Determinante  machen  wir  von  einem  Deter- 
minantensatz Gebrauch,  den  wir  am  Schluss  des  §.  28  bewiesen 
haben,  und  an  den  wir  hier  erinnern  wollen. 

Ist  A  eine  Determinante  von  m  Reihen,  und  sind  A^  ihre 
ersten,  J^}^  ihre  zweiten  Unterdeterminanten,  so  ist 

(1)  AfAf  -  4"  4"  =  AA\'}. 

Ist  A  eine  von  Null  verschiedene  symmetrische  Deter- 
minante, so  ist  4"  =  4"  und  wir  können  die  Formel  (1)  so 
schreiben ; 

(2)  4"  4"'  — 4*''  ^  AA'^. 

Darin  kann  i  jeden  der  Indices  2,  '6  .  .  .  m  bedeuten.  Wenn 
J.i''  :=:  0  und  A\}  =  0  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  auch  A?  =  0 
sein  muss,  und  daraus  schliessen  wir,  dass  nicht  zugleich 

4",  Ali,  Alf, . . .  A\:z 

verschwinden  können,  da  sonst  auch 

Af.  Af>  .  .  .  A<r\ 

also  auch,  gegen  die  Voraussetzung,  ^verschwinden  würde  (§.  22j. 
Wenden  wir  dies  auf  die  jetzt  von  Null  verschieden  an- 
genommene Determinante  E  =  It„^  unserer  Function  ^  an,  so 
folgt,  dass  zwar  die  erste  Haupt- Unter determinante  -B,«— i,  dann 
aber  nicht  alle  zweiten  Haupt -Unterdeterminanten  B„,—s  ver- 
schwinden können-  Dieselbe  Schlussweise  lässt  sich  anwenden, 
wenn  wir  R  durch  ein  nicht  verschwindendes  Km— i,  -ß«.— a  ■  .  ■ 
ersetzen,  und  wir  gelangen  also  zu  folgendem  wichtigen  Satz: 
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III.  Mail  kann,  wenn  R  von  Null  verschieden  ist,  die 
Indices  1.  2  ...  m  so  anordnen,  dasa  in  der  Kette 
der  Haiipt-Unterdeterminanten 

(S)  ß,«,  Km-l  .  .  .  JJi,  jRo 

nicht    zwei    auf   einander    folgende  Glieder    ver- 
schwinden. 
Die  D  eter  min  ante«  relation  (2)  ergiebt,  wenn  man 

A  =  Rt+„        (i  =  1,  2  .  .  .  m  —  1) 
setzt,  eine  Gleichung  zwischen  drei  auf  einander  folgenden  Gliedern 
der  Kette  (3),  die  wir  so  schreiben  können; 
(4)  ßk  Sk-  Tl  =  B^i  ü,+„ 

worin  Su  und  Tj,  gewisse  Unterdeterminanten  von  It,  also  ganze 
rationale  Functionen  der  Coefficienten  ai,k  sind. 

Näher  bezeichnet,  sind  Rj,,  Sh,  2'j,  erste  Unterdetenninanten 
von  ifj,.|-i,  und  zwar  ist 

„     d  Rk+i  a     __   8ßfc+i  y.    __    cRk+l 

Öafc+i,j:+i'  daic,i,  '  8%,fc+i 

Eine  dem  Satz  (3)  entsprechende  Anordnung  der  Indices 
wollen  wir  für  die  Folge  als  gewählt  voraussetzen.  Dann  ist, 
wenn  üj,  verschwindet,  R^^i  und  E^+i  von  Null  verschieden  und 
(4)  zeigt,  dass  sie  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  also: 

IV.  Wenn  ein  inneres  Glied  einer  Kette  von  Haupt- 
Unterdeterminanten  verschwindet,  so  haben  die 
beiden  angrenzenden  Glieder  entgegengesetzte 
Vorzeichen, 


§■  83. 
Anzahl  der  positiven  und  negativen  Quadrate. 

Um  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Quadrate  einer 
Form  mit  nicht  verschwindender  Determinante  zu  bestimmen, 
nehmen  wir  zunächst  an,  dass  in  der  Kette  der  Haupt-Unter- 
determinanten 

B«.,   Rm-l,   R,n-'l  .  .  .  Ji„  üo   =   1 
kein  Glied  verschwinde.    Wir  können   dann   den  Coefficienten  J. 
so  bestimmen,  dass  die  Determinante  der  Form 
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(1)  ^  =  (p  i^Xi,  X2,  x^  .  .  .  x^  —  X 

verschwindet,     Die  Determinante  ist  namlicli 


=    tlra  —  f-  Rm— i! 


und  sie  verscliwindet,  wenn 

~   Bm-1 

gesetzt  wird. 

Die  Function'i/'  lässt  sich  dann  durch  m  —  1  Variable  y 
ausdrücken,  und  man  erhält  nach  der  Formel  (6),  §.  81 

li;  (a;,,  ar^  .  .  .  x„)  ^  i/?  {y„  y^  ■  ■  ■  ym-~u  0), 
oder  nach  (1) 
(2)      ip  {Xj,  x^  .  .  .  x,„)  =  ■—-■  xi^  (p  (j/i,  ^a  ■  ■  ■  J/«-i.  0), 

und  die  Untersuchung  der  Function  ip  von  m  Variablen  ist  dadurch 
auf  die  Untersuchung  von  9)1  (y)  =  9>  (j/i  i  ^«  ■  .  ■  J/™— i ,  0)  von 
m  —  1  Variablen  zurückgeführt,  deren  Determinante  gleich  .fim—i, 
also  von  Null  verschieden  ist.  Je  nachdem  B^  ;  -ß™_i  positiv 
oder  negativ  ist,  wird  die  Function  (p(x')  ein  positives  oder  ein 
negatives  Quadrat  mehr  haben  als  epi  (y). 

Durch  Anwendung  des  gleichen  Verfahrens  auf  (p^  (y)  und 
die  folgenden  Functionen  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Anzahl  der  positiven   und  negativen  Glieder  der  Reihe 

stimmt  üherein  mit  der  Anzahl  der  positiven  und  negativen 
Quadrate,  in  die  sich  die  Function  ip  (x)  zerlegen  lässt. 

Wir  wollen  diesem  Satze  noch  einen  etwas  anderen  Ausdruck 
geben,  schicken  aber  folgende  Erklärung  voraus. 

Wenn  eine  Reihe  von  Null  verschiedener  reeller  Zahlen  in 
bestimmter  Anordnung  vorliegt,  so  können  die  Vorzeichen  dieser 
Grössen  in  mannigfaltiger  Weise  wechseln;  folgen  zwei  Grössen 
von  gleichem  Zeichen  auf  einander,  so  findet  eine  Zeichenfolge 
(Permanenz)  statt,  folgt  aber  auf  eine  Grösse  eine  andere  von 
entgegengesetztem  Zeichen,  so  haben  wir  einen  Zeicbenwechsel 
(Variation). 
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Betrachten  wir  nun  von  diesem  Gesichtspunkte  die  Reihe  der 
Grössen 

Bo  findet  beim  Uebergang  von  B^  zu  liji_i  eine  Zeichenfolge  oder 
ein  Zeichenwechsel  statt,  je  nachdem  der  Quotient  %  :  Bt—i 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wir  können  also  auch  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

V,   Ist  JT   die  Anzahl   der  positiven,  v  die   der  nega- 
tiven Quadrate  von  tp,  so  ist  n  gleich  der  Anzahl 
der     Zeichenfolgen,    v    gleich     der     Anzahl     der 
Zeichenwechsol  in  der  Kette 
(4)  ie,„,  Ji^„  li^^i  .  ..  It„  -Ko- 

Diese  Fassung  des  Satzes  hat  den  Vorzug,  dass  sie  sich  auf 
den  Fall  übertragen  lässt,  dass  in  der  Reihe  (4)  einzelne  innere 
Glieder  verschwinden,  wenn  nur  nicht  zwei  auf  einander  folgende 
Glieder  Null  sind  (was  nach  §.  82,  III.  immer  angenommen  werden 
kann).  Wenn  nämlich  Bt  =  0,  R^^i,  -Bt-n  von  Null  verschieden 
sind,  so  haben  nach  §.  82,  Satz  IV  Bh-i  wd  Rt+i  verschiedene 
Vorzeichen.    In  der  Reihe 

Ttji^i,     Ri,     Rii—j 
findet  also  ein  Zeichenwechsel  und  eine  Zeichenfolge  statt, 
gleichviel  ob  wir  das  verschwindende  Et  durch  eine  positive  oder 
eine  negative  Grösse  ersetzen. 

Wenn. wir  nun  die  Kette  (4) 

B„,  B^^  .  .  .  Ri,  Bo, 
in  der  einzelne  Glieder  verschwinden,  durch  eine  andere  ersetzen, 
(6)  B.,  J4-,  ■  .  •  Ä,  «,, 

in  der  kein  GUed  verschwindet,  und  in  der  den  nicht  verschwin- 
denden Ghedern  der  Reihe  (4)  Glieder  von  demselben  Vorzeichen 
entsprechen,  so  haben  die  Reihen  (4)  und  (5)  gleich  viele  Zeichen- 
wechsei,  welches  Zeichen  auch  die  den  verschwindenden  R 
entsprechenden  B'  haben  mögen. 

Es  sei  nun  iJj  {x)  eine  zweite  beliebige  quadratische  Form 
der  Variablen  x,  mit  der  wir  die  Form 
(6)  rp'  =  ^>  -\-  E'P 

bilden,  worin  e  ein  noch  unbestimmter  Coeffieient  ist.  Wir 
werden  nun  sogleich  zeigen,  dass  wir  b  so  wählen  können,  dass 
ip'  und  ip  dieselbe  Zahl  von   positiven   und  negativen  Quadraten 
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haben,  dass  aber  in  der  Kette  der  Haupt -üiiterdetermiiianteii 
fffc  der  Form  <p'  keine  verschwindenden  Glieder  vorkommen,  und 
dass  endlich  einem  nicht  verschwindenden  B»  ein  Ri  von  dem- 
selben Vorzeichen  entspricht  Dann  können  die  Zahlen  re,  v  für 
(p  und  für  fp'  sowohl  aus  der  Reihe  (4),  als  auch  aus  der  Reihe 
(5)  ermittelt  werden,  und  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel,  die 
in  beiden  gleich  ist,  giebt  die  Anzahl  v  der  negativen  Quadrate. 
Um  nun  den  Nachweis  zu  führen,  dass  der  Coefficient  s  in 
der  angegebenen  Weise  bestimmt  werden  kann,  nehmen  wir  an, 
es   sei   <p  irgendwie   in   eine   Summe   von  Quadraten   verwandelt 

v  =  hv?  +  ^nVi  -i H  ^"' y^> 

und   V,  in   den   Variablen    j/, ,  y^  ■  .  ■  y-m   dargestellt,  habe  den 
Ausdruck 

Die  Zalilen  n,  v  für   die  Function  qo'  werden  dann  aus   der 
Kette  der  Haupt-TJnterdeterminanten  von 

lA,  +  f^.,„  i^i,,  ...  £^.,., 


nach  dem  Satze  V  bestimmt. 

Nun  kann  man  aber  «  so  klein  annehmen,  dass  diese  Haupt- 
Unterdeterminanten   dem   Zeichen   nach  übereinstimmen   mit 

A,  A,  ;i:,  .  -  .  A„,       Ai  As  X,  ,  .  .  A™_i k-,  Aä,      A„      1, 

und  dann  iSt  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Quadrate 
von  ip'  gleich  der  Anzahl  der  positiven  und  negativen  unter  den 
Coefticienten  A,  von  denen  keiner  verschwindet,  d.  h.  die  Zahlen 
n  und  V  sind  für  tp  und  tp'  dieselben. 

Sind  nun  die  Coefiicienten   von   i/i,   in   den   ursprünglichen 
Variablen  ausgedrückt,  6i,(i,  also 

so  ist  eine  der  Haupt-Ünterdeterminanten  von  tp' 
eti,i  ■  ■  ■  Mi,fe  +  **i,?i 


Et,= 


und  ist  also  eine  ganze  rationale  Function  ft'™  Grades  von  f, 

J4  =  Et  +  s  JI^i  +  s^M,  -I-  .  .  .  t^M^ 
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worin  die  M,,  M,  .  .  .  Mk   rational   von   den   (tf,j:,  ft,-,ji   abhängen. 
Insbesondere  ist 

Mu  =^  2:  ±  61,1  63,2  .  .  ■  6t,b 
und  man  kann  die  bij^  immer  so  annehmen,  dass  M^  von  Null 
verschieden  ist.    Nach  §.  31  kann  man  also  i  so  annehmen,  dass, 
wenn  Sj,  von  Null  verachteden  ist,  Mk  dasselbe  Zeichen  hat,  wie 
Ri,  und  wenn  B^  verschwindet,  iSi  nicht  verschwindet. 

Wir  können  das  hierdurch  Bewiesene  mit  den  Ergebnissen 
des  §.  81  in  eine  allgemeine  Regel  zur  Bestimmung  der  Anzahl 
der  negativen  Quadrate,  auch  für  den  Fall  verschwindender 
Determinante,  zusammenfassen, 

VI.    Um  die  Zahlen  x,  v,  p  der   Function  <p(x)   zu   be- 
stimmen, ordne  man  die  Variablen  a!i,  x^  .  .  .  x^  so 
an,    dass    in    der    Kette    der    Haupt- Unter  de  ter- 
minanten 
(7J  iU  Ji^-i  .  .  .  lii,  En 

eine    möglichst   kleine   Anzahl   von   Anfangsglie- 
dern   verschwindet,  und  dass  von   den  folgenden 
Gliedern    nicht    zwei    neben     einander    stehende 
verschwinden;   p   ist    dann    die    Anzahl    der    ver- 
schwindenden  Anfangsglieder,  v   die   Anzahl  der 
Zeichenwechsel  und  ji  =  m  —  v  —  g. 
Schliesslich   sei   noch    bemerkt,    dass   man    die   Anzahl   der 
Zeichenwechsel    in   der   ßeihe   (7)   auch   von   rechts   nach   links 
abzahlen   kann,   d.  h.   dass   man    dieselbe  Anzahl   von   Zeichen- 
wechseln  findet,   wenn  man   die  Reihe   in  umgekehrter  Ordnung 
schreibt. 


Anwendung   auf  die  Bezoutiante. 

Die  genaue  Discussion  der  Trägheit  der  quadratischen 
Formen  hatte  für  uns  nur  den  Zweck,  die  Anzahl  der  reellen 
und  imaginären  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  durch 
Abzahlung  der  positiven  und  negativen  Quadrate  der  Bezoutiante 
zu  bestimmen.  Ist  n  der  Grad  der  Gleichung,  so  ist  ihre 
Bezoutiante  eine  quadratische  Form  von  n  —  1  Veränderlichen, 
und  im  §,  73  haben  wir  sie  für  «  ^  3,  4,  5  vollständig  gebildet 
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und  die  Wege  kennen  gelernt,  wie  man  aucli  in  anderen  Fällen 
zu  ihrer  Berechnung  gelangen  kann. 

Wir  haben  schon  früher  bemerkt,  daas  die  Bezoutiante  nicht 
eine  allgemeine  quadratische  Form  ist,  sondern  dass  sie  die  be- 
sondere Eigenthümhchkeit  hat,  dass  die  Anzahl  v  ihrer  negativen 
Quadrate  niemals  grösser  als  \n  werden  kann.  Diese  Eigen- 
thümlichkeit  muss  in  gewissen  üngleichheitsbe dingungen  zwischen 
den  Coefficienten  ihren  Ausdruck  finden,  die  aber  zur  Zeit  noch 
nicht  bekannt  sind.  Nur  in  dem  Falle  «  =  3  können  wir  den 
algebraischen  Charakter  dieser  Beschränkung  vollständig  angeben. 

Für  die  cnbische  Gleichung 

f{x)  =  «0  ics  4-  ö(  0^2  -]-  ß,  a:  +  «3  =■  0 
ist  die  Bezoutiante  nach  §.  73,  (13)  nichts  Anderes,  als  die  Hesse- 
sche Covariante 

—  I  i/"((i,  (p)  =  —  I  {A^  tf  -f-  A,  t,  t,  -f-  A^  t^). 

Es  besteht  aber,  wenn  J)  die  Discriminante,  also 

3i)  =  4A^3  —  ^;' 

ist,  die  Relation  [§.  62,  (4),  (12)] 

4H'+  ^'  +  27_D/\=  0, 
mithin,  wenn  wir  darin  f^  =^  0  setzen, 

(1)  4J^'-HS„^  +  27I><^  0, 
wenn 

jn  =:  27  ai^u-i  —  9  «o  «j  «a  +  2  af 
ist.     Diese  Relation  zeigt,  dass  A^  und  D  nicht   zugleich  positiv 
sein   können,    und    dass   also    die   Form  —   H  nicht  in   zwei 
negative  Quadrate  zerlegbar  ist. 

Wir  wollen  den  allgemeinen  Satz  des  vorigen  Paragraphen 
noch  auf  die  bi quadratische  Gleichung  anwenden,  die  wir  der 
Einfachheit  halber  in  der  Form 

(2)  X*  -[-  ax^  -\-hx  ^  c  —  i) 

annehmen.     Um    die    Coefficienten    der    Bezoutiante    zu    bilden, 
haben  wir  in  den  Formeln  §.  73,  (14) 

«0:  «n  «Sf  «3)  «t 
durch 

1,   0,    «,    &,   c 
zu  ersetzen.     Wir  erhalten  so 

Bi,i=—2a,    B,^j  =  ai  —  4:C,    _ß„,o  =  —  i(8  wc  —  3&2), 
^0,1  =  iß&,        B-2,ä  ■=  —  4c,  Bi,2  =  —  36, 
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Wir  ordnen  die  Determinante  so  an: 

—  2  a,         —    3  i,    —  4  c 

—  Bh,     a''  —    4c,  ^ab 

—  ic,  I  a  ft,    —  i  (8  a  e  —  3  63) 
und  erhalten  die  Kette  der  Haupt-Unterdeterminantea 
(3)                  A     —  2a3  _|^  8ac  —  96S     —2a,     1, 

wenn  D  die  Diacrinoinante  bedeutet,  die  nacli  §.  64,  (11)  bestimmt 

ist  durcli 

(4j        27 D  =  4(aä-[-  l2c)3  —  (2*3  —  72<(c  +  276*)^. 

Das  Kennzeichen   dafür,   dass  alle   vier  Wurzeln   reell  sind, 
ist  hiernach 

(5)  Z>>0,    —  2«3  +  8«c  —  9i3>0,     —  2«>0. 

Dies   Kennzeichen  ist   scheinbar  verschieden   und  jedenfalls 
weniger  einfach,  als  das  in  §.  78  aufgestellte 

(6)  ZJ  >  0,     tt  <  0,     «3  _  4c  >  0, 

Wir  wollen  aber   nun  noch   nachweisen,   dass   beides   genau 
dasselbe  besagt. 

Zunächst  ist  sofort  zu  übei-sehen,  dass  (6)  erfüllt  sein  muss, 
wenn  (5)  erfüllt  ist,  denn 

—  2a{a''  —  4c)  —  96^ 
kann  nicht  positiv  sein,  wenn  a  und  a^  —  4c  negativ  sind;   um 
aber   umgebehrt   einzusehen,   dass   aus  (6)   die  Bedingungen  (5) 
folgen,  müssen  wir  den  Werth  von  D  in  Betracht  ziehen. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung 

(7)  «  =  — 2a,     (3  =  —  6aä-|-24«c~-27&^    y  =  5a^—l2c, 
so  dass  die  Bedingungen  (5) 

«  >  0,     /5  >  0,     X»  >  0, 
die  Bedingungen  (6) 

a>0,    y>0,    I)>  0 
lauten;   dann  ist  nachzuweisen,  dass,   wenn  «,  y  und  D  positiv 
sind,  auch  ß  positiv  sein  muss.    Hierzu   drücken  wir  D  in   (4) 
nach  (7)  durch  «,  ß,  y  aus  und  erbalten 

27  0  =  4(«3  —  yy  —  [2w(«3  —  y)  ^  ß]K 
Wenn  1)  positiv  ist,  so  muss  hiernach  gewiss  «^  —  y  positiv 
sein.     Setzen  wir  also 
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so  ist  6s^  >  8",  also,  wenn  Ö  positiv  genommen  wird 

cc>   d 
und 

21  D  ^  40"  —  (2«Ä^  —  ß)\ 

Hiernach  kann  D  bei  negativem  ß  nicht  positiv  sein;  denn 
ist  ß  negativ,  so  ist 

2«ö^  ~  ß  >  2ad''  >  2Ö', 
also  4  6^  —  {2  «  8^  —  (3)=  negativ. 

Eb  ist  hiermit  direct  nachgewiesen,  dass  die  Kriterien  (5) 
und  (6)  genau  dasselbe  besagen. 

Nach  der  im  §.  78  gegebenen  geometrischen  Interpretation 
bedeutet  ß  ^=:  0  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  die  durch  die 
Parabel  6  i=  0,  j-  =  0  hindurchgeht,  und  die,  soweit  negative 
Werthe  von  a  in  Betracht  kommen,  ganz  in  dem  Raumtheil  ver- 
läuft, in  dem  D  negativ  ist. 

Tjm  fnr  die  Gleichung  fünften  (Jrades  ein  Beispiel  vor  Augen 
HU  haben,  betrachten  wir  die  (ileichung 
x^  -j-  a:^  -\-  a  =  0. 

Wir  haben  also  in  unseren  allgemeinen  Ausdrücken  §.  73 
oder  auch  §.  74,  (2),  (3)  zu  setzen 

«0,    «1,    «s,    «3,    «4,    fl-,    ^ 

1,    0,    0,    1,    0,   «, 
und  wir  erhalten  für  die  Determinante  der  Bezoutiante 
2  a,         0,  0,  —  5  a 

0,  |,  —  5  d,       0 

0.  —  5  «,  0,-3 

5«,  0,-3,       0 

und  für  die  Oiscriminante 

D  ^  108«  +  3125  w*. 
Eine  Kette  von  Haupt-Untcrdeterminanten  ist 

(8)  fl,     Mu;     -^-1^,    -2„,     1. 

Die  Discriminante  ist  negativ,  wenn 

sonst  positiv,  besonders   also  für  alle  positiven  a  positiv.     Mau 
sieht,    dass    bei    positiver  .Discriminante    in    (8)    immer    zwei 
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Zeichenwechsel,  hei  negativer  Discriminante ,  wo  auch  a  negativ 
ist,  ein  Zeichen  Wechsel  stattfindet. 

Unsere  Gleichung  hat  also,  so  lange  »  in  dem  Intervall  (9) 
liegt,  zwei  imaginäre  Wurzeln,  wenn  es  ausserhalh  dieses  Inter- 
valles  liegt,  vier  imaginäre  Wurzeln,  niemals  vier  reelle  Wurzeln. 

Ein  rein  numerisches  Beispiel  bietet  die  der  complexen 
Multiplication  der  elliptischen  Functionen  entnommene  Gleichung 
x:-  —  W'  —  2*2  —  2iC  —  1  --  0. 

l.-'ür  die  Determinante  der  Bezoutiante  erhalten  wir  aus  §.  73 


I 


die  Kette  der  Haupt-Unterdeterminanten 


473 


94 


-  1, 


1, 


so  dass  die  Discriminante  unserer  Gleichung  47^  ist.  Die  Glei- 
chung hat  also  zwei  Paar  imaginäre  und  eine  reelle  Wurzel. 
Das  zweite  Glied  dieser  Kette  94  :  5  braucht  man,  wenn  man 
die  Discriminante  kennt,  nicht  zu  berechnen,  ja  es  genügt  schon 
die  Kenntniss  des  negativen  Vorzeichens  im  vorletzten  Gliede, 
Tim  die  vorstehende  Entscheidung  über  die  Realität  der  Wurzeln 
zu  treffen. 
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Acliter  ÄhB<;hnitt, 
Der  Sturm'sclie  Lehrsatz. 


Das   Sturm'selie   Problem. 

Die  im  vorigen  Abschnitt  behandelte  Frage  nach  der  Anzahl 
der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  ist  ein  specieller  Fall  eines 
allgemeineren  Problems,  das  den  Gegenstand  dieses  Abschnittes 
ausmachen  soll,  und  das  die  Grundlage  ist  für  alle  Methoden 
der  genäherten  numerischen  Berechnung  von  Gleiehungswurzeln. 

Es  handelt  sich  um  die  Frage;  wie  viele  reelle  Wurzeln 
einer  reellen  numerischen  Gleichung  liegen  zwischen 
Kwei  gegebenen  reellen  Zahlwerthen  a  und  6? 

Ist  dies  entschieden,  so  handelt  es  sich  weiter  darum,  die 
Grenzen  a,  h  so  weit  einzuengen,  dass  nur  noch  eine  Wurzel 
der  gegebenen  Gleichung  zwischen  ihnen  liegt,  und  sie  endlich 
einander  so  weit  zu  nähern,  dass  jede  von  ihnen  als  ein  ge- 
näherter Werth  dieser  Wurzel  betrachtet  werden  kann. 

Nehmen  wir  a^— flo,6  =  -[-'»,  oder  doch  a  negativ,  b 
positiv  so  gross  an,  dass  jenseits  dieser  Grenzen  keine  Wurzeln 
mehr  liegen  können,  so  fällt  diese  Aufgabe  mit  der  im  vorigen 
Abschnitt  behandelten,  die  Anzahl  aller  reellen  Wuraeln  zu  be- 
stimmen, zusammen. 

Wir  wollen  zunächst  zeigen,  wie  sich  das  allgemeine  Problem 
auf  das  specielle  zurückführen  lässt,  wie  also  unsere  jetzt  auf- 
geworfene Frage,  im  Princip  wenigstens,  durch  die  Betrachtungen 
des  vorigen  Abschnittes  beantwortet  ist.    Es  möge  sich  zunächst 


y  Google 


§.  86.  Das  Sturm'Bche  Problem.  271 

darum  handeln,  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  einer 
Gleichung  f{x)  =^  0  zu  ennitteln.  Setzen  wir  x  =  y\  so  wird 
jedem  reellen  Werth  you  y  ein '  positiver  Werth  von  cc  ent- 
sprechen, und  umgekehrt  entsprechen  jedem  positiven  Werth  von 
X  zwei  reelle,  entgegengesetzte  Werthe  von  y.  Die  Anzahl 
der  positiven  Wurzeln  von  /(«)  =  0  ist  also  halb  so 
gross,  als  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  f{y^) 
■=  0,     Setzen  wir  ferner 

X  —  a 

so  wird,  während  x  von  a  bis  i  geht,  y  durch  positive  Werthe 
von  0  bis  Unendlich  gehen,  und  wenn  wir  durch  diese  Substi- 
tution f{x)  in  F(_y)  transf ormiren ,  so  ivird  f(x)  =  0  ebenso 
viele  Wurzeln  zwischen  a  und  b  haben,  als  F(y)  =  0  positive 
Wurzeln  hat,  mithin  halb  so  viel  als  F(ß^)  =:  0  reelle  Wurzeln 
hat.  Unsere  Aufgabe  ist  also  dadurch  in  der  That  auf  die  Er- 
1  mittelung  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  einer  gewissen  anderen 
Gleichung  zurückgeführt,  deren  Grad  doppelt  so  gross  ist,  als 
der  Grad  der  gegebenen  Gleichung.  Diese  Zurückführung  des 
Problems  giebt  aber  seine  Lösung  nicht  in  der  einfachsten  Form, 
und  wir  müssen  nach  einer  einfacheren  Beantwortung  der  Frage 
suchen. 


Die  Sturm'sclien  Ketten. 

Zu  einer  Lösung  des  Problems,  das  wir  uns  im  vorigen 
Paragraphen  gestellt  haben,  führt  uns  folgende  Betrachtung. 

Es  seien  «  und  ß  irgend  zwei  reelle  Zahlen  und  a  <  ß. 
Es  sei  ferner  f{x)  eine  gegebene  ganze  rationale  Function  von 
X,  von  der  ermittelt  werden  soll,  wie  viele  ihrer  Wurzeln  in 
dem  Intervall  ^ 

liegen.  Wir  nehmen  an,  dass  «,  ß  nicht  selbst  zu  den  Wurzeln 
von  f(w)  =  0  gehören,  dass  also  /(«)  und  f(ß)  von  Null  ver- 
schieden sind.  Ausserdem  wollen  wir  noch  fürs  erste  annehmen, 
das8/(«),  wenigstens  in  dem  Intervall  z/,  keine  mehriäche  Wurzel 
habe ,  dass  also  für  keinen  Werth  des  Intervalls  f(x)  und  /'  (x) 
zugleich  verschwinden  sollen. 
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Wir  nehmen  an,  class  wir  auf  irgend  eine  Weise  eine  Reihe 
von  m  -]-  1  stetigen  Functionen  herstellen  können 
(1)  /(x),f,(x),f,  („)...  M^).  («) 

denen  iolgende  Eigenschaften  zukommen: 

1.  Von  den  Functionen /i  sollen  im  Intervall  ^  nicht 
zwei  aufeinander  folgende  zugleich  verschwinden. 

2.  Die  letzte  von  ihnen,  fm{^),  soll  im  Intervall  z/ 
überhaupt  nicht  verschwinden,  also  ein  unver- 
änderliches Zeichen  behalten. 

f!.  Wenn  ein  mittleres  Glied,  etwa/r(a;)  für  irgend  ein 
X  im  Intervall  ^  verschwindet,  so  sollen  für  dieses 
X  die  beiden  angrenzenden  Functionen /,_i(a:)  und 
fy+i(x)  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben. 

4.  Wenn  f(x)  im  Intervall  z/  verschwindet,  so  soll 
fi(x)  für  diesen  Werth  von  x  dasselbe  Vorzeichen 
haben  wie  /'(ik). 

Eine  solche Functionenreihe  (fl)  wollen  wir  eine  Sturm'sohe 
Kette  nennen.  Wie  man  sie  bilden  kann,  werden  wir  später 
sehen;  zunächst  sollen  aus  der  Definition  Folgerungen  gezogen 
werden. 

Für  jeden  Werth  von  x,  für  den  keine  der  Functionen  von 
(S)  verschwindet,  hat  jede  dieser  Functionen  ein  bestimmtes 
Vorzeichen,  Wir  zählen  einen  Zeichenweclisel,  so  oft  beim 
Durchlaufen  der  Kette  von  links  nach  rechts  auf  ein  positives 
Glied  ein  negatives  oder  auf  ein  negatives  Glied  ein  positives 
folgt.  Die  Anzahl  der  so  gezählten  Zeichenwechsel  (Variationen) 
für  einen  bestimmten  Werth  von  3;  wollen  wir  mit  V{x)  be- 
zeichnen. Wenn  ein  mittleres  Glied/, {3:)  verschwindet,  so  haben 
wir  nach  3.  beim  Uebergang  von/,_i(a;)  zv.fv+i(x)  einen  Zeichen- 
wechsel zu  zählen. 

Sind  «,  ß  zwei  Werthe,  für  die  keine  der  Functionen  f,  ver- 
schwindet, und  lassen  wir  nun  x  stetig  wachsen  von  «  bis  ß,  so 
wird  eine  Aenderung  in  der  Zahl  der  Zeichenwechsel  nur  dann 
eintreten  können,  wenn  eine  der  Functionen  von  (g)  ihr  Zeichen 
wechselt,  also  durch  den  Werth  Null  hindurchgeht  (wegen  der 
vorausgesetzten  Stetigkeit). 

Ist  dies  aber  eine  mittlere  Function,  so  ändert  sich  die 
Zahl  der  Zeichenwechsel  nicht  (nach  3).     Denn  in 
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findet  vor  und  naj:h  dem  Durchgang  vou  f,  durch  Null  immer 
ein  Zeiche nwech sei  statt,  weil  /,.+i  und  /,_i  entgegengesetzte 
Zeichen  haben. 

Wenn  aber /(«)  durch  Null  geht,  so  geht  beim  Durchgang 
durch  X  wegen  4.  ein  Zeichenwechsel  verloren.  Denn  geht  f{x) 
von  negativen  zu  positiven  Wertheii,  so  ist  (vgl.  §,  32)  /'  ix)  und 
mithin  /,  (x)  positiv  und  die  Vorzeichen  ändern  sich  so : 


und  wenn /(«)  von  positiven  zu  negativen  Werthen  übergeht,  so 
ist/'(a:)  und/i{a:)  negativ,  also  die  Zeichen  so; 


mithin  ist  in  beiden  Fällen  ein  Z  e  i  c  h  e  n  w  e  c  h  s  e  I  verloren 
gegangen. 

Da  nun/„(a:)  nach  2.  sein  Zeichen  nicht  wechselt,  so  folgt, 
dass  V{a)  —  y{ß)  gleich  der  Anzahl  der  zwischen  a  und  /3 
gelegenen  Wurzeln  von  f{x)  ^^=  0  ist,  oder: 

Die  Anzahl  der  Wurzeln  von  f{x)  =  0  zwischen  a 
und  ß  ist  gleich  dem  üeberschuss  der  Anzahl  der 
Zeichenwechsel  der  Kette  für  x  ^  a  über  die  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  für  x  =  ß. 

Wenn  für  a;  =  «  oder  x  =  ß  eine  oder  einige  der  mittleren 
Functionen  von  (K)  verschwinden  sollten,  so  ist  es  wegen  3,  gleich- 
giiltig,  ob  wir  diesen  verschwindenden  Werth  durch  einen  posi- 
tiven oder  einen  negativen  ersetzen. 


Erstes   Beispiel:    Kugelfunctionen. 

Ehe  wir  nun  zu  den  allgemeinen  Methoden  übergehen,  nach 
denen  Sturm'sche  Ketten  zu  bilden  sind,  wollen  wir  einige 
Beispiele  betrachten,  in  denen  sich  durch  besondere  Umstände 
solche  Ketten  darbieten. 
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Wir  betracMon  zunächst  die  sogenannten  Kugelfunc- 
tionen,  die  iu  der  mathematischen  Physik  und  Mechanik  viel- 
fach gebraucht  werden. 

Unter  Kugelfunctionen  versteht  man  ein  System  ganzer 
rationaler  Functionen  von  steigendem  Grade,  das  folgend erm nassen 
definirt  ist: 


.  1.3...(2«-1)  /„,  _    «Oi-J^)^ 


1.3  .  .  .(2«  — 1)  /  „ 


7:  ,7; rr  ^"~" 


^     „_.  __        \ 

2.4(2»— 1)  (2»  — 3)     "  '")' 

so  da33  P„(a;)  eine  ganze  rationale  Function  j»'™  Grades  ist,  und, 
je  naciidem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  nur  die  geraden  oder 
nur  die  ungeraden  Potenzen  enthält.  Dureh  Anwendung  des 
Zeiehens  JI(»i)  kann  man  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die 
Kugelfunctionen  auch  so  darstellen: 

(1)  P  fe)  -  T  ^— '-  n(2n-2f.)x''-^^>' 

l,ij  jr^yu.)  ^^      2«       n(ii)Il{ü  —  2fi)  nin  —  fi)' 

worin  die  Summe  in  Bezug  auf  (i  von  (t  =  0  an  so  weit  zu  er- 
strecken ist,  als  w  —  2/1.  nicht  negativ  wird. 

Zwischen  diesen  Functionen  bestehen  die  folgenden  Rela- 
tionen, die  sich  nach  Einsetzen  des  Ausdruckes  (1)  durch  ein- 
fache Vergleichung  der  Coefticienten  gleicher  Potenzen  von  x 
verificiren  lassen, 

(2)  nP„(x)  —  {2n~l)xF„-.i{x)  -f  («  — l)P„_j(x)  ^  0 

P,(a;)-  xF,(x)  ^  0 

($)  ( L  - a:^) p; {x)^nx P„ (x)  —  n P„_,  (x)  =  0. 

Ans  der  letzten  Gleichung  folgt  für  x  ^=  +  1 

±P,(±1)  =  P„-i(±l}, 
also 

(i)  P.(l)  =  l,     P.(-l)  =  (-!)-. 

Aus  (2)  und  (3)  folgt  nun,  dass  die  Fimctionen  P„,  von 
einem  beliebigen  m  an  abwärts  geordnet, 
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(5)  P™,   P™_„   P,„_2  ,  .  .  P« 

in  dem  Intervall  von  —  1  bis  |-  1  dio  Eigenschaften  einer 
S  t  u  r  m '  sehen  Kette  habeu.  Denn  wenn  P„  und  P„_i  fiir  irgend 
ein  X  zugleich  verscliwänden ,  so  miisete  nach  (2)  auch  P„_a, 
folglich  P„_s  etc.  bis  Pq  verschwinden,  was  unmöglich  ist,  da 
P(,  =  1  ist.  Demnach  ist  auch  die  Bedingung  §.  86,  2.  für  jedes 
beliebige  Intervall  befriedigt. 

Ist  Pn—\  =  0,  so  ist  nach  (2)  P„  und  P„_2  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen,  wie  die  Bedingung  §.  86,  3.  fordert. 

Aus  (3)  folgt,  dass  niemals  P„(3:)  und  F'nix)  zugleich  ver- 
schwinden, da  sonst  auch  P,^i{x)  verschwinden  müsste,  und 
endlich  ergiebt  sich  aus  (3),  dass,  wenn  P„{ic)  verschwindet 
und  —  1  <  a'  <  1  ist,  F'n{x)  und  P,^i{x')  dasselbe  Vorzeichen 
haben. 

Setzen  wir  nun  in  (5)  für  x  die  Werthe  —  1)  -j-l  ein,  so 
folgt  aus  (4),  dass  für  a;  =  —  1  in  (5)  lauter  Zeichenwechsel 
stattfinden,  für  a;  =:  -]-  1  gar  kein  Z eiche nwech sei ;  und  daraus 
folgt: 

Die  Gleichung  P„.(a;)  =  0  hat  m  reelle  Wurzeln 
zwischen  x  =^  —  1  und  x  =  +li  und  da  P,„  vom  m^" 
Grade  ist,  so  sind  dies  alle  Wursieln. 

Wir  können  aber  einen  noch  etwas  weiter  gehenden  Schluss 
ziehen.  Nehmen  wir  ein  Intervall  z/  ^=  («,  ^),  in  dem  zwei  und 
nicht  mehr  Wurzeln  |,  j;  von  P„,  =  0  enthalten  sind,  so  gehen 
beim  Üebergang  von  o:  zu  j5  in  der  Kette  (5J  zwei  Zeichenwechsel 
verloren.  Wir  nehmen  «  so  nahe  an  ^,  ^  so  nahe  an.  sj,  dass 
P„_,(k)  mit  P™_i(|)  und  P™-,{^)  mit  P«,_i{^)  von  gleichem 
Vorzeichen  ist.  Wenn  P„  beim  Durchgang  durch  |  vom  Nega- 
tiven zum  Positiven  geht,  so  geht  es  beim  Durchgang  durch  t; 
vom  Positiven  zum  Negativen;  es  ist  also  i^(|)  und  folglich 
P„_,  (I)  und  P„_i  («)  positiv ,  i^  (ij)  und  folglich  P^,_,  (ij)  und 
Pm-i  ipi)  negativ,  und  das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  P,„  beim 
Durchgang  durch  |  vom  Positiven  zum  Negativen  geht.  Man  sieht 
also  daraus,  dass  heim  Ueborgang  von  k  zu  ^  in 

P™,     P™-i 
ein  Zeichenwechsel  verloren  geht,   also   muss  bei   dem   gleichen 
Uebergaug,  und  folglich  auch  bei  dem  Üebergang  von  |  zw  -q  in 
der  Kette 

P,„_„     P,„_,  ...1\ 
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gleichfalls    ein    ZeichenM'eclisel    verloren    gehen;    daraus 
schliessen  wir  auf  den  Satz: 

Zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Wurzeln 
von  P,„  =  0  liegt  eine  und  nur  eine  Wurzel  von 
P«,-,  =  0. 


Zweites   Beispiel. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  eine  Gleichung,  die  wir  der 
Kürze  wegen  die  Säcular-Gleichung  nennen  wollen,  weil  die 
Untersuchung  der  säcularen  Störungen  der  Planeten  zuerst  auf 
.sie  geführt  hat ').  Sie  ist  auch  sonst  wohl  unter  diesem  Namen 
bekannt,  kommt  aber  auch  in  vielen  anderen  Untersuchungen 
vor,  z.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Hauptaxen  einer  T'läche 
zweiten  Grades,  in  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen;  ihre 
allgemeine  analytische  Bedeutung  liegt  darin,  dass  sie  eine 
besondere,  die  sogenannte  orthogonale  Transformation  einer 
quadratischen  Form  in  eine  Summe  von  Quadraten  liefert.  Wir 
wollen  hier  die  Gleichung  nehmen,  wie  sie  vorliegt,  ohne  Be- 
ziehung auf  irgend  eine  Anwendung,  und  wollen  sie  nach  unseren 
allgemeinen  Sätzen  discutiren. 

Es  sei  o,-.!;,  wenn  i  und  k  die  Eeihe  der  Indices  1,  2,  3  ...  n 
durchlaufen,  irgend  ein  System  reeller  Grössen  und 

(1)  Oi^k   =   «fc,i 

vorausgesetzt.    Wir  betrachten  die  symmetrische  Determinante 

«1,1    —  ^.    ßl,3  ■  ■  ■  fll.n 

(2)  L„(3:)  =     "ä.i'  "s.a  —X...  «s,»     ^ 

««,1,  «n,2  ■  ■  ■  Ob,ii    —  ^    ] 

die  eine  ganze  rationale  Function  n""  Grades  von  x  ist,  in  der 
3^  den  Coefficienten  ( —  1)"  hat.  Die  Gleichung  La(x)  =  0  soll 
der  Gegenstand  unseiei  Betrachtung  sein. 

Wir  bilden  die  mit  abwechselnden  Zeichen  genommene  Kette 
der  Haupt-Unterdeterminantea 

(3)  L„  (x),  -  L„_,  {X),  i„_a  (x)  ...,(-  1)"-'  ii  (ic),  (~  1)», 

')  Laplace,  Histoire  de  l'Acaiiemie  de-. 
Werken  kann  man  darüber  vergleiohea  Dzi 
bewegung,  Leipzig  1888. 
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und  wollen  nun  nachweisen,  claas,  wenn  wir  die  Voraussetzung 
hinzutiigen,  dass  von  den  Grössen  {3}  keine  zwei  auf  ein- 
ander folgende  zugleich  verschwinden,  wir  eine  Sturm'- 
sche  Kette  vor  uns  haben. 

Es  ist  dies  eine  einfache  Folgerung  aus  ^er  Formel,  die  wir 
schon  im  §.  82  zu  einem   ähnlichen  Zwecke  benutzt  haben,  und 
die  wir  so  darstellen  können: 
(4)  iftSs-  Tl'-=  L*-iL*+i> 

■  worin  Sic  und  T^  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind. 

Wir  haben  nur  zu  zeigen,  dass  die  Forderungen  g.  86,  1.  bis 
4.  befriedigt  sind.  Davon  ist  aber  1,  in  die  Voraussetzung  auf- 
genommen, 2.  ist  erfüllt,  da  das  letzte  Element  gleich  ±  1  ist. 
Aus  der  Formel  (4)  folgt,  dass,  wenn  L^^  0  ist,  Lu~i  und  Lt+i 
entgegengesetzte  Zeichen  haben,  dass  also  die  Bedingung  3. 
erfüllt  ist. 

Es  bleibt  nur  noch  die  Bedingung  4.  übrig.  Wenden  wir 
aber  die  Formel  (4)  auf  ft  =  k  —  1  an,  so  lautet  sie 

8£„      _d_L^ /    dL„   Y  ^  ^  ^ 

Öß„,„    ea„-i,„_i  \8t[^„_J   ~     "    "'^^ 

und  daraus  folgt,  dass,  wenn  I>„  =  0  ist, 


da„^-n  öa„_],H-i 

gleiche  Zeichen  haben;  und  ebenso  kaiin  man  schliessen,.dass 
alle  Haupt-Untcrdeterminanten  von  i„ 


iiW  = 


dasselbe  Zeichen  haben. 

'Nun  ist  aber  die  Derivirte  von  L„  (vgl.  t^.  22) 

und  hat  also  für   einen  Werth  x,   für   den   L„(j;)   verschwindet, 

das  entgegengesetzte  Zeichen,  wie  L„-j,  was  eben  die  Forderung 

4.  verlangt.     Daraus  folgt  der  Satz: 

I.  Sind  «,  ß  zwei  reelle  Werthe,  u  <  ß,  so  ist  die 
Anzahl  der  zwischen  u  und  ß  gelegenen  Wurzeln 
von  Ln(x)  gleich  dem  Ueberscbusa  der  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  der  Kette  (3)  für  x  =  a 
über  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  für  x  =  ß.  ^ 
Die  höchste  Potenz  von  x,  die  in  Li,(x)  vorkommt,  ist,  wie 

schon  oben  bemerkt. 
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(—  l)'a*, 
und  wenn  der  absolute  Werth  von  x  hinlänglich  gross  ist,  so 
wird  das  Vorzeichen  dieses  Gliedes  über  das  Vorzeichen  von 
Li,(x)  entscheiden.  Nehmen  wir  also  für  w  einen  genügend 
grossen  negativen,  für  ß  einen  genügend  grossen  positiven  Werth, 
so  finden  in  (3)  für  x  =:  a  lauter  Zeichenwechsel,  für  x  ^^  ß 
lauter  Zeichenfolgen  statt.  Es  werden  also  n  Wurzeln  zwischen 
K  und  ß  liegen,  und  daraus  folgt  der  Satz: 

IL    Die    Gleichung     L„(x)  =  0     hat    lauter     reelle 
Wurzeln. 

Diese  beiden  Sätze  sind  aber  nur  von  heschränlcter  Anwend- 
barkeit, so  lange  wir  uns  nicht  von  der  Voraussetzung  frei 
machen  können,  dass  in  der  Kette  der  L^  nicht  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Glieder  zugleich  verschwinden  sollen.  Von  dieser 
Beschränkung  können  wir  den  Satz  aber  durch  folgende  einfache 
Ueberlegung  beireien. 

Nehmen  wir  an,  für  irgend  einen  Werth  von  x  verschwinde 
Xft,  aber  nicht  L^—i;  wir  können  dann  Grössen  «(14.1.1,  die  in  ij; 
nicht  vorkommen,  so  bestimmen,  dass  Ltfi  für  diesen  Werth  von 
X  nicht  verschwindet;  denn  es  kann  L^+i  nicht  identisch  für 
alle  ßfe+i,;  verschwinden,  weil  es  das  Glied 

■ —    fk+1,1:  Lk—1 

enthält  [§.  23,  (12)]. 

Hiernach  können  wir,  wenn  in  der  Kette 

(5)  L„,     -  L„_i,     i„_a  ■  ■  ■  ±  A.     T 1 

einige  auf  einander  folgende  Glieder  für  irgend  einen  Werth  von 
X  verschwinden,  durch  Abänderung   der  «,-,*  eine  andere  Reihe 

(6)  i;,     —  i«-i,    L;^i---±Lu    =F1 

ableiten,  in  der  keine  zwei  auf  einander  folgenden  Glieder  für 
irgend  einen  Werth  x  (des  Intervalles  k  .  .  .  ß)  verschwinden. 

Zugleich  können  die  a^k,  von  denen  die  L'  abhängen,  so 
angenommen  werden,  dass  sie  sich  von  den  ai^^  um  weniger 
als   eine  beliebig   gegebene  Grösse  m  unterscheiden. 

Wenn  nun  die  Zahlen  w,  /5  so  angenommen  sind,  dass  in 
der  Reihe  (5)  kein  Glied  für  3;  =  k  oder  x  ^=  ß  verschwindet, 
so  können  wir  ca  so  klein  annehmen,  dass  entsprechende  Glieder 
von  (5j  und  (6)  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Durch  unseren 
Satz  ist  aber  die  Anzahl  der  Wurzeln  von  L'„  ^=  0  zwischen  k 
und  ß  durch  die  Zeichen  der  Reihe  (6)  bestimmt. 
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Nun  läsat  sich  andererseits  wieder  ro  so  klein  annehmen,  dass 
die  Wurneln  von  7-1,  =  0  von  denen  von  L„  =7?  0  beliebig  wenig 
unterschieden  sind  (§,  40), 

Es  kann  zwar  eine  Doppelwurzel  von  i„  =  0  in  zwei  ein- 
fache Wurzeln  von  L'n  =  0  übergehen;  aber  da  i^-=  0  keine 
imaginären  Wurzeln  hat,  so  sind  diese  reell;  und  dasselbe  findet 
statt,  wenn  L„=  0  mehrfache  Wurzeln  hat. 

Hiernach  behalten  die  Sätze  I,  II  ihre  Gültigkeit, 
wenn  die  Voraussetzung  aufgegeben  wird,  dass  in 
der  Kette  der  Lk  keine  auf  einander  folgenden  Glie- 
der verschwinden;  nur  müssen  die  mehrfachen  Wur- 
zeln dabei  nach  ihrer  Vielfachheit  gezählt  werden. 

§■  89. 
Die   Sturm'schen   Functionen. 

Nach  diesen  besonderen  Beispielen  wenden  wir  uns  zur  Be- 
trachtung des  Verfahrens,  durch  das  man  in  allen  Fällen  eine 
Sturm'sche  Kette  erhält  i).  Die  Bildungsweise  dieser  Functionen 
ist  principiell  ausserordentlich  einfach,  wenn  auch  in  der  prak- 
tischen Ausführung  meist  nicht  durchführbar. 

Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtung  von  Glei- 
chungen ohne  mehrfache  Wurzeln,  oder  wir  nehmen  an, 
dass  vor  der  Anwendung  /fx)  von  jedem  gemeinschaftlichen 
Factor  mit  seiner  Derivirten  /'  (x)  befreit  sei. 

Wenn  wir  dann 

(1)  /.W=/'W 

annehmen,  so  ist  sicher  die  Bedingung  §.  86,  4.  befriedigt.  Nun 
verfahren  wir  so,  als  ob  es  sich  um  die  Aufsuchung  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Tbeilers  von  f(x)  und  /i  (x)  handle ,  indem 
wir  dabei  jedesmal  das  Vorzeichen  des  Restes  umkehren;  wir 
bilden  also  durch  Division  die  Gleichungen 
/=      9./.      -/. 

(2)  /i  =       3./«      — /■ 

/,-  =  9,.-./.-.  -/.. 

■)  Sturm,  Mem.  siii'  la  resolution  des  equations  numen qu.ee.  Meto. 
de  l'academie  de  Paris.  Say.  etrang.  YI,  1835.  Auszug  in  Bull,  de  feruBSBO 
XI,  1829. 
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worin  die  (Ji ,  ^a  ■  ■  -  Qm-i  "^nd  ebenso  die  /i ,  /a  -  ■  -  fm  ganze 
rationale  Functionen  von  x  sind;  die  Grade  der  Functionen 
f^fufi,  ■  •  -fm  nehmen  ab  und  man  kann  daher  die  Operation 
so  weit  fortsetzen ,  dass  /„,  conetant  ist,  oder  wenigstens  in  dem 
betrachteten  Intervall  nicht  mehr  verschwindet.  Dass  /„  nicht 
Null  werden  kann,  ist  eine  Folge  der  Voraussetzung,  dass  /  und 
/i  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind. 

Dass  man  dann  in  der  Reihe 
(3)  /,/„/,  .../,. 

wirklich  eine  Stürmische  Kette  hat,  ergiebt  sich  unmittelbar, 
wenn  man  die  Kriterien  §.  86,  1.  bis  4.  durchgeht  Denn  wenn 
zwei  auf  einander  folgende  der  Functionen  (31  zugleich  \er- 
schwinden,  so  verschwinden  nach  (2)  auch  alle  nachtolgenden, 
dies  ist  aber  unmöglich,  weil  /„  von  Null  verschieden  ist 

Ist  aber  /» (x)  =  0,  so  folgt  aus  (2) 

/,_.(x)  =  -/,.„«, 

womit  alle  die  Forderungen  des  §.  86  befriedigt  sind. 

Es  ist,  wie  sich  von  selbst  versteht,  gestattet,  die  Functionen 
der  lieihe  (3)  mit  positiven,  z.  B.  constanten  Factoren  zu  multi- 
pliciren,  ohne  dass  sie  aufhören,  eine  Sturm'sche  Kette  zu 
bilden. 

Für  «  ^  2  können  wir  demnach  als  die  Sturm'schen 
Functionen  folgende  nehmen; 

f{x)  =:  ä:'^  -{-  ax-]-b 


§.  90. 

Hermite's  Lösung  des  Sturm'schen  Problems. 

Ein  anderer  Weg  zur  Lösung  des  Sturm'schen  Problems, 
der  zu  einfacheren  Resultaten  führt,  wenigstens  was  die  Durch- 
führung der  Rechnung  im  Einzelnen  betriift,  ist  von  Hermite 
eingeschlagen,  der  an  das  Trägheitsgesetz  der  quadratischen 
Formen  und  die  Tschimhausen-Transformation  anknüpft '). 

')  Ilerinite,  Bemai'ques  eur  le  theoreme  de  M.  Sturm.  Comptes 
rendus  der  Pariser  Akademie,  T.  36  (1853). 
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Es  sei 

(1)  fix)  =  a,x"+a,  x"-^  H -h  «-.-^x  -f-  «„  =  0 

die  vorgelegte  Gleichung  und 

(2)  Xi-  x^  .  .  .  x^ 

ihre  Wurzeln,   die  wir  von   einander  verschieden   annehmen. 
Wir  benutzen  die  in  §.  68  deiinirten  Functionen 

(3)  /.(a;),/,W,/,(i).../„(a:) 

und  setzen  wie  dort,  indem  wir  unter  f„,  (^  ,  .  .  („_i  unahhängige 
Variable  verstehen, 

(4)  y  =  (.-, /. W  +  i,-./,(»)  +  ■  •  •  +  (,/.-.(«)  +  f./.-. W. 

Es  mögen  yi-,  y-i  ■  •  ■  y»  «äie  Werthe  sein,  die  y  iuv  x  ^  Xi, 
Xj  .  .  .  x^  annitnnit. 

Ist  nun  a  ein  beliebiger  reeller  Werth,  so  setzen  wir 

(5)  K,  =  (%  -  <^)yl  +  {X,  -  u)yi  +  .  .  .  +  (^„  -  a)tjl 
Dies  ist  eine  quadratische  Form  der  n  Variablen  (,  und  wir 

wollen  zunächst  die  Zahl  ihrer  negativen  und  positiven  Glieder 
bestimmen.  Ist  Xi  eine  reelle  Wurzel,  also  auch  i/i  reell,  so  ist 
das  Quadrat  (iBj  —  a)y^  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  Xi 
grösser  oder  kleiner  als  a  ist.  Bilden  aber  Xi,  x^  ein  imaginäres 
Paar,  so  sind  auch  i/,,  y^  conjugirt  imaginär,  und 

(zi  —  a)y^^(x3  —  a)y^ 
zerlegt    sich    in    ein    positives    und    ein    negatives    Quadrat. 
Dies  ergiebt  sich  wie  im  §.  79,  wenn  man  y^  V.t,  —  «  =  u  -\~  i  y, 
Vi  Vxi  —  a  =  u  —  iv  setzt. 

Daraus  folgt,  dass  die  Anzahl  J/(,  der  negativen  Quadrate 
in  H,t  gleich  ist  der  Anzahl  der  imaginären  Paare,  vermehrt  um 
die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln,  die  kleiner  als  «  sind. 

Nehmen  wir  also  eine  zweite  reelle  Zahl  /J  >  «,  bilden  die 
Function  Hg  und  bezeichnen  mit  Ng  die  Anzahl  ihrer  negativen 
Quadrate,  so  ist  die  Differenz 

Ne  -  Na 
gleich  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  zwischen  a  und  ß. 

Man  erhält  also  ein  Mittel  zur  Bestimmung  dieser  Zahl, 
d.  h.  zur  Lösung  des  Sturm'achen  Problems,  wenn  mandieCoeffi- 
cienten  der  Function  Ha  als  Functionen  der  Coefficienten  voii 
/{x)  und  von  a  darstellt,  und  dann  die  Zahl  Na  untersucht, 
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§.   91. 
Bestimmung  der   Hermitc'schen   Form  H. 

Zur  Bestimmung  der  Hermifce'scheii  Form  H  können  wir 
die   Mittel  anwenden,  die  wir  im   VI.  Abschnitt  kennen  gelernt 
haben.     Wir  haben  im  §.  72  die  Formel  abgeleitet: 
(1)  !//.  =  £.,./.  +  -£,../,  +  •■■  +  i'.-M  /.-.■ 

Mit  Benutzung  der  Relationen 

^ft>  =fi  —  «n    ^'fi  ==  /2  —  fl-i,  .  .  .  a^/„-i  =  —  a„, 
folgt  hieraus 

xyf  ^  E,J,  +  E,„f,  H h  iVv/-i 

^  '  -  a,  J5o,,  -  %Ei,. a«  £„-,,.. 

Wir  bestimmen  also  noch  eine  Functionenreihe  E_i^s  durch 
die  Gleichung 

(3)  «0  ii-l.^   +   «1  ^0,.  +    %  El,.    H h    "r,-E,.-l,s    =    0 

und  erhalten  dann  aus  (1)  und  (2) 

{X  -  «),/.  =  («_,,.  -««.,.)/.  +  (E.,,  -  «-Em)/.  +  ■  ■  • 

Die    Function    .B_i  j    lässt    sich    aber    durch    die    Relation 

[§.  72-  mi 

ganz  in  der  gleichen  Weise  ausdrücken,  wie  die  übrigen  E,   so 
dass  wir  folgendes  System  von  Formeln  erhalten  [§.  72,  (9)] : 

i-l,s     -—   «o^n+s         -f  «1  (n  +  j-1  -[-■■■  +  O»*«- 


(5) 


i'i.. 

=  o.f.t.- 

J?^i, 

,  =  o.  i. 

+  <..f,^,      +...  +  a,i„ 

-e;,. 

=  «.(.-. 

4.(^i,_,     H h  o,f._„ 

E.+., 

.=<..(.-> 

+  «,1,-,     H h«.'.-^. 

+  «1^^- 
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Fülireii  wir  ein  zweites  System  von  Variablen  t  ein  und  setzen 
»  =  r.-./. +  «.->/,  +•••  +  «,/«, 
SO   ergiebt  sich  aus  (4)  mit  Benutzung  der  Formeln  [^.  68,  (C)| 

+  (li— l}aj  i  (E(,,,  —  ttE^,,)t„.,_i 


und  dies  geht  geradezu  in  die  Function  II  über,  wenn  wir  r  = 
setzen. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  den  Fall  k  :=  3,  so  ergiebt  sicli 
-E— 1,0  ^^  —  <-hh  —  "2*1  ~^  ''s 'oi     -2^0,0  =  dijt.i, 


7?_i  2  =  - 


hti, 


-Ei.o 
Eli 


:  « J,  +  «if,.. 


und  hieraus  kann   man   die  Coefiicienten   der  Form  H  nach  (6) 
leicht  berechnen: 

^3^2  ^  —  «(.(«1  +  3ff(,w) 

7fo,n  —  —  (ta  «3  +  (2  «1  «3  ~  al)(x, 

//i,u  ^^=  —  2  O]  o,  -|-  (3  «0  f^s  —  *!  "ä)  f^ 

i/a.i  ^=  —  2ao(«a  +  <*!«) 

-öa,3  —  —  «u  (3  «j  +  Oä  «). 


Die  Determinante  der  Hermite'schen  Form. 

Für  die  Frage  nach  der  Anzahl  der  negativen  Quadrate  der 
Form  H  ist  die  Kenntniss  ihrer  Determinante  von  Wichtigkeit. 
Diese  Determinante  lässt  sich  allgemein  auf  folgende  Art  be- 
rechnen. 
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//  = 


2:  S  Hi,,,tit^, 


so  sind  die  Coeflicieüten  ifj^^,  deren  Determinante  gebildet  werden 
BoH,  durch  die  Formel  §.  91,  (6)  gegeben.  Es  ist  /^fc  ^^'^  Coeffi- 
cient  von  titi^  in  jener  Formel,  also 

ü,.  =  S(^-«)/,^„/._„. 
Die   Determinante    aus    diesen   »^  Grössen   läast    sich   aber 
nach  dem  Multiplicationssatz  in  die  Form  setzen: 

(«,  ~  „)  /,  (x,),  («1  -  »)  /,  (»,),  ...(»:,-«)  /,-,  (»,) 

J  = 

{X.  -  a)/,  {x.l  (...  -  «)/,  {x.l  .  .  .  K  -  «)  /._,  (X.) 


/.(«.), /,w,.../..-.w 

oder  auch,  da 

o.(i,-«)  (X',-«)  .  .  .  (X,.-«)  =.  (-!)■/(«) 
ist,  in  die  Form 

""        l/.W, /■(»=.).■./.--.(».) 

Die  hier  noch  vorkommende  Determinante  der  /ü  (a:,)  ist  das 
Product  der  beiden  folgenden: 

»ä,  0       ...  0    I        1,  a^i,  ;Ci^  .  .  .  x'^-''- 


«n-l,    ön-a.-.Oo  1,  ««)  a:^    ■    ■    ■   ^B    ^ 

Das  Quadrat  dieses  Productes  ist  aber,   wenn  D  dio  Discri- 
minante  der  Function  f{x)  bedeutet  (g.  4G},  gleich  a'^I),  so  dass 
sich  für  ^  ergiebt 
(1)  ^  =  (--i;  a,f{a)D. 

Da  nach  der  Voraussetzung  J>  nicht  verschwinden  soll,  so 
wird  z/  also  nur  dann  verschwinden,  wenn  für  w  eine  der  Wurzeln 
Yonf{x)  ^=  0  gesetzt  wird,  und  dies  soll  auch  ausgeschlossen  sein. 

Bezeichnen  wir  eine  Kette  von  Haupt -ünterdeterminanten 
yoa  <4,  mit  der  niedrigsten  angefangen,  mit 

4(«),   ^,(«),  ..„^.(«)  =  4 
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SO  ist  nach  §.  83,  V,  die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  in 

(2)  '         1,     ^,(»),     J,i«)  .  .  .  J.C) 

gleich  der  Anzahl  JV^   der  negativen  Quadrate  in  ü",   und   wenn 

wir  also  die  entsprechende  /5ahl  Nß  in 

1, 4(«,4(«  ■•■-<.(« 

abzählen,   so   ist  Nß  —  Na   die   Anzahl   der  zwischen   a   und   ß 
gelegenen  Wurzeln  von  f(x). 

Für  die  cubisclie  Gleichung  ergehen  sich  die  Ausdrücke  aus 
dem  Schluss  des  vorigen  Paragraphen.     Wir  bilden  die  Kette 
1    !-_/  '-    f  ir      ij  tf  2  \  1     j 


die   offenbar   dieselbe  Anzahl   von  Zeichen  wechseln   hat   wie   (2), 
und  erhalten  so  die  vier  Functionen 

«0,        — Söo«  —  f^'ii 
2a^ae{a^  —  Bdo  a{}  ~\-  a(2af  -|-  9 «.„'' «3  —  7  «t,«,  «a) 
+  SöQÖiaä  +  ((foj  —  idotSj^        —f(KJl). 
Nehmen   wir  zur  Probe  k^  —  x,    /3  =  -)-o3,   so  erhalten 
wir,  wenn  noch  0,0  ^  1  gesetzt  wird,  die  Zeichenbestimniung 
1,       +  i,      («1-  —  3  %),  D, 

1,       —  1,       («1^  —  3  a.,),       —  J). 
Man  muss  bei  der  Abzahlung  beachten,  dass,  wenn  J)  positiv 
ist,  al  —  'iOi  nicht  negativ  sein  kann  [§.  47,  (8)]. 


Grundzüge  der  Charakteristikentheorie'). 

Die  Stiirm'schen  Satze  werden  in  ausserordentlicher  Weise 
durch  die  Charakteristikentheorie  von  Kronecker  verallge- 
meinert, die  dasselbe  Ziel  wie  der  Sturm 'sehe  Satz  für  Glei- 
ehungssysteme  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen  verfolgt.  Wir 
besclu-änken  uns  hier  auf  die  Betrachtung  des  einfachsten  Falles, 
den  wir  zur  Einschliessung  der  complexen  Wurzeln  einer  Glei- 
chung  anwenden    wollen ;    auch    bedienen   wir   uns   hier   unein- 

erliner   Akademie,    März    und   August    1869, 
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geschränkt  der  geometriaelien  Anschauung  und  der  Bezeichnungs- 
weise der  Differentialrechnung. 

Wir  betrachten  aunächst  zwei  reelle  Functionen  ip(x,y), 
^{x.  y),  und  deuten  die  reellen  Variablen  x,  y  als  rechtwinklige 
Coordinaten  in  einer  Ebene,     Die  Gleichungen 

(1)  (f>{x,  y)  =  0,        ^{x,  y)  =  a 

stellen  dann  zwei  Curven  dar,  die  wir  kurz  die  Curve  qo  und  die 
Curve  ij-  nennen.  Wir  nehmen  zunächst  an,  diese  Curven  seien 
geschlossen  und  erstrecken  sich  nicht  ins  Unendliche.  Wir  nehmen 
ausserdem  an,  <p  sei  im  Inneren  der  Curve  qo  negativ,  im 
Aeusseren  positiv;  ebenso  ^>  im  Inneren  von  ii>  negativ,  im 
Aeusseren  positiv. 

Bezeichnen  wir,  wie  die  Fig.  6  zeigt,  den  Winkel,  den  die 
Normale  n  in  irgend  einem  Punkte  von  cp,  in  der  Richtung,  in 
der  q>  wächst,  also  nach  aussen  gezogen,  mit  der  Richtung  der 
positiven  a:-Äxe  bildet,  mit  9-,  so  ist,  wenn  if'{x)  und  <p' (y)  die 
partiellen  Ableitungen  von  ip  sind,  und  die  Quadratwurzel  positiv 
genommen  ist, 

COS0-  =:  ^  ^  ^     -       - ,     sin#  ^^  ■ 

V(p'{xy  -f  (p'{yy  V9'(.^y  +  9  (yy 

Ziehen  wir  die  Tangente  t  so,  dass  sie  zu  der  eben  bezeich- 
neten Normale  n  so  liegt,  wie  die  positive  j/-Axe  zur  positiven 
a:-Axe  und  bezeichnen  den  Winkel,  den  sie  mit  der  positiven 
3;-Axe  bildet,  mit  |,  so  ist 

cos  ^  =^ r._^gv_,  - _=^     sin  |  =  t  ^  /  . 

V'p'i^y-  +  fp'iyy  V'p'i^y  +  v'w 

Bezeichnen  wir  den  Fortschritt  auf  ^  in  der  Richtung  (  als 
den  positiven  und  sind  dx,  dy  die  Projectionen  dieses  Fort- 
schrittes, so  sind  dx  und  dy  proportional  und  im  Zeichen  über- 
einstimmend mit  ■ — 'p'{y)i  <p'{x).,  und  wenn  $  eine  beliebige 
andere  Function  ist,  so  ist 

d^  ^  ^'{x)dx  ~\-  ^'{y)dy 
im   Vorzeichen   übereinstimmend    mit    der   Functionaldeter- 
minante 

(2)  [9.,0]  =  ^>'{x)0\y)  -  9'{y)^'(^)- 

Bei  der  üblichen  Annahme  über  die  Coordinatenrichtung  ist 
die  positive  Fortschrittsrichtung  die,  bei  der  das  Innere  der 
Fläche  zur  Linken  liegt. 
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Wenn  nun  die  positive  Fortachrittsrichtung  auf  (p  an  einem 
der  Durchs  eil  nittsp  unkte  der  Curven  <p,  lii  in  das  Innere  von  i/» 
hineinfuhrt,  so  ist  dil<,  also  auch  die  Functionaldeterminante 
[9),  ij)]  negativ,  und  im  entgegengesetzten  Falle  positiv  (Fig.  7). 
Wir  nennen  einen  Schnittpunkt  von  ip  und  ^  einen  Austritts- 
punkt A{<p,  t/j)  oder  einen  Eintrittspunkt  ^(91,1^),  je  nachdem 
Fig.  G. 


Fig.  7. 


(4) 


die  positive  Fortschrittsrichtung  von  ip  aus  dorn  Inneren  von  ^ 
ins  Äeussere  oder  vom  Acusseren  ins  Innere  führt,  und  hahen 
also  den  Satz: 

an  einem  Ä(^,  ^)     ist     [tp,  i^J  >  0 
„       „       E((p,  ip)      „      [ff,  t]  <  0. 

Die  Anzahl  der  A((p,ii>)  ist  ebenso  gross,  wie  die  der  E(cp,ii)\ 
und  wenn  wir  <p  mit  i/i  vertauschen,  so  gehen  die  A{ip,ili),  E(q),ip} 
in  jG(^,  <f>)  und  -4(^,  tp)  üher. 

Die  zwei  Functionen  cp,  1(1  bestimmen  in  eindeutiger  Weise 
einen  Flächenraum,  der  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  in  ihm 
das  Product  91^  negativ  ist.  Wir  wollen  ihn  den  Binnenraum 
(9»,  j^)  oder  {^1,  ifi)  nennen.  In  unserer  Fig.  7  ist  es  die  schraf- 
firte  Fläche, 


§.  94. 

Charakteristik  eines  Systems  von  drei  Functionen. 

Wir  nehmen  nun  zu  den  beiden  Functionen  cp,  ip  eine  dritte 
f(x,  y)  hinzu.  Die  durch  die  Gleichung  /^  0  dargestellte 
Ourve,  oder  die  Curve  /  soll  gleichfalls  im  Endlichen  geschlossen 
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sein,  und  wir  wollen  ausserdem  noch  annehmen,  dass  sie  durch 
keinen  der  Schnittpunkte  von  <p  und  ^  hindurchgeht. 

Wir  geben  diesen  drei  Functionen  eine  bestimmte  cyklische 
Reihenfolge 

A     9'.     ^' 
so   dass  auf  ii  wieder  /  folgen  soll,   und  verbinden   mit   dieser 
Reihenfolge  eine  bestimmte,  etwa  die  positive  Fortschrittsrichtung 
auf  jeder  der  drei  Curven.     Wir  wollen  festsetzen,  dass  mit  der 
umgekehrten  Reihenfolge 

/.     i'^    9 
auf  jeder  der  drei  Curven  die  entgegengesetzte,  also  die  negative, 
Fortschrittarichtung  verbunden  sei. 

Wir  durchlaufen  nun,  bei  der  ersten  Reihenfolge,  die  Curve 
/  in  positivem  Sinne,  und  achten  auf  die  Schnittpunkte  von  / 
und  (p.  Ein  solcher  soll  ein  Austrittspunkt  A(f;  ip,  t)  genannt 
werden,  wenn  die  positive  Richtung  von 
/  aus  dem  Inneren  des  Binnenrauraes 
(ip,  ii<)  in  das  Aeussere,  und  ein  Ein- 
trittspunkt E(fi  tp,  Ip),  wenn  er  aus 
dem  Aeusseren  in  das  Innere  führt. 

In  der  Fig.  8  sind  die  Punkte  a 
die  Austrittspunkte,  der  Punkt  e  ein 
Eintrittspunkt. 

Die  (iesammtanzahl  der  Ein-  und 
Äustrittap unkte  stimmt  überein  mit  der 
Anzahl  der  Schnittpunkte  von  /  und  g),  und  ist  also,  da  beide 
Curven  geschlossen  sind,  eine  gerade  Zahl.  Ist  a  die  Anzahl 
der  Punkte  Ä(f;  ip,i'),  e  die  Anzahl  der  Punkte  E(f;  9>,i/'),  so 
ist  also  auch  e  —  «  eine  gerade  Zahl  und 

i(e-u)=k 
eine  ganze  Zahl,   die  nach   Kronecker   die   Charakteristik 
des  Functionensystems  /,  (p,  t/i  heisst.    {Im  Falle  der  Fig.  8 
ist  sie  gleich  —  1). 

Wenn  wir  die  Functionen/,  ip,  i/i  cyklisch  vertauschen,  so 
erhalten  wir  drei  Bestimmungen  für  die  Charakteristik,  und  wenn 
wir  die  Reihenfolge  umkehren  und  dabei  nach  der  getroffenen 
Vereinbarung  auch  die  positiven  Richtungen  durch  die  negativen 
ersetzen,  drei  weitere.  Diese  Bestimmungen  sind,  wenn  wir  jetzt 
die  Symbole  A(f;  qo,  ij»),  E(/;  cp,  %>)  zugleich  als  Bezeichnung 
für  die  Anzahlen  der  betreffenden  Punkte  brauchen. 
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l[E(/;  v,  *)  -  Mf;  f,  *)], 
i[E(v;i',/)-A{r,  *,/)], 

U-E(/;*,  g>)-yl(/;  *,  gi)J, 

K«(i.;/,  «  -4(^1/,  ♦)], 

und   es   gilt   nun   der  fundamentale   Satz,    dass   diese 
sechs  Bestimmungen  dieselbe  Zahl  ergeben. 

Um  ihn  zu  beweisen,  durchlaufen  wir  die  Curve  /  in  posi- 
tivem Sinne,  und  achten  auf  die  sämmtlichen  Schnittpunkte  mit 
ip  und  i/i.  Der  Weg  läuga  der  Curve  /  wird  dabei  ebenso  oft  in 
den  Binnenraum  (91,  ip)  eintreten  müssen,  wie  er  aus  ihm  heraus- 
tritt, weil  er  wieder  in  seinen  Ausgangspunkt  zurückkehren 
muse.  Die  Curve  /  tritt  aber  ein  in  den  Punkten  E(J;  ip,  t) 
und  A{f\  i/i,  9))  und  tritt  aus  in  den  Punkten  A(/;  (p,^)  und 
E{f;  l^,  cp).     Also  ist 

-E(/;  9'.  ^)  +  ^(/;  ^^  9)  =  A{f\  f.  ^)  i-  E{f;  ^,9),   ^ 

wodurch  die  Ucbereinstimmung  von  1.  und  4.  nachgewiesen  ist. 

Pj     g  Wenn  wir  nun  zweitens  die  Curve 

9  in  negativem  Sinne  durchlaufen,  und 

auf  ihre   Schnittpunkte  mit  /  achten, 

so    ergiebt    sich,    dass    jeder    Punkt 

/?fy;  qi,)^)  zugleich  ein  Punkts  (gp;/,i^), 

und  Jeder  Punkt  A  (/;  9),  i^)  ein  Punkt 

A{ifi;  /,  i!)  ist.     Denn    in   der  Fig.  9, 

worin   der  Punkt  a  irgend   einen  der 

Schnittpunkte   von  /  und  <f  darstellt, 

ist   dieser  Punkt   ein  E{J;  (p,  i/')  und 

ein  E{fp\  f,  i/;),  wenn  i^  in  k  positiv  ist,  und  ein  A{f;  90,  i/i)  und 

ein  A{ip\  f,  li"),  wenn  ■$  in  a  negativ  ist. 

Daraus  folgt  die  Uebereinstimmung  von  1.  mit  6.  Es  folgt 
ferner  durch  nochmalige  Anwendung  des  ersten  Schlusses  die 
Uebereinstimmung  von  6.  mit  2.  und  dann  durch  Anwendung  des 
zweiten  Schlusses  die  von  2.  mit  5.  und  endhch  des  ersten  die 
von  5.  mit  3.,  also  die  Uebereinstimmung  aller  sechs 
Ausdrücke. 

Man  ist  daher  berechtigt,  die  so  bestimmte  Zahl  schlechtweg 
als  die  Charakteristik  des  Functionensystems  (/,  ip,  tlp) 
zu  bezeichnen, 
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Beziehung  der  Charakteristik  r.xx  ileii 
Schnittpunkten. 

Man  hat  nun  zu  beachten,  dass  die  Bezeichnung  der  Schnitt- 
punkte zweier  Curven  als  Ein-  oder  Austrittsatellen  in  §.  93 
wesentUch  verschieden  ist  von  der  in  §,  94.  Dort  kam  nur 
die  Beziehung  der  Punkte  zu  den  heiden  sich  schneidenden 
Cuvven  in  Betracht,  während  in  §.  94  noch  die  Beziehung  zu 
einer  dritten  Curve  in  Frage  kam;  dies  ist  in  den  gewählten 
Fig.  10.  Bezeichnungen   -E(q),  i/)),   A{if,-^)   und 

f  E{J,  (f,  ü'),  A{f,ip,ii))  vollständig  aus- 

gedruckt. Nun  müssen  wir  aher  genauer 
untersuchen,  wie  sich  die  heiden  Bezeich- 
nungsweisen zu  einander  verhalten. 

Wii  wählen  der  Deutlichkeit  halber 

'"'^       eine    etwas    einfachere   Figur    als    oben, 

j        die   zugleich  alle  möglichen  Verhältnisse 

I  ,  r      \fianschauhcht  (Fig  10). 

~  —  r  In  einem  Punkte  -E(y,  ip)  tritt   die 

^  <p-  Curve    in    die    Fläche    der   Curve    i(i 

ein,   d.  h.   es   geht  i/i  von   positiven   zu   negativen  Werthen.     Ist 

dann  zugleich  /  positiv,  so  ist  dieser  Punkt  ein  ^((p;  '/', /Ji  wie 

der  Punkt  1  in  unserer  Figur,  ist   aber  /  negativ,  so  ist  es  ein 

A{(p;  i), /),  wie  der  Punkt  3.     So  haben  wir : 

Ein  Punkt  E{^.  ip)  ist  ein 

■E(y;  '/',/),  wenn/>  0, 

A{q>;  1^,/),  wenn/<0. 

Ein  Punkt  Ä(tp,  jf)  ist  ein 

E(q>;  ipjl  wenn/<0, 

A(<p;  I^, /).  wenn/>  0, 

Nun  ist  in  den  Punkten  E((p, 

\(f>,  ip]  negativ,  in  A{(p,  i/i)  positiv  ( 

das  Bewiesene  so  zusammenfassen: 

Es  ist  -E(tp;  »i», /}  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  von  9,  ■$,  in 
denen  [ip,  i<]  /  <  0, 
A((p;  1/',/)  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  von  ip,  ip,  in 
denen  [fp,  ^1  f  >  0; 


(Punkt  1  der  Fig.  10} 
(Punkt  ?,  der  Fig.  10). 

(Punkt  2  der  Fig.  10} 
(Punkt  4  der  Fig.  10). 
i/i)  die  Functionftldeterniinante 
(§.  93),   und  wir   können  also 
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also  ist  die  Charakteristik  gleich  dem  halben  ücberschuss  der 
ereten  Zahl  über  die  zweite. 

Diesem  Satz  können  wir  folgenden  Ausdruck  geben,  wobei 
er  von  Grössenverbältnissen  gänzlich  unabhängig  erscheint  und 
nur  von  den  Lagenverhältnissen  der  Curven  und  ihrer  Schnitt- 
punkte abhängt. 

Unterscheiden  wir  die  Schnittpunkte  von  y,  ii>,  je  nachdem 
sie  Aus  tri  ttsp  unkte  A((p,  ip)  oder  Eintritts  punkte  E((p,  ii>)  sind, 
durch  das  Zeichen  w  und  s,  ebenso,  je  nachdem  sie  äussere  oder 
innere  Punkte  zu  der  Curve  /  sind,  durch  «  und  e,  geben  dann 
den  Punkten  w,  s  und  t,  w  den  Charakter  -|-1,  den  Punkten 
a,  «  und  £,  s  den  Charakter  —  1 ')i  so  ist  die  Charakte- 
ristik des  Functionensystems  (/,  y,  i/j)  gleich  der 
halben  Summe  der  Charaktere  der  sämmtlichen 
Schnittpunkte   von  qo,  ^. 

Die  Sätze  und  Begriffsbestimmungen,  die  wir  hier  gegeben 
haben,  bleiben  unverändert  bestehen,  auch  wenn  die  betrachteten 
Curven  aus  mehreren  in  sich  geschlosseneu  Zügen  bestehen; 
auch  können  Doppelpunkte  bei  den  Curven  vorhanden  sein;  es 
muss  nur  von  jeder  Fortschrittsrichtung  auf  einer  der  Curven 
völlig  bestimmt  sein,  ob  sie  als  positiv  oder  als  negativ  zu  be- 
trachten ist,  d.  h.  es  muss  jedes  Stück  einer  Curve  /  oder  qd 
oder  ^  Flächentheile  von  einander  trennen,  in  denen  die  Func- 
tionen /  oder  ip  oder  i\>  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Auszuschliessen  sind  nur  die  Fälle,  in  denen  eine  der  Curven 
durch  einen  Doppelpunkt  der  anderen  hindurchgeht,  oder  in 
denen  die  Curven  einander  berühren,  oder  in  denen  die  drei 
Curven  /,  tp,  i/i  durch  einen  Punkt  gehen;  denn  in  diesen  Fällen 
würde  die  Bestimmung  eines  Punktes  als  Eintrittspunkt  oder 
Austrittspunkt  zweifelhaft  werden. 

Erstrecken  sich  die  Curven  ins  Unendliche,  so  muss  man 
sie,  um  unsere  Sätze  anwendbar  zu  machen,  durch  willkürlich 
binzugefügto  Curvenstücke  abschliessen ,  wie  wir  im  nächsten 
Paragraphen  sehen  werden. 

')  lironeolfer  versteht  uoter  Charakter  eines  Punktes  etwas  Anderea. 
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Anwendung   der  Charakteristiken   auf  die   Eingrenziing 
der  coniplcxen  Wurzeln  einer  Gleichung. 

Es  sei  jetzt 

3  =  X  -\-  yi 
eine  complexe  Veränderliche  und 

(1)  J''(«)  =  9i^^y)  +  '^^{^,y) 

eine  ganze  rationale  Function  von  s  mit  reellen  oder  complexen 
Ooefficienten ,  und  darin  fp(x,y),  ip(x,y)  reelle  Functionen  der 
reellen  Veränderlichen  x,  y.  Wir  setzen  voraus,  dass  F{z)  und 
F'{d)  nicht  zugleich  verschwinden.  F(s)  versehwindet  nur  in 
den  Schnittpunkten  der  heiden  Curven  <p  und  ^,  Die  Ähleitung 
von  (1)  ergieht 

F-{z)  =   q>'ix)  -^ii>'(x)  =  ^i^'(y)^  ^'(tj), 

also 

(2)  <p- (x)  =  ^1,' (y),     <p-(y)  ^  ^^^'(x), 
und  folglich 

(3)  [q.,  ip]  =  -p'  (X)  i>'  iy)  -  <p'  (y)  !!>'  (x) 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Functionaldeterminante  [<p,  ip] 
niemals  negativ  wird  und  nur  da  verschwindet,  wo  <p' (x)  und 
(p' (y),  also  auch  ij>'(x)  und  ip'{y)  zugleich  verschwinden. 

Dies  tritt  aber  nie  in  einem  Schnittpunkte  von  ip  und  i^»  ein, 
da  sonst  hier  F(s)  und  F' (0)  zugleich  verschwinden  würden.  Die 
positive  Forts  ehr  itfcsr  ichtun  g  ist  in  jedem  Theil  der  Curve  (p  oder 
rj)  völlig  bestimmt  durch  das  Vorzeichen  der  Function  in  den 
angrenzenden  Flächentheilen ;  auch  etwaige  Doppelpunkte,  in 
denen  q>,  (p'(x)  und  ip'(y)  zugleich  verschwinden,  machen  dabei 
keine  Ausnahme. 

Da  die  Functionaldeterminante  [q),  ^]  in  allen  Schnittpunkten 
der  Curven  9,  ^  positiv  ist,  so  sind  alle  diese  Punkte  Äustritts- 
punkte  A(q),  ^),  und  daraus  folgt,  dass  die  Curven  q)  und  ip  nicht 
geschlossen  sein  können,  sondern  sich  ins  unendliche  erstrecken 
müssen,  da  sonst  auf  eine  Austritts  stelle  nothwendig  eine  Ein- 
trittsstelle folgen  miiaste.  Im  Uebrigen  bestimmen  auch  hier  die 
Curven  cp,  ip  einen  Binnenraum,  in  dem  das  Product  ip  Tp  negativ  ist. 
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Wir  tugeii  nun  zu  den  beiden  Functionen  9),  i/f  eine  dritte 
Function/  hinzu,  die,  gleich  Null  gesetzt,  eine  geschlossene 
Curve  darstellt,  und  bestimmen  die  Charakteristik  des  Func- 
tionensystems  ganz  in  der  früheren  Weise,  indem  wir  längs  der 
Curve  /  fortschreiten 

So  ist   z.  B.  in   der   Fig.  11  die  Charakteristik  Z;  =  2. 
Fig.  u.  Fig   12 


r 


Um  unseie  batze  anwenden  zu  könnt n,  müssen  wii  die  luiven 
ip,  ip  irgendwie  duich  wiUkuihch  hergestellte  Veibradungen,  die 
ahoi  alle  ausserlialb  /  verlaufen  sollen,  zu  geschlossenen  machen. 
Die  Charakteristik  dieses  Systems  ist  dann  gleichfalls  duich  (1) 
bestimmt  AK  Beispiel  eiganzen  wii  die  Fig  11  duich  Fig  12, 
in  dei  diese  abschhtosenden  Veibmdungen  gezeichnet  sind  Die 
so  hinzugefügten  Schnittpunkte  können  theils  Austrittspunkte 
A(^,  1^),  theüs  Eintrittspunkte  E{(p,  il>)  sein.  Wir  wollen  ihre 
Anzahlen  mit 

A'(<p,^),    E'{>p,'<t>) 

bezeichnen,   während   A{<p,t)    die    Zahl   der    ursprünglich   vor- 
handenen Schnittpunkte  bedeutet.    Immer  muss  jetzt 
(2)  Ä(<p,  t)  +  Ä'itp,  t)  =  E'((p,  1^) 

sein.  Wir  theilen  die  Punkte  A  (gi,  t)  in  zwei  Gruppen  A^  (ip,  ■^), 
Ae  ((p,  t).  von  denen  die  ersten  ausserhalb,  die  anderen  innerhalb 
von  /  liegen  sollen.  Dann  haben  wir  folgende  Charaktere  der 
Schnittpunkte 
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chnitt. 

A,  ((f ,  *) 

—  1, 

A  ((P,  *) 

+  1, 

A'iq,,  *) 

-!, 

E'(tp,  *) 

+  1. 

Der  doppelte  Werth  der  Charakteristik  ist  dann,   wenn  wir 
der  Einfacliheit  halber  die  Bezeichnung  (qi,  i>)  weglassen  (§.  95) 

(3)  —A.  -i-  A,  —  Ä'  -]-  F'  =  2k; 
dazu  die  Gleichung  (2)  addirt,  ergiebt 

(4)  h  =  A,, 

d.  h,  die  Gharalcteristik  ist  gleich  der  Anzahl  der  im 
Inneren  von /gelegenen  Schnittpunkte  von  y,  V- 

Damit  haben  wir  also  ein  Äjittel  gefunden,   um   die  Anzahl 
der  Wurzeln  der  Gleichung 

F(g)  =  0, 

deren  geometrische  Bilder  im  Inneren  einer  beliebig  gegebenen 
Uurve  liegen,  aus  der  Charakteristik  zu  bestimmen.  Die  will- 
kürlich hinzugefügten  äusseren  Verbindungen  spielen  hierbei  gar 
keine  Rolle  mehr  und  können  vollständig  unterdrückt  werden. 


§.  97. 

Bestimmung   der   Charakteristik. 

Um  den  im  Vorigen  bewiesenen  Satz  anwendbar  zu  macheuj 
müssen  wir  noch  zeigen,  wie  wir  die  Charakteristiken  wirklich 
bestimmen  können.  Denken  wir  uns  zu 
diesem  Zweck  die  Curve  /  so  in  Theil- 
strecken  getheilt,  da«s  in  einer  von  ihnen 
nur  ein  Schnittpunkt  mit  der  Curve  90  oder 
ein  Schnittpunkt  mit  der  Curve  ^  liegt, 
und  bezeichnen  wir  mit  a  (Fig.  13)  den 
Anfang ,  mit  h  das  Ende  einer  solchen 
Strecke,  mit  |  den  in  ihr  liegenden  Schnitt- 
punkt von  /  mit  <p,  so  wird  der  Punkt  |  ein  Punkt  i?(/;  9,  iff) 
sein,  wenn  das  Product  <p-$  in  a  positiv  ist,  und  ein  Punkt 
A(f;   (p,  j/f),    wenn    qiip   in    a   negativ   ist;   und    damit   ist   die 
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Fig.  14. 


Möglichkeit  gegeben,  aus  den  Vorzeichen  der  Functionen  qo,  ip 
in  den  Theilpunkten  der  Strecken  die  Charakteristik  vollständig 
zu  bestimmen.  Wie  wir  aber  die  Curve  /  in  solche  Theil- 
streeken  eintheilen,  das  lehrt  uns  der 
Sturni'sche  Lehrsatz.  Wir  denken 
uns  zu  diesem  Zweck  x  und  y  als 
Functionen  einer  Variablen  (  darge- 
stellt, die  längs  der  Curve  /  alle 
reellen  Werthß  von  —  co  bis  +  ^^ 
(oder  auch  nur  die  Werfche  eines 
endlichen  Infcervalles)  durchläuft.  Da- 
durch gehen  tp  und  tit  auch  in  Func- 
tionen der  Variablen  (  über  und  man 
hat  die  Lage  ihrer  Wurzeln  nur  nach  dem  Sturm'schen  Lehr- 
satz zu  untersuchen, 

Ist   z.  B.   wie   in   Fig.  14   die   Curve  /  ein   Kreis    mit    der 
Gleichung 

{X  -  «)■  +  (s  -  !>)'  =  (.», 
_     1  —_t^ 

"■  —  "  —  D  \  -J^  p' 

und  (  durchläuft  einfach  alle  Werthe  von  —  cc  bis  +  m,  während 
der  Punkt  x,  y  sich  über  den  ganzen  Kreis  in  positivem  Sinne 
bewegt,  ip  und  ^  gehen,  mit  einer  geeigneten  Potenz  von 
1  +  P  multiplicirt,  in  ganze  rationale  Functionen  von  (  über, 
die  die  Anwendung  des  Sturm'schen  Satzes  gestatten. 


.  köni 


Gauss'  erst;er   Beweis  des   Fundamen talsatzcs  di;r 
Algebra. 

Gauss  hat  für  den  Hauptsatz  der  Algebra,  dass  eine  Glei- 
chung w"°  Grades  n  Wurzeln  hat,  drei  verschiedene  Beweise 
gegeben.  Der  erste  von  diesen,  der  sich  in  seiner  Doctordisser- 
tation  findet,  und  den  er  später  noch  weiter  ausgeführt  und 
anders  dargestellt  hat,  beruht,  wenn  auch  in  anderer  Einkleidung, 
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auf  dem  Gedanken,  der  dem  Cliarakteristikenbegrirt'  zu  Gniude 
liegt  1).  Wir  schliessen  daher  diesen  Abschnitt  passend  mit  einer 
Darlegung  dieses  Beweises. 

Es  sei  also  s  =  x  -\-  yi  und 
fl)  F{B)  =  cp(x,^)^ii^(x,y) 

eine  ganze  rationale  Function  von  s  vom  «'™  Grade  mit  reellen 
oder  complexon  Coefficienton ,  in  der  s"  den  Coefticienten  1  hat; 
also 

(2)  F(^)  =  5-  +  c ,'-'  +  a,^'-'^ h  ».■ 

Wir  setzen  wieder  vora\is,  dass  F(3)  und  F'{e)  keinen  ge- 
raeiosamen  Theiler  haben,  und  der  Beweis,  dass  F(«)  fiir  n 
Werthe  von  z  verschwindet,  beruht  nun  darauf,  dass,  wenn  wir 
für  /  einen  Kreis  von  hinlänglich  grossem  Radius  wählen ,  die 
Charakteristik  des  Functionensystems  /,  9),  ^  direct  bestimmt 
werden  kann  und  sich  gleich  n  findet.  Dann  folgt  nach  §.  96, 
dass  in  dem  so  gewählten  Kreise  «  Punkte  0  liegen,  in  denen 
F{ii)  verschwindet. 

Wir  bedienen  uns  der  Polarcoordinaten ,  und  setzen,  da 
tti,  «ä,  flj  .  .  .  ß„  auch  complex  sein  können 

«1  =  Pi  e'",     <ia  =  p^&is  .  .  .  u„  =  pn e'*!" 

worin  2h>  i'ai  ■  ■  ■  l>m  ß  positiv  sind  und  die  Winkel  gj,  53,  ...  (f„,  ■fr 
in  irgend  einem  Intervall  vom  Umfang  2  n  gewählt  werden  können. 
Hierdurch  wird 

q)  (x,  y)  =  ii"  cos  «  d  +  pi  B""^  cos  [(n  —  1)  ft  -j-  yi] 

+  ■  ■  ■  4-  Pn  cos  q„ 

^  (x,  y)  =  li  sin  w  .■>  -j-  jp,  ,R      sin  \{n  —  1)  *  +  ■!:] 

+  .  ■■+]). Sil, ä., 

und  wir  bilden  auch  noch  die  nach  %  genommenen  Ableitungen 


')  Gauss,  Demonstratio  nova  tlieorematis  omnem  functionem  alge- 
bvaicam  rationalom  integram.  unius  vaviabilia  in  faotores  reales  prinii  vel 
secundi  gradus  resolvi  poeae  (1799).  Beiträge  aur  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  (1849).  Kronecker,  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie, 
21.  Februar  1878. 
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J)„_l3ill(0-  -j-  2n— l) 

-  ("  -  1)^  -R""'  cos  [(«  ^  ]J  *  +  <J,)] 
jJu-i  COS  (ö'  -|-  q,i—i). 


Wir  theilcn  jetzt  die  KreiBperipherie  mit  dem  Riidiiis  li  i 
4  m  Theile  ein  von  der  Winkelgröaae 


indem  wir  bei  &  = 


in' 
I  anfangen.     Die  Theilpunkte   sind  also 
—  CO,     ta,     3o,     5w,  .  .  .  (8n  —   3)(a, 
und   die   Intervalle   mögen    der   Rdlie   nacli   mit  1,  2,  3  .  .  .  in 
bezeichnet  sein.     Die  Fig.  15  zeigt  diese  Eintheilung  liir  n  =^.  '6. 
Yig.  15,  In  den  Intervallen 

1,  3,  5  ...  (4«  —  1) 
ist  coswtJ',  absolut  genom- 
men, grösser  als  1 : 1/2,  und 
abwechselnd  von  positivem 
und  negativem  Vorzeichen. 
In  den  Intervallen 


2,  4,  6  ...  4  K 

iin  n  &   absol 

1:V2    und    gleichfalls 

abwechselnd  von  positivem 

und  negativem  Vorzeichen, 

Man  kann  aber  B  so  gross  annehmen,  dass  in  den  Intervallen 

i;  3,  5  ...  (4«  —  1)  das  Vorzeichen   von   9)   und  -tk  ™it  dem 

von  cosMö-,  und  in  den  Intervallen  2,  4,  6  ...  4  w  das  Vorzeichen 

von  ifr  und  -j-^  mit  dem  von  ainw*  übereinstimmt. 

Da  also,  rp  in   den  Intervallen  2,  4,  6  ...  4«  sein   Zeichen 
ändert,  so  muss  es  in  jedem  dieser  Intervalle  durch  Null  gehen, 

>  — —  ihr  Zeichen   nicht  ändert,  so   kann 


und   da  die  Abgeleitete  - 
es  nur  einmal  in  jeden 


durch  Null  gehen. 
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l'jbenao  l^t  zu  suhliesseu,  disa  i/i  in  3edem  der  Intervalle 
1,  3,  5  ...  4h  —  1  einmal  und  nur  einmal  durch  Null  gellt. 
Wir  haben  also  eine  Emtheilung  dei  Kreisperipherie,  wie  sie  im 
vorigen  Parigiiphen  zai  Bestimmung  der  Charakteristik  verlangt 
wurde,  und  (\a  m  den  Theilpunkton  ra,  5ro,  9ro  .  .  ,  (4«  —  S)« 
das  Product  (p  -iji  positiv  ist,  'lo  kommen  auf  der  Kreisperipherie 
nur  Punkte  £!{/,  <p  il>)  \oi  uml  ihre  Anzahl  ist  2n;  die  Anzahl 
der  Wurzeln  von  F(^)  ist  also  gleirh  n,  was   zu  beweisen  war. 


y  Google 


Neunter  Abschnitt. 
Abschätzung  der  Wurzeln. 


§.  99. 
Das   Budan-Fonrier'sche   Theorem. 

Die  Functionen  der  S  t  u  r  m '  sehen  Ketten  lösen  zwar  voll- 
ständig nnd  ausnahmslos  das  Problem  der  Bestimmung  der  Anzahl 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  zwischen  gegehenen  Grenzen;  aber 
ihre  wirkliche  Berechnung  ist  meist  schwierig  und  oft  unaus- 
führbar. Man  kennt  eine  Reihe  von  Sätzen  zur  Abschätzung 
der  Zahl  der  Wurzeln  zwischen  gegebenen  Grenzen,  die  viel  ein- 
fachere Kegeln  liefern,  aber  freilich  aucli  die  Frage  nicht  voll- 
ständig beantworten,  sondern  nur  eine  Maximalzabi  geben,  worüber 
die  Anzahl  der  Wurzeln  nicht  hinausgehen  kann.  Diese  Regeln 
sind  oft  fiir  die  Anwendung  sehr  nützlich  und  ausreichend,  und 
sie  dürfen  daher  hier  nicht  fehlen. 

Wir  betrachten  zunächst  ein  Verfahren,  das  von  Budan 
herrührt,  dann  aber  von  Fourier  benutzt  und  erweitert  wurde  i). 

Betrachten  wir  an  Stelle  einer  Sturm 'sehen  Kette  die  Reihe 
der  Ableitungen  einer  reellen  Function /(«)  vom  w*™  Grade 
(1)  f(or)  rW, /"(*)         f'"'(0 

worin  also  f-'^i^}  eine  Oonstante  ist  die  wit  von  Null  verschieden 
und  positiv  voriussetzen  Sie  ist  von  tinem  positiven  Zahlen- 
factor  abgesehen,  dei  Coefficient  \on   i"  in/(<) 

1)  Budan  Nou-\eUp  methode  poui  K  rfieolutimi  des  cquatious  iiume- 
riquea,  [1803  dei  PiiTiet  AL-idemie  loigelpgt)  Fourier,  Analyse  des 
cquaüODE  deteiminbei  lariE  1^31  Ucljei  das  GeBohichtliehe  dieser  Frage 
vergleiche  man  Lagiange  Tiaitc  de  la  lesolution  des  equationa,  Note  VIII 
(Werke  Bd.  ö). 
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Es  seien  wieder  «  und  ß  >  a  zwei  reelle  Zahlen,  die  das 
Intervall  (a,  ß)  bestimmen,  in  dem  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln 
von  f(x)  gezählt  werden  sollen. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dasa  in  dem  Intervall  («,  ß) 
nicht  zwei  Glieder  der  Reihe  (1)  zugleich  verschwinden,  und 
dass  für  x  ^^  a,  x  =  ß  kein  Glied  der  Reihe  verschwindet. 

Lassen  wir  nun  x  von  «  bis.  ^  stetig  wachsen,  so  kann  in 
der  Vorzeichenfolge  der  Reihe  (1)  nur  dann  eine  Aenderuiig 
eintreten,  wenn  eine  der  Functionen  durch  Null  geht.  Wenn 
f-'^ix)  für  a:  ^  I  durch  Null  geht,  so  geht/W(ic),  je  nachdem 
fi'"r^){x)  positiv  oder  negativ  ist,  von  negativen  zu  positiven  oder 
von  positiven  zu  negativen  Werthen  über,  und  es  geht  also 
zwischen  /f'>  und  /c+D  beim  Durchgang  durch  |  ein  Zeichen- 
wechsel verloren.  Dies  gilt  auch,  wenn  /f'  die  Function  f{x) 
selbst  ist.  Wenn  aber /M  eine  der  Derivirten  ist,  so  geht  ihr 
eine  Function  /<"—'>  voran,  und  da  /''"""  nach  Voraussetzung  für 
3;  =  I  nicht  Null  ist,  und  /M  beim  Durchgang  durch  |  sein 
Zeichen  wechselt,  so  findet  zwischen  Z'""^'  und  /!''  beim  Durch- 
gang durch  I  entweder  ein  Verlust  oder  ein  Gewinn  von  einem 
Zeichen  Wechsel  statt.  Wenn  also  ein  inneres  Glied  der  Reihe  (1) 
durch  Null  geht,  so  bleibt  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  ungc- 
ändert,  oder  es  gehen  zwei  Zeichenwechsel  verloren. 

Geht  aber/(a:)  selbst  durch  Null,  so  geht  ein  Zeichcnwechacl 
verloren. 

Daraus  folgt  das  Theorem: 

I.  Die  Anzahl  der  zwischen  «  und  ß  gelegenen 
Wurzeln  von  f{x)  ist  höchstens  so  gross,  wie 
die  Zahl  der  zwischen  «  und  ß  verlorenen 
Zeichenwechsel,  und  wenn  sie  kleiner  ist,  so 
ist  der  Unterschied  eine  gerade  Zahl. 

Mit  Benutzung  einer  Formel  können  wir  auch  sagen: 

Ist  V{x)   die  Anzahl   der  Zeichenwechsel   (Variationen),  die 
che  Reihe  (1)  für  irgend   einen  Werth   x   darbietet,   so   ist   die 
Anzahl  der  zwischen  a  und  ß  gelegenen  Wurzeln  von  f{x) 
(2)  FC«)  -   F(|3)  ~  2*, 

worin  h  eine  nicht  negative  ganze  Zahl  ist. 

Der  Beweis  des  Satzes  I.  bedarf  noch  einer  Ergänzung  für 
den  Fall,  dass  in  der  Reihe  (1)  mehrere  auf  einander  folgende 
Glieder  zugleich  verschwinden. 
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Es  mögen  also  für  einen  Werth  g  von  x  zwischen  w  und  ^ 
in  der  Reihe 

(3)  /<■)  (X).  /<■+»  («),.,.  />■+."->  (X),  /<■+-)  (ä,) 

alle  trlieder,  mit  Ausnahme  des  letzten,  verschwinden,  und  das 
letzte  /'"+'')  (x)  möge  etwa  einen  positiven  Werth  haben. 

Wir  grenzen  um  |  zwei  Intervalle  iS, ,  b^  ab,  so  dass  alle 
Werthe  von  x  im  Intervall  öi  kleiner,  im  Intervall  85  grösser 
als  I  sind,  und  nehmen  diese  Intervalle  so  klein,  dass  die  Func- 
tionen (3)  ausser  in  |  darin  nicht  verschwinden,  also  auch  /(»+?"  {x) 
positiv  bleibt. 

Da  nun,  wenn  /l'+''i  ix)  positiv  ist,  y('+"— 1>  {x)  mit  x  zugleich 
wächst,  so  ist 

y(i'+,"— i)  (x)  in  (t\  negativ, 
in  b^  positiv. 

Daraus  folgt,  dass  /('+'"—'') (a:)  in  S^  abnimmt,  in  d^  wächst, 
also  in  beiden  Intervallen  positiv  ist,  und  so  schliessen  wir 
weiter  auf  die  Vorzeichenfolge  in  der  Reibe  (3): 

(4)  /(■>  («),  /(■+■)  W,  /l-t»  (x\  .  .  .  /(■+'-•>  W,  /■+'  (i) 

«„  (-i)--(-ir  (-1)"  ...      -       + 

«.,+       ++  +       + 

d.  h.  in  der  Reihe  (3)  werden  beim  Durchgang  durch  |  aus 
lauter  Zeichenwechseln  Zeichenfolgen,  und  es  gehen  in  der  Reihe 
(3)  f(.  Zcichenwechsel  verloren. 

Ist/(^+">(|)  negativ,  so  sind  alle  Zeichen  in  (4)  die  ent- 
gegengesetzten, und  der  Schluss  bleibt  sonst  derselbe. 

Wenn  nun  r  =  0,  d.  h.  /*''>(a:J  die  ui-sprüngUche  Function 
f(x)  selbst  ist,  die  dann  in  |  eine  ((t -|-  l)fache  Wurzel  hat,  so 
findet  also  beim  Durchgang  durch  %  auch  in  der  Reihe  (1)  ein 
Verlust  von  fi  Zeichenwechseln  statt. 

Ist  aber  r  >  0  und  die  dem  /^"Hx)  vorangehende  Function 
ft'—v^x)  von  Null  verschieden,  so  haben  wir  folgende  Zeichen; 

1.    ft  gerade; 

»)   /"-'(»),/<■>(«),        b)  /l'->>(a.), /<■>(») 
«1,  +  +  -  + 

ä„  +  +  -  + 


y  Google 


Neunter  Ahschnit 


H  ungerade: 

a)  /(->>(i),/MW,        1.)  /I'-'>W, /i»W 


Es   geht   also   bei   geradem   ft  zwischen  /'''~^'   und  /*''  kein 
Zeichenwechsel  verloren,  bei  ungeradem  ft  geht  ein  Zeichenwechsßl 
verloren  oder   es  wird   einer  gewonnen.     Es  ist  also  der  Verlust 
an  Zeichenwechseln  beim  Durchgang  durch  |  in  der  Reihe 
(6)  /(.-»,/(->,/(.«).../(.«) 

bei  geradem  fi   gleich  ji,   bei    ungeradem   /*  gleich  fi  +  1,   also 
immer  eine  gerade  Zahl  und  nie  negativ. 

Wir  können  diesen  Ergebnissen  einen  übersichtlichen  ana- 
lytischen Ausdruck  geben,  der  ihre  Bedeutung  besser  erkennen 
läsat. 

Wir  bezeichnen  mit  V(x)  wie  früher  die  Anzahl  der  Zeichen- 
weehsel  in  der  Reihe  (1)  für  einen  bestimmten  Werth  von  ic, 
jedoch  mit  der  näheren  Bestimmung,  dass,  wenn  für  einen  Werth 
von  X  einige  der  Glieder  der  Reihen  verschwinden,  diese  bei 
Abzahlung  der  Zeichenwechsel  einfach  übergangen  werden.  Wir 
können  dann  V(x)  als  eine  Function  von  x  auffassen,  die  sich 
aber  nur  um  ganze  Zahlen  äadern  kann,  also  unstetig  ist  für 
die  Werthe  von  x,  für  welche  einige  Ulieder  der  Reihe  (1)  ver- 
schwinden. Wir  wollen  dann  mit  V(x  —  0)  und  V(x  -f-  0)  die 
Werthe  der  Function  V(x)  unmittelbar  vor  und  unmittelbar 
nach  einer  solchen  Stelle  bezeichnen.  Dann  zeigt  die  Betrachtung 
von  (4),  dass  in  allen  Fällen 

(6)  F(J  +  0)  =   F(|) 

ist,  und  dass,  wenn  |  eine  /(-fache  Wurzel  von  f(x)  ist, 

(7)  ni-O)  =   F(ä)  +  ^  +  2S, 
worin  h  eine  nicht  negative  ganze  Zahl  ist. 

Daraus  ergiebt  sich  also,  wenn  wir  zunächst  daran  festhalten, 
dass  für  x  ■=  a  und  x  :=  ß  keine  der  Functionen  (1)  ver- 
sehwindet, dass  F  (a)  —  V(ß)  sich  von  der  Summe  aller  Zahlen 
jt,  d.  h.  von  der  Anzahl  der  im  Intervall  («,  ß)  gelegenen  Wurzeln, 
jede  nach  dem  Grade  ihrer  Vielfaohheit  gerechnet,  um  eine 
gerade,  nicht  negative  Zahl  unterscheidet,  und  damit  ist  also 
das  Theorem   I   von   seiner   Beschränkung   befreit. 
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Wir  können  aber  auch  noch  die  Voraussetzung  aufgeben, 
dasa  für  «  und  ß  keine  der  Functionen  (1)  verschwindet,  wenn 
«  und  ß  nicht  unter  den  Wurzeln  von  f{x)  vorkommen. 

Denn  dann  ist  unser  Theorem  anwendbar  auf  zwei  Werthc, 
von  denen  der  erste  etwas  grösser  als  w,  der  andere  etwas  kleiner 
als  ß  ist,  und  die  dieselben  Wurzeln  einsehliessen,  wie  a  und  ß ; 
d.  h.  es  ist,  wenn  wir  mit  ä  die  Anzahl  dieser  Wurzeln  bezeichnen 

7(„  +  0)  -  r(ß-O)  -^  ä  +  2A, 
und  da 

F(«  +  0)  =   F(«),   V{ß  -  Ü)  =   V(ß)  +  2A', 

so  folgt 

F(«)-  V(ß)^i^2(h^¥).. 

was  wieder  der  Ausdruck  unseres  Theorems  ist. 

Wenn  aber  «  oder  ß  selbst  zu  den  Wurzeln  von  f(x)  gehört, 
dann  ist  unser  Theorem  nur  dann  richtig,  wenn  diese  (jrenz- 
werthe  nicht  mit  zum  Intervall  gezählt  werden. 

Das  Budan-Fourier'sche  Theorem  gieht  zwar  nicht,  wie 
der  Sturm'sche  Satz,  eine  vollständig  sichere  Entscheidung  über 
die  Zahl  der  Wurzeln  in  einem  Intervall,  es  kann  aber  doch  in 
manchen  Fällen  den  Sturm'schen  Satz  ersetzen;  denn  hat  man 
das  Intervall  {«,  ß)  so  weit  eingesciu'änkt,  dass  kein  oder  nur 
ein  Zeichenwechsel  von  «  bis  ß  verloren  geht,  so  folgt  mit 
Sicherheit,  dass  im  ersten  Falle  keine,  im  zweiten  eine  und  nur 
eine  Wurzel  im  Intervall  liegt. 

Die  Abgrenzung  der  Wurzeln  kann  also  durch  die  Budan- 
sche  Reihe  nur  dann  vollständig  gegeben  werden,  wenn  nicht 
beim  Durchgang  durch  einen  Werth  |  gleichzeitig  mehrere 
Zeichen  Wechsel  verloren  gehen.  Dies  Verhalten  kann,  wie  klein 
auch  das  Intervall  («,  ß)  gewählt  sein  mag,  nicht  mit  Sicherheit 
erkannt  we  len  nl  nan  wird  also,  wenn  nach  einer  ange- 
messenen E  neng  g  le  Intervalles  die  Abgrenzung  nicht  ge- 
lungen ist,  loci  z  e  em  anderen  Verfahren,  in  letzter  Instanz 
zum  Sturm    cl        Sitze  j,reifen  müssen. 
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Neunter   Absehuitt. 


§.    100. 
Die  Newton'sche  Regel. 

Eine  Ergänzung  clo,v  vorstehenden  Regel,  die  eine  weitere 
Annäherung  an  die  genaue  Festsetzung  der  Grenzen  der  Wurzeln 
gestattet,  giebt  die  jetzt  zu  besprechende,  von  Newton  her- 
rührende, aber  erst  von  Sylvester  bewiesene  Vorschrift  i). 

Es  sei  wieder 

f  1)       f(x)  =  a,  X''  +  «,  x"-^  -\ \-  «„-1  a:  +  M„  =  0 

die  zu  untersuchende  Gleichung.  Wir  setzen,  indem  wir  mit 
n(m)  wie  immer  das  Product  1,  2.  3  .  .  .  m  und  mit  ß'Hx)  die 
v^"  Derivirte  bezeichnen, 

(3)  F.  (X)  =  /•  (X)  -  /,  „  (X)  /,_,  (X), 
mit  dem  Zusatz,  dass 

(4)  F,  =  F=  1,    F.=/S, 

also,  worauf  es  wesentlich  ankommt,  positiv  sein  aollen. 

Für  die  Abgeleiteten  der  Functionen  /„  F,  erhalten  wir  aus 
(2)  nnd  (3) 

(:>)  /;(«,)  =  (»-«)/,„, 

(6)         f,F;{x)  =  (»  ^-  ,  -  1)  (F,U,  +  F,+,/,_,). 

Da  es  auf  die  positiven  Zahlenfactoren  nicht  anliommt,  so 
können  wir  die  Budan'sche  Reihe  durch  die  Reihe  der  Func- 
tionen 

/,/„/,.../. 


Die  Newton'sche  Regel  macht  nun  von  der  Doppelreihe 
Gebrauch :  -. 

/ij'i  /'  yii  /s  -  ■  ■  /" 

F,F,,F,...  F„. 

1)  Newton,  Arithmelica  waiversalia.  Sylvester,  TransactionH  of  Ihe 
R.  Irish  Academy,  t.24(1871).  Phil.  Mag.,  4.  ser.,  t.  31.  Vgl.  auch  Petersen, 
Theorie  der  algebr.  Gleicliung'en.     Kopenhagen  1878. 


y  Google 


§.  100.  Die  Newton'ache  Regel.  305 

Wenn  wir  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  dieser  Doppel- 
reihe, wie 

für  einen  Werth  von  x  betrachten,  für  den  keine  der  vier  Func- 
tionen verschwindet,  so  sind  in  Bezug  auf  die  Zeichenfolge  die 
nachstehenden  Fälle  möglich: 

»)       ++,     ++,      "-,      -",      TT!, 

++       --       ++       -- 


-     -  +    +  - 

+   ++   ~- 

„ 

_'  _+■  +_• 

— 

-    +-    -  + 

- 

+  +    -  ~    +  +    -  - 

Dies  Verhalten    bezeichnen   wir    mit   folgenden   Ausdrücken 
und  Symbolen: 

a)  Folge-Folge  (Permanenz -Permanenz)  PP, 

b)  Wechsel -Wechsel  (Variation -Variation)        FF, 

c)  Folge  -Wechsel       (Permanenz  -Variation)     P  F, 

d)  Wechsel-Folge        (Variation -Permanenz)     YV. 
Die  zwei  Sätze,  die  wir  beweisen  wollen,  lauten; 

II,    Die    Anzahl    der    zwischen    «    und    ^    gelegenen 
Wurzeln  von /(a;)  ist  entweder  genau  so  gross  oder 
um  eine  gerade  Zahl  kleiner,  als  die  Zahl  der  beim 
Uebergang  von  «  zu  /J  in  der  Doppelreihe  (7)  ver- 
lorenen Wechsel-Folgen. 
III.    Die    Anzahl    der    zwischen    w    und    /3    gelegenen 
Wurzeln  von/(a:)  ist  entweder  genau  so  gross  oder 
um  eine  gerade  Zahl  kleiner,  als  die  Zahl  der  beim 
Uebergang  von  «  zu  ^  in  der  Doppelreihe  (7)  ge- 
wonnenen Folge-Folgen. 
Von  diesen  beiden  Sätzen,  die  nicht  immer  dieselbe   obere 
Grenze  für  die  Zahl  der  Wurzeln  geben,  wird  man  den  anwenden, 
der  die  niedrigste  Grenze  giebt. 

Wtber,  Algebra.  I.  20 
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.   100. 


Wir  machen  beim  Beweis  dieses  Satzes  die  folgenden  Vor- 
auBsetzungeii ,  von  denen  wir  uns  zum  Theil  später  wieder  be- 
freien werden. 

1.  f{x)  hat  keine  doppelten  oder  mehrfachen  Wurzeln. 

2.  Von   den  Functionen /,  (a:)  verschwinden  nicht  zwei   be- 
nachbarte für  denselben  Werth  von  x. 

3.  Auch  von  den  Functionen  Fv{x)  verschwinden  nicht  zwei 
benachbarte  für  denselben  Werth  von  x. 

4.  Eine  Folge    von   2.  ist    [nach   Formel   (3)],   dass   nicht 
f,{x)  und  Fvix)  für  denselben  Werth  von  x  verschwinden. 

.5.    Für  X  --==  K  und  x  ^=  ß  selbst  soll  keine  der  Functionen 

fv,  Fy  verschwinden. 
Der  Beweis  der  Sätze  11  und  III  ist  nun  folgender: 
Lassen  wir  x-,  stetig  wachsend,  von  k  bis  ß  gehen,  so  kann 
eine  Äenderung  in  der  Zeichenfolge  nur  dann  eintreten,  wenn 
eine  der  Functionen  fy  oder  Fy  durch  Null  hindurchgeht,  und  es 
kommt  nur  darauf  an,  den  Effect  zu  untersuchen,  den  ein  solcher 
Durchgang  durch  Null  in  den  verschiedenen  Fällen  hervorruft 
Nehmen  wir  zunächst  an,  es  gehe  eine  der  mittleren  Functionen 
/,  etwa  f„  durch  Null,  wobei  also  0  <  v  <  «.  Je  nachdem  /v+i 
positiv  oder  negativ  ist,  wird  /,  wachsen  oder  abnehmen.  Es 
wird  also  im  ersten  Falle  f^ix  —  0)  negativ,  fy(x  +  0)  positiv 
sein,  und  im  zweiten  Falle  umgekehrt;  ausserdem  folgt  aus  (3), 
dass,  wenn  fy^O  ist,  Fy-i  und  J?V+i  positiv  sind,  und  dass  Fy  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  von  /v_i/r+i  hat.  Wir  stellen  die 
hiernach  bleibenden  Möglichkeiten  tabellarisch  zusammen,  lassen 
aber  in  der  Aufzählung  solche  Fälle  weg,  die  durch  gleichzeitige 
Vorzeichenänderung  der  drei  Functionen  /„_!,/», /i+i  aus  den 
aufgeführten  entstehen,  da  diese  offenbar  keine  verschiedenen 
Resultate  ergeben.     Es  bleiben  uns  hiernach  nur  zwei  Fälle: 


V  -  1 

«, 

v+1 

f(x  -  0) 

+ 
+ 

+ 

+ 
+ 

F 

+ 

- 

+ 

V   —    1 

.     V,     V  +    l     ] 

— 

-    + 
+    + 

+ 

+    + 

In  diesen  Fällen  ist  also 

\x  —  oirr,  rr\    ipp,  fpi 
\x  +  o\pr,  pv\    \rp,pp\ 
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Es  wirtl  also  weder  ein  VP  noch  ein  PF  verloren 
oder  gewonnen. 

Wenn  aber  f(x)  selbst  durch  Null  geht,  so  haben  wir,  wenn 
wir  /,  (x)  positiv  voraussetzen,  was  mit  Rücksicht  auf  die  vorher 
geraachte  Eemerkung  genügt, 


0     1 

/(a;  -  0) 
/('  +  0) 

h 

+    + 

F 

+    + 

Es  geht  also  hier  ein  VP  in  ein  PP  über,  d.  li.  es  wird 
ein   VP  verloren,  ein  PP  gewonnen. 

Wenn  endlich  F^  durch  Null  geht,  wo  natürlich  0  <  v  <.  n 
sein  muss,  so  ist  das  Verhalten  folgendes; 

Wenn  F^  =^  0  ist,  so  müssen  nothwendig  /v-i  und  fy+, 
gleiche  Vorzeichen  haben,  da  sonst  F,  aus  zwei  positiven  Gliedern 
bestehen  würde,  und  nicht  verschwinden  könnte.  Es  ist  ferner 
Fl,{x}  nach  (6)  vom  selben  Vorzeichen  wie  das  Product  /*_i/t  F^+i, 
und  also  hat  Fy{x  —  0)  das  entgegengesetzte,  Ft,{x -\- 0)  das 
gleiche  Vorzeichen,  wie  das  Product. 

Auch  hier  können  wir  in  der  Aufzählung  die  Fälle  weglassen, 
die  aus  den  aufgeführten  durch  gleichzeitige  Zeichenänderung 
in  allen  drei  Functionen  F,.-i,  K,  Fv+i  entstehen,  und  es  bleiben 
also  folgende  Fälle: 


/ 

V  —  1 
+ 

V,     v  +  l 

+    + 

F(rt-0) 

+ 

-    + 

r(i  +  o) 

+ 

+    + 

■  1, 


.  +  1 


r  —  1 

/             + 

«,    1.  +  1 

-        + 

F(x^<l)  ,      + 

+       + 

F(x  +  I>)  1      + 

—       + 

Die  Zeichen  Wechsel  sind  in  diesen  vier  Fällen: 
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ä:  —  t) 

pr,pr\pp,pr 

YP,  rp 

vv,  rp 

x  +  0 

PP,  PP  j  PF,  pp 

rr,vv 

YP,  YY 

Im  ersten  Falle  werden  zwei  PP  gewonnen,  im  zweiten 
und  vierten  Falle  tritt  keine  Äenderung  ein,  im  dritten  Falle 
gehen  zwei   VF  verloren. 

Damit  aber  sind  die  Sätze  II,  111  bewiesen. 

Die  Voraussetzungen  2.,  3.,  daas  von  den  Functionen  f,  und 
F»  nicht  zwei  benachbarte  tür  dasselbe  x  verschwinden  aollen, 
können  wir  aufgeben.  Denn  wenn  wir  an  der  ersten  Voraus- 
setzung festbalten,  dass  keine  mebrtachen  Wurzeln  vorhanden 
sind,  BO  können  wir  dem  Coefficienten  d,  so  kleine  Aenderungen 
ertheilen,  dass  ei-stens  die  Voraussetzungen  2.,  3,  befriedigt  sind, 
und  zweitens  die  zwischen  «  und  ß  gelegenen  Wurzeln  sich  so 
wenig  ändern,  dass  keine  von  ihnen  aus  dem  Intervall  heraus- 
tritt. Da  die  Wurzeln  nur  einzeln  vorkommen,  so  können  dabei 
auch  nicht  reelle  Wurzeln  in  imaginäre  übergeben. 

Ob  der  Satz  bei  richtiger  Zählung  der  mehrfachen  Wurzeln 
auch  noch  im  Falle  mehrfacher  Wurzeln  gültig  bleibt,  mag  dahin 
gä stellt  bleiben. 


§.  101. 
Der   Oartesische  Lehrsatz. 

Der  Oartesische  Lehrsatz,  der  auch  nach  Harrioti)  be- 
nannt wird,  giebt  eine  Regel  zur  Abschätzung  der  Zahl  der 
positiven  Wurzeln.  Wir  können  ihn  einfach  als  speciellen  Fall 
des  Budan'schen  Theorems  betrachten,  indem  wir  «  =  0  und 
ß  =z  rx>  oder  wenigstens  so  gross  'annehmen,  daas  die  Functionen 
(1)  /(!),/■  («),/"(i).../M(a:) 

für  X  >  ß  alle  dasselbe  Zeichen  haben.  Dies  Zeichen  stimmt 
überein  mit  dem  Zeichen  des  Coefficienten  der  höchsten  l'otenn 
von  X  in  f{x)  und  kann  positiv  angenommen  werden. 

Ist 
f{x)  =  «ftä^  +  a,a?'-^  -|-  a^X"-^  -[-...  -|-  a„-ix  -{-  «„, 

1)  Harriot,  Artis  aualytioae  praxia  ad  aequationes  algebraioas  i-esol- 
vendaa  IfiSl.     Gauss' Werke,  Bd.  Iir,  S.  67.     Lagrange,  1,  r. 


y  Google 


§,  101.  Der  Cartesisclie   Lehrsatz.  309 

so  örlialteii  die  Functionen  (1),  von  positiven  Zalileni'actoren  ab- 
gesehen, für  a;  ^=  0  die  Werthe 

(2)  «„,  a„_„  «„-a  ...  «0, 
und  daraus  ergiebt  sicli  also  das  Theorem: 

IV,    Die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 
f[x)  =  0    ist    gleich    oder    um    eine    gerade    Zahl 
kleiner,  als  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der 
Reihe  der  Coefficienten  von  f{x),  wobei  etwa  ver- 
schwindende Coeffieienten   einfach  zu  übergehen 
sind  und  die  Wurzel  3:  =  0,  wenn  sie  vorhanden 
ist,  nicht  mitzählt. 
Um  auch   die  Anzahl   der  negativen  Wurzeln   abzuschätzen, 
kann  man  entweder  das  Budan-Fourier'sche  Theorem  auf  das 
Intervall   ( — co,  0)   anwenden,   oder   mau   ersetzt   x  durch  — a;, 
d.  h.  man  ändert  die  Vorzeichen  von  «1 ,  «^ ,  «5  .  .  .  und  wendet 
dann  das  Theorem  IV.  an. 

In  ähnlicher  Weise  wollen  wir  das  Newton'sche  Kriterium 
des  g.  100  specialisiren. 

Wir  bemerken  dazu,  daas 

^   n (»-■■)  JIM 
/.W  —  jj(„-)  »«-■. 

und  folglich 

„  II{v)n{v-V)U{n-v)n{n^v~\) 
'^  ■'  ^  77(n)/3(w) 

\y{%  -  v)  «^_.  _  {^  +  i)(«  _  V  +  1)  a„ l«„-.  +  l] 

wird,  dass  ferner  die  Reihe  der /j (a;)  für  3;  =  +  =0  nur  Zeichen- 
folgen, für  a;  =:  —  CO  nur  Zeichenwechsel  darbietet 
Wenn  wir  also 

(3)  Ä.  =  v{n  —  v)«?  _  (r-  +  1)  (M  —  V  +  l)av-ia,+j, 

A^  =  1,     A^=  1, 
setzen,  so   dass  Ay,  von  einem  positiven  Factor  abgesehen,  mit 
^„-..(O)  übereinstimmt,   so  folgt,   dass   für  3:  =  0  die   Doppel- 
reihe (7),  §.  100,  in  umgekehrter  Ordnung  geschrieben,  den  Vor- 
zeichen nach  übereinstimmt  mit 

«0,    öl,    «ä   .  .  .  u„ 
^^^  A,  ^1,  A  ■  ■  .  A- 

Beim   Uebergang    zu    x  ^=  -\-  <n    sind    in    der  Reihe  f{x), 
/i  ix)  ■  ■  ■  f»  {x)    alle    Zeichenwechsel    und    beim    Uebergang    zu 
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3!  :^  —  OD  alle  Zeichenfolgen  verloren  gegangen,  also  in  der 
Doppelreihe  der  /,,  F,.  fiir  a:  ^  +  qo  alle  VF,  fiir  a;  :=  —  co 
alle  PF. 

Danach   können   wir   nach   §.  100,   II,  III   folgende  beiden 
Theoreme  aussprechen: 

V.  Die  Zahl  der  positiven  Wurzeln  von  f{x)  ist  so 
gross  oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  als  die 
Zahl  der  Wechsel-Folgen  in  der  Doppelreihe  (4), 

VI.  Die  Zahl  der  negativen  Wurzeln  von  f{x)  ist  so 
gross  oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  als  die 
Zahl  der  Folge-Folgen  in  der  Doppelreihe  (4). 

Die  Summe   der  Anzahlen   der   VF  und  der  FF  ist   aber 
gleich  der  Anzahl  der  Zeichenfolgen  in  der  einfachen  Reihe 
(5)  A^,  Äj,  A^...  A„, 

und  wir  können  also  V.  und  VI.  in  den  einen  Satz  zusammen- 
fassen : 

VII.  Die  Anzahl  aller  reeller  Wurzeln  von  f(x)  ist  so 
gross  oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  als  die 
Zahl  der  Zeichenfolgen  in  der  Reihe  (5). 

Die   Gegammtanzahl  der  Zeichenwechsel  und   Zeichenfolgen 
in   der  Reihe   (5)   ist   so   gross,   wie   die  Zahl   aller  reellen   und 
imaginären  Wurzeln  zusammengenommen,  nämlich  n.    Denn  der 
Fall,  dass  in  der  Reihe  (5)  einige  Glieder  verschwinden,  ist  hier 
auszunehmen.    Da  überdies  das  erste  und  letzte  Glied  der  Reihe 
(5)  dasselbe  Vorzeichen  haben,   so  ist  die  Anzahl  der  Zeichen- 
wechael  in  dieser  Reihe  eine  gerade  Zahl.     Wir  können  also  zu 
VII.,  ohne   damit   etwas   Neues    zu   sagen,    noch    das    Theorem 
liinzufügen : 
VIII.    Die  Anzahl   der   imaginären   Wurzeln   von  f(x) 
ist  mindestens  gleich  der  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel in  der  Reihe  (5). 
In  der  Fassung  der  beiden  letzten  Sätze  ist  es  gleichgültig, 
ob  einige  der  Coefficienten  (tj,  ag  .  ,  .  «„  verschwinden,  weini  nur 
kehies  der  A^  Null  ist. 

Bei  der  cubischen  Gleichung 

üqX^  -\-  aiX"^  -\-  a^x  ~\-  a^  =  0 
ist 

Ai  =  2  (al  —  3  tfo  Mä) 
A.^  z=  2(re,/  —  3«i«;j)i 
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und  in  der  Reilie 

1,  ^1,  A^,  1 
kommen  also  zwei  Zeichen  Wechsel  vor,  wenn  von  den  beiden 
Grössen  A^,  A^  eine  oder  auch  beide  negativ  sind,  und  in  diesen 
Fällen  hat  also  die  Gleichung  zwei  imaginäre  Wurzeln. 
Sind  aber  Ai  und  A^  positiv,  so  ist  die  Entscheidung  aus  diesem 
Satze  allein  nicht  zu  treffen;  es  ist  dann  nöthig,  noch  die  Grrösse 

B  =  Siaii «.,  —  «1  «a 
in  Betracht  zu  ziehen  und  das  Zeichen  von 

'dB  =  A,A^~J^ 
zu  untersuchen  (§.  62). 

Im  Falle  der  bi quadratischen  Gleichungen  hat  man  die  drei 
Ausdrücke  zu  betrachten: 

Ai  =  3  «f  —  8  Oö  Oj, 
An  =  ia^  —  9  «1  »3, 
Ai  =^  3  dj^  —  8  «ä  <^f 

Sind  die  Zeichen  der  Reihe  nach 1 ,  so  hat  man  vier 

imaginäre  Wurzeln.  Sind  die  Zeichen  alle  drei  positiv,  so  können 
vier  oder  zwei  oder  keine  imaginäre  Wurzeln  vorhanden  sein; 
in  allen  anderen  Fällen  hat  man  zwei  oder  vier  imaginäre 
Wurzeln, 

§.  102. 

Das  Jacobi'sche  Kriterium. 

Um   die    Anzahl   der   Wurzeln    abzuschätzen,    die   zwischen 
zwei  Grenzen   «,  ß   liegen,  hat  Jacob!   ein  Kriterium  aus  dem 
Oartesischcn  Lehrsatz  abgeleitet.     Wenn  nämlich 
(1)  f(x)  =  0 

die   vorgelegte  Gleichung  n'™  Grades   ist,   von    der   entschieden 

I  Grenzen 


wercl 

len  soll. 

wie  viele  Wurzeln 

sie  zwischen  den 

CC,ß 

bat,  so 

setzt  Jacobii) 

(2) 

"  =  r~". 

^    "  +  "» 

"    1+!/ 

und  bildet  nun  die  Gleichung 

^)  übsevvatiuaculae    ad   thcoriam    aequationum    algebraiearu 
neates.    Ci'elle's  Journal,  Bd.  13.    Gäsammelto  Werke,  Bd.  III. 
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(3)  (1  +  y)"  f{^Y^)  =  <p(y)  =  ^0  r  +  b,  r-'  +  -  +  ? 


-ßy\ 
-y  > 

worin   die  Z-o ,  &i  .  .  .  &n   ganze  homogene  Functiooen  n*™  Grades 
von  «  und  ß  und  lineare  Functionen   der  Coefficienten  von  f{x) 
sind.     Wenn   nun  x  von  a  bis  ß  wächst,   so   geht  y,   gleichfalls 
wachsend,   von  0  bis  co.     So   viele  Wurzeln   also  f{x)  zwischen 
K  und  /J  hat,  genau  so  viele  positive  Wurzeln  hat  fp{y). 
Es  folgt  also  aus  dem  Cartesischen  Satz: 
IX.    Die  Anzahl  der  Wurzeln  von /(a:)  zwischen  a  und 
^  ist  so  gross  oder  um  eine  gerade  Zahl   kleiner, 
wie  die  Anzahl  der  Zeichenwechse!   in   der  Reihe 
6o,  Ji,  63  .  .  .  6„. 
Während  also  hei  dem  Budan'achen  Theorem  die  Vorzeichen- 
wechsel  in   zwei  Werthreihen  abzuzählen  und   zu   vergleichen 
sind,  verlangt   das   Jacobi'sche  Kriterium    nur   die   Abzahlung 
der  Vorzeichenwechael  in  einer  Werthreihe. 

Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  auch  die  Newton'scho  Regel 
Iten,  wenn  man  die  Grössen 


B^  =  v{n  —  v)  JA  ~  {v  -\-  \)  {n  ^  V  -{-  \) &._i  1,+^ 
1  Betracht  zieht,  und  man  erhält  so  den  Satz : 

X,  Die  Anzahl  der  Wurzeln  von  f{x)  zwischen  w  und 
ß  ist  so  gross  oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner, 
wie  die  Zahl  der  Wechselfolgeu  in  der  Doppel- 
reihe 

Jo,  J„  6.   ...  i«, 
B.,  if,.  B^  ...  B„. 


Klein.'s   geometrische   Vergleichung   der   verschiedenen 
Kriterien. 

Um  die  Tragweite  der  verschiedenen  Kriterien  unter  ein- 
ander zu  vergleichen,  hat  Klein  eine  geometrische  Interpretation 
angewandt,  die  wir  jetzt  besprechen  wollen.  Wenn  man  nicht 
mit  Räumen  von  mehr  Dimensionen  operiren  und  damit  die 
geometrische  Anschauung  verlieren  will,   muss  man   sich  hierbei 
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auf  die  ersten  Fälle  beachräiikeu,  und  wir  begiimen  also  mit  den 
quadratiaclien  Gleichungen 

(1)  x^  -^r  ax  ^  b  =  0. 

Sehen  wir  a  und  6  als  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer 
Ebene  an,  so  ist  jeder  Punkt  dieser  Ebene  das  Bild  einer  und 
nur  einer  quadratischen  Gleichung,  und  umgekehrt  hat  jede 
quadratische  Gleichung  mit  reellen  Goefficienten  einen  Punkt  der 
Ebene  zum  Bilde- 

Die  Gleichung 

(2)  a^  —  ib  =  0 

stellt  eine  Parabel  dar,  auf  der  die  Bilder  der  Gleichungen  mit 
gleichen  Wurzeln  liegen.  Die  inneren  Punkte,  d,  h.  die  in  der 
Höhlung  der  Parabel  liegenden,  stellen  die  Gleichungen  mit  ima- 
ginären Wurzeln,  die  äusseren  Punkte  die  Gleichungen  mit  reellen 
Wurzeln  dar. 

Wir  bilden  nun  nach  §.  89  die  Sturm'sche  Kette 

(3)  x^  -\~  ax  -\-b,       2x  -\-  a,      a''  —  ib 

und  untersuchen  die  Zeichen  Wechsel.  Ist  x  constant  und  m,  b 
variabel,  so  ist 

x^  -\-  ax  -\-  b  =  0 
die  Gleichung  der  Parabeltangente  in  dem  Punkte 

a  =  —  2x,     b  =  x^, 
und  zwar  ist  a:^  +  '*^  +  ^  positiv  in  dem  Theil  der  Ebene,  der 
zugleich  die  Parabel  enthält. 

Durch  diese  Tangente  und  durch  die  Parabel  wird  die 
l'lbeue  in  vier  Felder  getheilt,  in  denen  in  der  Reihe  (3),  wie  in 
der  Fig.  16  (a.  f.  S,)  angedeutet  ist,  0,  1,  2  Zeichenwechsel  vor- 
kommen. 

Wenn  man  also  x  =  et  und  x  =  ß  setzt ,  so  erhält  man 
zwei  solche  Tangenten  und  eine  Eintheilung  der  Ebene  in  vier 
Felder,  worin  die  repräsentirenden  Punkte  für  solche  Gleichungen 
liegen,  die  zwischen  n  und  ß  keine,  eine  oder  zwei  Wurzeln 
haben.  In  der  Fig.  17  sind  diese  vier  Felder  durch  die  betreffen- 
den Ziffern  gekennzeichnet. 

Es  ist  der  Unterschied  zwischen  solchen  Punkten,  von  denen 
aus  keine,  eine  oder  zwei  Tangenten  an  die  Parabel  gezogen 
werden  können,  die  ihren  Berührungspunkt  zwischen  w  und  ß 
haben.  Die  Fig.  17  also  giebt  die  genaue  und  vollständige  Unter- 
scheidung der  verschiedenon  Fälle. 
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Neunter  Abschnitt 


Vergleiolieii    wir    nun   hiermit    den    Buda,n'B(Alieu    SiitK, 
habe»  wir  die  drei  Functionen /(a:), /'(a.'), /"(a;),  also 
Fig,  lö.  Fig.  17. 


(4)  x'^  -\-  a  X  -j-  b,      2x  -\~  a,       1 

in  Bezug  auf  die  Zeichen  wo  eh  sei  zu  untersuchen. 
Die  beiden  geraden  Linien 

x^  -]-  ax-\-h  =  0,       2  X  4-  «  --^^  0 
tiieileu  die  I'lbene  iu  drei  [''eldor,  in  denen  die  Reibe  (4)  die  i 
der  Fig.  18  .angedeuteten  Zeichen  Wechsel  bietet. 

Fig.  18.  Fig.  19. 


Nehmen  wir  wieder  zwei  Werthe  a;  =:^  «  ui  1  c  =  (3,  so  er- 
geben sich  sechs  Felder,  in  denen  der  Verlust  a  i  Zeicl  enwechseln 
in  der  Fig.  19  angegeben  ist.    In  den  ntt  0        11  f  ezeichneten 
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Feldern  gicbt  also  der  Verlust  an  ZeichenwecUseln  die  richtige 
Anzahl  von  Wurzeln.  In  dem  Felde  2  dagegen  ist  die  Ent- 
scheidung zwischen  zwei  und  keiner  Wurzel  nicht  getrotfen. 

Nehmen  wir  nun  das  Jacobi'sche  Kriterium  (§.102).  Danach 
müssen  wir,  um  die  Anzahl  der  zwischen  «  und  ß  gelegenen 
Wurzeln  abzuschätzen,   die  Gleichung  (1)  erst  transformiren  auf 

(«  +  ßyy  +  fl(«  +  ßy)  (1  +  */)  4-  &(1  +«/)'  =  0 
(JP  +  aß  +  b)y^  +  {2aß  +  «(«  +  ,3}  -^  2b)y 

4-(«^  +  ««  +  ^)  =  o, 

und  es  ist  nun  die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  in  den  drei 
Functionen 

ß'  +  aß  +  b 
laß  +  a(w  +  J3)  +  26 
«■  +  ««  +  4 

abzuzählen.  Der  erste  und  der  dritte  dieser  Ausdrücke  stellen, 
gleich  Null  gesetzt,  die  beiden  vorhin  betrachteten  Parabel- 
tangenten dar.  Der  mittlere,  laß  -\-  a(a  -\-  ß)  +  2i,  ver- 
schwindet für  ((  ^  —  2k,  &  =  «2  und  für  a  =^  —  1ß,b  =  ß'' 
stellt  also  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  «,  ß  dar,  und 
zwar  so,  dass  er  auf  der  Seite,  die  den  Schnittpunkt  der  beiden 
Tangenten  enthält,  negativ  wird  [in  diesem  Schnittpunkte  selbst 
ist  er  gleich  —  {ß  —  «)']- 

pj     gy  Wir  erhalten  hier  fünf  Felder  mit  keinem, 

\  einem    oder    zwei    Zeichenwechseln ,    wie    die 

W  ■!■■■-/"       ^^^-  ^"^  angiebt. 

X'ay'  Man  sieht  hieraus,   dass  diese  Figur   die 

1  j/  1  ünentschiedenheit    auf    einen    viel    kleineren 

/  0  \  Raum  beschränkt  als  die  vorige.    Von  diesem 

Gesichtspunkte  aus  erscheint  es  also  nicht 
gerechtfertigt,  wenn  Jacobi  dem  Budan-Fourier'schen  Krite- 
rium vor  dem  seinigen  so  entschieden  den  Vorzug  giebt  i). 

1)  Vgl.  F.  Klein,  Geometrieuhes  zur  Abzahlung  der  reellen  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung  in  Dyck'B  Catalog  mathematischer  Modelle 
(München  18!)2). 
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§.  Iü4. 
Bestiminung  einer  oberen  Grenze  für  clie  Wurzeln. 

Wir  haben  schon  im  dritten  Abschnitt  von  dem  Satze  Ge- 
braucli  gemacht,  dass  mau  immer  eine  positive  Zahl  finden  kann, 
die  grösser  ist  als  die  absoluten  Werthe  sämmtlicher  Wurzeln 
einer  gegebenen  Gleichung.  Es  kommt  aber  jetzt  darauf  an, 
eine  mögliehst  einfache  und  zugleich  möglichst  genaue  Bestim- 
mung einer  solchen  oberen  Grenze  zu  geben. 

Wir  betrachten  zunächst  nur  die  reellen  Wurzeln,  und  suchen 
also  eine  positive  Zahl,  die  grösser  ist  als  die  grösste  positive 
Wurzel  einer  gegebenen  Gleichung  f{x)  =  0. 

Eine  solche  Bestimmung  giebt  uns  das  Budan'sche  Theorem. 

Nehmen  wir  den  Coefficientcn  der  höchsten  Potenz  von  a.' 
in  f(x)  gleich  1  (oder  wenigstens  positiv)  an,  so  kann  man  die 
positive  Zahl  a  immer  so  gross  annehmen,  dass 

(1)  /(«),/'(«)■/"(«)■•■/'"'(«) 

alle  positiv  werden.     Dann  geht  in  der  Reihe  der  Functionen 

/(4/'«,/"W  ■•■/'"'« 

zwischen  x  ■=:  k  und  a;  ^  co  kein  Zeichenwechsel  mehr  verloren, 
und  es  kann  also  auch  nach  dem  Theorem  I  keine  Wurzel  von 
f(x)  zwischen  «  und  co   liegen. 

Will  man  aus  dem  gleichen  Satze  für  die  negativen  Wurzeln 
eine  untere  Grenze  haben,  so  nehme  man  die  positive  Zalil  ^  so 
an,  dass 

(2)  (-l)"/(-«,     (-l)"/'(-«,  ■■■/'■'(-« 

alle  positiv  werden,  dann  hat  die  Gleichung  f(x)  =  0  sicher 
keine  negative  Wurzel  unter  —  ß. 

Diese  Bestimmung  der  Grenzen  rührt  schon  von  Newton  her. 

Eine  andere  Bestimmung  einer  oberen  Grenze,  die  für  die 
Rechnung  einfacher  ist,  hat  Laguerre  angegeben  i). 

Er  benutzt  statt  der  Ableitungen /(a;), /'{a;),/"(a;)  ...  die 
Functionen /o  (a;), /i  (3:), /3{a:),  .  .  ./„_i(a!),  die  uns  schon  mebr- 

i)  Laguerre,  Nouvelles  Annales  d.  inath.,  2.  etr.,  t  XIX,  18&Ü.  Journal 
de  math.,  3.  aer.,  t.  IX,  1883. 
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fach,  besonders  in  der  Tachirnhausen-Transformatioii  gute  Dienste 
geleistet  haben. 

Wir  haben  diese  Functionen  im  §.  4  detinirt  durch 

/.W    =1 

Mx)     =x  +  a, 

/u  (x)     =  x^  +  a^x  +  a^ 

/„_,  («)  =  a;"  •  +  a,  3:->  +  a,  I—  H h  «-. 

/(i)  =/.(x)     =x'  +  a, »->  +  a, x'-'  H h  «.-.  X  +  <t„ 

und  düfür  die  Recuraionsformel  aufgestellt 
f,(x)  —  xf,-t(x)  =  o.. 
Man   bat   nun ,    wie   schon    an   der   angeführten   Stelle   ge- 
zeigt ist, 

(3)  f(x)  =  (i-.)t«—/.(«)  +  s— /,(«)  +  ■..+/„_,{«)]+/(»). 

Der  Anblick  dieser  Formel  zeigt,  dass,  wenn  «  eine  Zahl 
ist,  die  die  Functionen 

(4)  /,  (»),  /,  H  /,  («)...  /.^,  («),  /(«) 

positiv  macht,  kein  positives  x  grosser  als  «  existiren  kann,  was 
fix)  zu  Null  macht,  da  dann  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  lauter 
positive  Glieder  stehen. 

Wenn  also  ein  positives  «  so  bestimmt  ist,  dass  die  Func- 
tionen (4)  alle  positiv  sind,  so  ist  dies  eine  obere  Grenze  für 
die  positiven  Wurzeln  von  f{x). 

Ebenso  erhält  man  eine  untere  Grenze  — 15  für  die  negativen 
Wurzeln,  wenn  man  die  positive  Grösse  ß  so  bestimmt,  dass 

(5)  /.  (-  «.  -  /.  (-  «.  /.  (-  «.  •  ■  ■  (-  !)"/(-  « 
alle  positiv  werden. 

Diese  Bestimmung  der  Grenzen  ist  zwar  in  der  Rechnung 
einfacher  zu  handhaben,  giebt  aber  doch  unter  Umständen  minder 
genaue  Grenzen  als  die  Newton'sche  Bestimmung. 

Wenn  man  nämlich  (3)  fortgesetzt  nach  x  differentiirt  und 
dann  x  ^  a  setzt,  so  erhält  man  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Grössen  (4)  alle  positiv  sind,  für  die  Derivirten  /'  {x)  f"  (x)  ... 
Ausdrücke,  die  für  x  ^^  a  aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehen. 
Wenn  also  die  Ausdrücke  (4)  positiv  sind,  so  sind  nothwendiger 
Weise  auch  die  Derivirten  (1)  alle  positiv,  während  das  Um- 
nicht  nothwendig  der  Fall  ist. 
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Um  eine  obere  Grenze  für  den  absoluten  Werth  der  ima- 
ginären Wuiiieln,  der  auch  für  den  Fall  complexer  Coefficienten 
nocb  gültig  ist,  zu  finden,  betrachten  wir  die  Function 

f{x)  =  3.-"  +  ß,  iT^l  +  «a  ^~^  +  ■■■  +  «„, 

worin  die  Coefficienten  «i,  Oj  .  .  .  «„reell  oder  imaginär  sind. 
Wir  bezeichnen  den  absoluten  Werth  einer  cornplexen  Grösse  « 
wie  früher  durch  («1  und  haben  dann,  wenn  wir  annehmen,  der 
absolute  Werth  von  x  sei  grösser  als  1, 

I «.  +  5  +■■■+  i^  I  <  I  »i  I  + 1  «>  1  +■■■+ 1  »■  I  =  "• 

Nehmen  wir  also  x  so  an,  dass  sein  absoluter  Werth  grösser 
ist   als  jede  der  beiden  Zahlen  1  und  «,  so  kann  der  Ausdruck 

»— /(ä;)  =  i  +  a. +  5+...+  ^ 

nicht  verschwinden,  da  der  absolute  Werth  von  x  grosser  ist  als 
der  absolute  Werth  der  Summe  aller  übrigen  Glieder  der  rechten 
Seite. 

Wenn  wir  also,  je  nachdem  «  grösser  oder  kleiner  als  1 
ist,  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a  oder  1  um  den  Nullpunkt  als 
Mittelpunkt  legen,  so  liegen  ausserhalb  dies 
keine  Wurzeln  von  f(x)  mehr. 


§.  105. 
Abschätzung   der  imaginären  Wurzeln. 

Wir  haben  im  §.  96  gesehen,  wie  wir  aus  der  Charakteristik 
eines  gewissen  Curvensystems  die  genaue  Anzahl  der  complexen 
Wurzeln  einer  Gleichung  bestimmen  können,  die  im  Inneren 
einer  geschlossenen  Curve  liegen.  Auch  dies  Kennzeichen  lässt 
sich  vereinfachen,  wenn  man  nicht  mehr  die  genaue  Anzahl  der 
Wurzeln,  sondern  nur  eine  obere  Grenze  für  diese  Zahl  finden 
will,  was  in  vielen  Fällen  auch  zur  genauen  Bestimmung  aus- 
reicht. 

Es  sei  also  wie  in  §.  96 
(IJ  F{x)  ^  ^{x,y)  +  i^{x,y) 

eine  reelle   oder   complexe   Function   des  complexen   Arguments 
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0  =  X  -\-  yi,  darin  seien  fp  und  jp  reelle  Functionon  tou  x  und 
!f,  und  es  werde  nun  eine  geschlossene  Curve  /  gezeichnet.  Wir 
haben  dann  den  Satz: 

XI.  Wenn  die  Curve  /  durch  die  Curve  q>  in  2m  Seg- 
mente getheilt  wird,  in  denen  (p  abwechselnd  po- 
sitiv und  negativ  ist,  so  ist  die  Zahl  der  inner- 
halb /  liegenden  Wurzeln  von  Fi^)  höchstens 
gleich  m;  und  dasselbe  gilt  auch,  wenn  /  durch 
t/i  in  2m  solcher  Segmente  getheilt  wird. 
Der  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Charakteristiken- 
satzes II,  §.  96;  denn  danach  ist 

t  =  ««(/;«',*)- ^  (/;?.*)]; 

und  wenn  nun  die  Curve  /  von  der  tp -Curve  in  2m  Punkten 
geschnitten  wird,  so  ist 

m  =  i[E(/;9,  ^■}  +  ^(/;cp,  ^)J, 
also 

k  r=  m  —  Ä(f;  q>,  tI>). 

Darin  ist  aber  nach  dem  erwähnten  Satze  k  gleich  der 
Anzahl  der  im  Inneren  von  /  liegenden  Wurzeln  von  F,  und 
A(f;  ip,  t)  ist  eine  jedenfalls  nicht  negative  Zahl.  Ganz  ebenso 
kann  man  mit  der  Formel 


verfahren. 


--^[E(f;i>,q>)-  Ä(f;i!j,q>)\ 


§.  106. 

Das  Theorem   von   Rolle. 

Wenn  die  Gleichung  f(ß.-)  =^  0  zwei  reelle  Wurzeln  «  und 
ß  hat,  von  denen  die  erste  eine  «-fache,  die  zweite  eine  J-fache 
ist,  so  Itönnen  wir 

(1)  f(x}=(x-a)-(x^flff,(x) 

setzen. 

Ist  nun  a  <  ß  und  liegt  zwischen  «  und  ß  keine  Wurzel 
von  /(x)  =  0,  so  wird /(a;)  und  fi(x)  in  diesem  ganzen  Inter- 
vall ein  unverändertes  Vorzeichen  haben.  Bilden  wir  von  (1)  die 
Ableitung,  so  ergiebt  sich 
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=  a(x-ß)  +  b{x-a)  +  {x-^)(,x-  «m- 

Die  rechte  Seite  dieses  Ausdruckes  wird  für  a;  =^  «  neg.itiv, 
nämlich  a(oi  ■ —  ß),  und  fäv  x  ^  ß  positiv,  nämUch  b{ß  —  «), 
und  muBS  also,  während  x  von  a  bis  ß  geht,  einmal,  oder  allge- 
meiner eine  ungerade  Anzahl  von  Malen  durch  Null  gehen.  Auf 
der  linken  Seite  von  (2)  hahen  (x  —  a)  (x  —  ß)  und  f(x)  ein 
unverändertes  Vorzeichen,  und  also  muss  f'(x)  eine  ungerade 
Anzahl  von  Malen  durch  Null  gehen.  Daraus  folgt  das  Rolle'- 
sche  Theorem: 

XII.    Sind     K     und    ß    zwei    auf    einander    folgende 
Wurzeln   von  f(x)  =  0,    so    liegen    zwischen    « 
und  ß  (ohne   die   Grenzen   mitzurechnen)  Wur- 
zeln  von  f'{x)  =  0    in   ungerader  Anzahl,   also 
mindestens  eine. 
Wichtige  Folgerungen  ergeben  sich  hieraus  für  den  fall,  dass 
die  Gleichung /(a^)  ^=  0  nur  reelle  Wurzeln  hat.    Sind  diese 
der  Grösse  nach  geordnet  «,  ß,  y,  .  .  .,  und  ist  a  eine  «-fache,  ß 
eine  Wache,  y  eine  c-fache  etc.  Wurzel,  so  bat/'(a;)^0  in  «  eine 
(a  — ^  1)- fache,  in  ß  eine  (b  —  l)-fache,  in  y  eine  (c  —  1)- fache  Wurzel 
und   zwischen  «  und  ß,  zwischen  ß  und  y  u.  s.  i.  je  mindestens 
eine  reelle  Wurzel.    Die  Gesammtzahl  dieser  Wurzeln  ist  aber 

a-^h-\-c-\ 1  ^  «_  1, 

und  da/'(a;)  vom  (n  —  1)""  Grade  ist,  so  wird  diese  MinimalKalil 
auch  nicht  überschritten.     Daraus  folgt  der  Satz: 

XIII.  R&tf{x)  =  0  nur  reelle  Wurzeln,  so  hat  auch 
f'{x)  =  0  nur  reelle  Wuraeln,  und  von  diesen 
sind  die,  die  nicht  mit  mehrfachen  Wurzeln 
von  f{x)  zusammenfallen,  einfache  Wurzeln, 
die  von  den  Wurzeln  von/(a:)  getrennt  werden. 

Wenn  wir  dies  Theorem  wiederholt  anwenden,  so  können 
wir  es  folgendermaassen  verallgemeinern: 

XIV.  Hat  f(x')  nur  reelle  Wurzeln,  so  haben  auch 
f'(a:),f"(x),f"'(x)  ...  nur  reelle  Wurzeln.  Hat 
eine  dieser  Functionen/*'' (a;)  eine  a-fache  Wurzel 
«,  und  ist  «>  1,  so  ist  «  eine  (a-f-j')-fache  Wurzel 
vonf(x). 
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g.  106,  Theorem  von  Rolle.  §21 

Diese  Sätze  werden  wesentlich  verallgeraeinert ,  wenn  man 
eine  lineare  Transformation  darauf  anwendet  i). 

Dies  wird  leichter  ausgeführt,  wenn  man  die  homogene 
Schreibweise  anwendet,  also  unter  f{x,  y)  eine  ganze  homogene 
Function  «'™  Grades  versteht.  Bildet  man  für  einen  heliebigen 
Werth  I  :  ri  die  Polaren  dieser  Function  (§,  60); 


(3)    P,{x,^)  = 


■u{n- 


+  3 1  ij  V"  (^.  */.  y)  +  vT"  iv<  y^  y)\ 

so  bleiben  diese  Functionen  ungeändert,  wenn  man  |,  ij  und  x,  y 
gleichzeitig  durch  eine  lineare  Transformation  umformt  und  für 
/  und  seine  Ableitungen  die  entsprechenden  transformirten  Func- 
tionen setzt.  In  Bezug  auf  die  Realität  der  Wurzeln  wird  durch 
eine  reelle  lineare  Transformation  nichts  geändert.  Nun  lässt  sich 
aber,  wenn  |,  jj  reell  sind,  die  reelle  lineare  Substitution  so  be- 
stimmen, dass  die  transformirten  Werthe  |'  ^  1,  tj'  =  0  werden, 
und  dadurch  gehen,  wenn  man  noch  y  =  1  setzt,  die  Polaren 
in  die  Derivirten  der  Function  f{x)  nach  x  über  (abgesehen  von 
Zahlenfactoren). 

Daraus  folgt,  dass  in  den  Sätzen  XIII,  XIV  die  Deri- 
virten/'(ie),/"(x)  ...durch  die  Polaren  P^ix,  ^),  P^^ix^i)... 
für  ein  beliebiges,  reelles  |,  tj  ersetzt  werden  können. 

Wir  machen  hiervon  die  Anwendung  auf  die  Gleichung,  die 
man  erhält,   wenn   man   die  (m  —  2)*°  Polare  gleich  Null  setzt: 

(4)  x^f'i^,  I)  +  2a^j//"(|,  ,,)  +  y^f'in,  V)  =  0. 

Hat /(a:,  y)  =  0,  wie  wir  voraussetzen,  nur  reelle  Wurzeln, 
so  muss  auch  die  quadratische  Gleichung  (4)  reelle  Wurzeln 
haben,  d.  h.  es  muss  die  Hesse'ache  Determinante 

(5)  /"(S,8/"(i,  i)-/"(l,i)' 

für    alle    reellen  |,  tj   negativ    sein,     Sie   kann   nur   dann   ver- 
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schwinden,  wenn  (4)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  und  dies  ist  nach 
XIV  nur  dann  möglich,  wenn  /(.r,  y)  die  «**  Potenz  einer  linearen 
Function  ist.  In  diesem  Falle  verschwindet  die  Determinante 
(5)  identisch.  Wenn  wir  also  von  diesem  Falle  absehen,  so  folgt, 
dass  für  eine  Gleichung  mit  nur  reellen  Wurzeln  die 
Gleichung,  die  man  durch  Nullaetzen  der  Hesse'schen 
Determinante  erhält,  nur  imaginäre  Wurzeln  hat. 

Wollen  wir  zur  inhomogenen  Darstellung  zurückkehren,   so 
können  wir  mit  Benutzung  des  Euler'schen  Satzes 

(G)  xf  {X,  X)  +  yf  {X,  3/)  =  («  -  1)/'  ix) 

a'/"  Ü/;  a;)  +  yf"  {y,  y)  =  {n^  1)/  («,) 

setzen,  und  damit  /'  (3/),  /"  {x,  y),  f"  (y,  y)  eliminiren.  Man  erhält 
80,  wenn  man  y  =:  l  setzt, 

/'  W     =  «/W  -  "/'(x) 

(?)    f"(x,,)=     (n-l)f(x)-xr(x) 

/"  (9,  »)  =  »(»-  1)/  W  -  2  («  - 1)  xf  (x)  +  x'r  (X), 
also  wenn 

(8)  (n-l)Hix,„)=  fix,  x)/"  (!/,!!)  -  f"  (x,  y)' 
gesetzt  wird: 

(9)  H(x,  ,j)  =  II(x)  =  n/(x)r(x)  -  («-  1)/'W. 
H(x)  ist  in  Bezug  auf  x  höchstens  vom  Grade  2n  —  4. 


§.  107. 

Die  Sätze  von  Laguerre  für  Gleichungen  mit  nur 
reellen   Wurzeln. 

Von  den  zuletzt  abgeleiteten  Sätzen  hat  Laguerre  eine 
Anwendung  auf  Gleichungen  mit  nur  reellen  Wurzeln  gemacht, 
die  wir  noch  kennen  lernen  wollen. 

Es  sei  f(x)  =  0  eine  Gleichung  w*™  Grades  mit  n  reellen 
Wurzeln  w,  a,,  <Xq  .  .  .,  die  wir  von  einander  vorschieden  vor- 


ist X   eine   veränderliche   Grösse,   so   haben   wir   die   schon 
mehrfach  angewandte  Formel  [§.  14,  (11)]: 
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\X  —  aj         f(x) 


(3) 


(1) 

worin  sich  das  Summeiizeichen  S  auf  die  verschiedenen  Wurzeln 
«,  «1,  «j  .  .  .  bezieht.  Wenn  wir  hiervon  nochmals  die  Ableitung 
nach  X  bilden,  so  folgt 

'■  ^  (X-  ay  f{xy 

und  wenn  wir  auf  der  rechten  Seite  die  Function  H  [§.  106,  (9)j 

eiuführen, 

s     ^     =  /'(^)^  -  mx) 

{x  —  «)*  nf(xy 

Wendet  man  auf  diese  Formel  eine  lineare  Transformation 
an,  bei  der  dem  Werth  a;  ^  oo  ein  beliebiger  anderer  reeller 
Werth  der  neuen  Veränderlichen  entspricht,  so  erhält  man  eine 
allgemeinere  Formel,  die  wir  zunächst  ableiten  wollen.  Wir 
führen  homogene  Variable  ein,  indem  wir  x  durch  x  :  y  und  a 
durch  a  :  ß  einsetzen.    Dadurch  wird  (3) 

^  '  {xß  —  yccy  n/(x,yy 

nun  wenden  wir  eine  beliebige  lineare  Transformation  an: 

x  —  ax'-\-by',        et  =  aa" -]- iß', 

■^'  y  =  ex'  4-  äy',        ß  =  c«'  -j-dß', 

oder  aufgelöst: 

rx'  =  dx  —  by, 

ry'  =  —  ex  -j-  ay,      r  ^  ad  —  hc. 

Wenn  durch  diese  Transformation 

f(x,y)  =  tpix',y') 

wifd,  SO  wird 

rf'(x)^  dq>'{x')  -  c<p'(j/), 

und  wegen  der  Covariauteneigenschaft  der  Function  H  {§.  59) 

r^H{x,y)  =  H'(x',y'), 
wenn  H'  ebenso   aus   ^   abgeleitet  ist,  wie  II  aus  /.     Hiemach 
folgt  aus  (4): 

/7l  q  (c  «'  +  «^  ß'y  _  [d  <p'  (£')  —  c  y'  jy')]^  -^(cx'^ä  y'Y  H'  jx',  y') 
^'^^ix'ß--y'<^y  n<p{x',y'y 

In  dieser  Formel  können,  da  dies  nur  Sache  der  Bezeich- 
nung ist,  bei  x',  y',  «',  ß',  E'  die  Äccente  weggelassen  und  /  an 
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Stelle  von  tp  gesetzt  werden.  Es  bleiben  die  beiden  willltüdicben 
Grössen  e  und  d  darin. 

Setzen  wir  der  eleganteren  Bezeichnung  wegen  noch  c  =  —  rj, 
d  ^=  ^,  so  erhalten  wir  also : 

(8-)  8  ß  ^.  -"  ^  ''Y  -  tg/'  W  +  vf  m'  -i^n-m'  ii  (^^  y) 

und  in  dieser  Form  bleibt  sowohl  die  rechte  als  die  linke  Seite 
vollkommen  ungeändert,  wenn  wir  auf  die  Variablenpaare  x,  y; 
I,  jj;  «,  ß  gleichzeitig  eine  beliebige  lineare  Transformation  an- 
wenden. 

Die  Formel  (8)  ist  eine  identische;  sie  gilt  für  jede  Func- 
tion /(«,  y)  und  für  alle  Werthe  der  Variablen  x,  y,  |,  v).  Jetzt 
aber  machen  wir  die  Voraussetzung,  dass  f{x,  y)  nur  reelle 
Wurzeln  habe,  dass  also  die  «,  ß  reell  seien,  und  wir  setzen 
auch  I,  ij  und  x,  y  als  reell  voraus.  Beide  Seiten  der  Gleichung  (8) 
sind  dann  wesentlich  positiv.  Wir  bezeichnen  ihren  gemeinsamen 
Werth  durch  P,  und  bestimmen  nun  eine  Grösse  X  :  Y  durch 
die  ciuadratische  Gleichung 

oder 

(9)  *  =  (Xy  -  Yxf  P  -  (X^  -  Y^y  =.  0. 

Diese  Gleichung  hat  zwei  reelle  Wurzeln,  die  mau  aus 
Xn  -  Y^  =  ±VF{Xy  —  Yx) 
erhält.    Ueber  die  Lage  der  Wurzeln   dieser  Gleichung   können 
wir  aber  Folgendes  aussagen: 

Setzen  wir  X  ^=  x,   Y  =  y,  so  wird  ^  negativ. 

Setzen  wir  aber  X  =  a,  Y  ^  ß,  wenn  «  :  ß  irgend  eine 
ißv  Wurzeln  von  y  =;  0  ist,  so  ist 


\Xy  —  Tx)  \xß^ya}' 


\Xy- 

also  gleich  einem  Gliede  der  Summe 
/Iß 


Ki^y 


und  daher  kleiner  als  P.    Daraus  folgt,  dass  $  iär  X  :  Y  ^^  a  :  ß 
positiv  ist. 

Wenn  wir  nun  die  Werthe  der  sämmtlichen  «  :  ß  und  x  :  y, 
der  Grösse  nach  cyklisch  geordnet,  etwa  auf  einem  Kreise  an- 
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ordnen,  und  den  Werth  X  :  Y  durch  einen  variablen  Punkt  dieses 
Kreises  darstellen,  und  die  betreffenden  Punkte  mit  m^  x,  X 
bezeichnen,  so  geht  ©  durch  Null,  wenn  X  von  x  aus  nach  vor- 
wärts oder  nach  rückwärts  bis  zu  den  nächst  gelegenen  Punkten, 
die  wir  mit  Uy  und  «j  bezeichnen  wollen,  geht.  Sind  also  Xj,  X^ 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (9),  so  haben  wir  folgende  Anordnung 
auf  dem  Kreise 
(10)  «„  Xi,  X,  Xs,  K,, 

und  (Xi,  X,)  stellt  ein  Intervall  dar,  in  dem  zwar  der 
beliebig  gewählte  Punkt  x,  aber  kein  Wurzelpunkt  der 
Gleichung /=  0  liegt.  X^  und  X<j  sind  also  den  beiden 
nächst  gelegenen  Wurzeln  «j,  «j  näher  als  der  Ausgangs- 
werth  X. 

Dies  gilt,  welche  Lage  auch  der  zweite  willkürliche  Punkt  | 
haben  mag,  Es  werden  davon  zwar  die  Punkte  Xi,  X^  abhängig 
sein ;  immer  aber  werden  sie  in  dem  Intervall  («„  3;)  und  (x,  a^) 
liegen. 

Es  entsteht  nun  die  Frage:  wie  ist  der  Punkt  |  zu  wählen, 
damit  X,  möglichst  nahe  an  «,  oder  Xj  möglichst  nahe  an  «, 
liege,  oder  vielmehr,  da  es  auf  die  Kenntniss  von  |  selbst  nicht 
ankommt,  welches  ist  der  möglichst  nahe  bei  w^  gelegene  Punkt 
Xi  und  der  möglichst  nahe  bei  Mj  gelegene  Punkt  X^f 

Denken  wir  uns  den  Punkt  X  gegeben,  so  ist  (9)  eine 
quadratische  Gleichung  für  den  Punkt  |;  zu  jeder  Lage  von  X 
gehören  also  zwei  Lagen  von  |.  Aber  nur  solche  Werthe  von 
X,  oder  X^  sind  in  (10)  zulässig,  für  die  diese  quadratische 
Gleichung  reelle  Wurzeln  ergiebt.  Also  nur  solche  Werthe  von 
Xi  und  Xa  können  vorkommen,  bei  denen  die  Discriminante  von 
(9)  in  Bezug  auf  |  positiv  ist,  und  wir  erhalten  die  Grenzlagen 
von  Xi  und  Xä,  wenn  wir  die  Discriminante  von  (9)  gleich 
Null  setzen.     Die  Coefficienten  von  ^=,  2|jj,  jj^  in  (9)  sind   abei- 

np  ^     -^  ' 

fMrM±jal^xg^  Ysy  +  XY 

und  die  Discriminante  erhält  man,  wenn  man  von  dem  Quadrat 
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des  mittleren  das  Product  der  beiden  äusseren  abzieht,  nämlich, 
mit  Benutzung  der  Relation  xf  {x)  -\-  y  f  (y)  =  nf: 

und  man  erhält  also  die  Grenzwerthe  von  X :  Y  aus  der  Gleichung 
(11)     [Z/'W  +  TfW  +  (»-!)  (X»  -  Yx)'H  =  0, 
die  in  Bezug  auf  S  ;  Y  quadratisch  ist. 

Da  H  negativ  ist,  hat  diese  Gleichung  zwei  reelle  Wurzeln, 
die  man  aus 


(12)  Xf(.)+Yf(„)=±{X,j^Yx)V[l-niH 
findet. 

Diese  Formel  umiasst  mehrere  besondere  Resultate,  die  man 
erliält,  wenn  man  die  homogene  Form  verlässt. 

Nehmen  wir  zunächst  1/  ^=  0,  also  x  :  y  unendlich  und 
setzen  Y  =^  1,  eo  ergeben  sich  zwei  Werthe  X-^,  X^,  zwischen 
denen  die  Gesammtheit  aller  Wurzeln  von  f(x)  enthalten  sind. 
Setzen  wir 

f{x,  y)  =  Of,  X"-  -\-  «1  x^'  p  -\-  a.,  x"-^y^  -\ , 

so  wird 

(13)  H  =  [2na^a^  —  (w  — l)o/]a:^"-*, 
und  man  erhält  diese  beiden  Werthe  aus 


(14)  w  «0  X  ^  —  «1  ±  V  (n  —  1  )*  ßj'  —  2n{n  —  1)  «,,  «j. 

Läset  man  x  :  y  unbestimmt,  kehrt  aber  zur  inhomogenen 
Form  zurück,  indem  man  y  =  1,  Y^  l  setzt  und  die  Formeln 
(7)  und  (9)  des  §.  106  anwendet,  so  erhalt  man  aus  (12) 

(15)  x~X=  "/W 


Vw  ±  V(«- 1)'/(^)' -  «(«-i)/(i)/"(i)' 

und  diese  Werthe  haben  folgende  Bedeutung! 

Liegt  X  zwischen  zwei  Wurzeln  «i,  «j  von  f{x),  so  liegt  von 
den  beiden  durch  (15)  dargestellten  Werthen  von  X  der  eine 
näher  an  Mj,  der  andere  näher  an  w^,  aber  beide  noch  innerhalb 
des  Intervalles  (ce„  a^). 

Ist  aber  x  grösser  als  die  grösste,  oder  kleiner  als  die 
kleinste  Wurzel  von  f(x),  so  liegen  die  sämmtlichen  Wurzeln 
zwischen  den  beiden  Werthen  von  X,  während  x  ausserhalb  liegt. 
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Liegt  X  nahe  an  einer  Wurzel,  so  giebt  einer  der  beiden  Werthe 
von  X  einen  noch  genaueren  Werth  dieser  Wurzel. 


Ebenso  wie  durch  X^,  X^  ein  Intervall  bestimmt  ist,  in  dem 
gar  keine  Wurzel  der  Gleichung  liegt,  ao  kann  man  auch  ein 
Intervall  bestimmen,  in  dem  gewiss  Wurzeln  liegen.  Auch  hierbei 
geht  man  am  besten  von  der  homogenen  Form  aus  und  benutzt 
die  lineare  Transformation. 

Sei  also  wie  vorher  f{x,  y)  eine  Form  w'™  Grades  mit  kuter 
reellen  Wurzeln;  und  seien  ferner  a:  :  y,  |  :  ij,  |'  :  ij'  drei  reelle 
Werthe,  von  denen  zwei  willkürlich  sind,  und  von  denen  der 
dritte  durch  die  Relation 

(ifi^        [i/'f^)  +  nfm  [r/'(^)  +  n'rm 

von  den  beiden  anderen  abhängt.  Die  Gleichung  {16J  bleibt 
ungeändert,  wenn  wir  die  drei  Grössenpaare  x,  y;  |,  r/;  |',  i)' 
gleichzeitig  derselben  linearen  Transformation  unterwerfen.  Daher 
können  alle  Schlüsse,  die  wir  aus  einer  speciellen  Form  dieser 
Gleichung  ziehen,  verallgemeinert  werden.  Die  lineare  Substitution 
lässt  sich  so  bestimmen,  dass  für  die  neuen  Variablen  y  =  0, 
1^0  wird;  dann  orgiebt  (16)  für  |',  tj'  die  Gleichung 

«1  (n  «(,  I'  +  ßi  5?')  =  [2  K  flfl  ßg  —  (ra  —  1)  «f  ]  l', 
oder  also,  wenn  man  a^  =  1,  rj'  =  1  annimmt, 
_  _  fflj'  —  2  «s 

Es  ist  aber,  wenn  wir,  wie  oben,  mit  m  die  Wurzeln  von/ 
bezeichnen 

ßf  -  2%  =  S(cc%    «1  =  —  S(«); 
also  wird 

S(«>) 
5  "   S(«)- 
Dafür  lässt  sich  auch  setzen: 

«[»{«-  I')]  =  0. 
und  daraus   ergiebt  sich,   da   alle  «  reell  sein  soHen,   dass   die 
Producte   a(w  —  g')   weder   alle   positiv   noch    alle  negativ   sein 
können,  oder  mit  anderen  Worten,  es  muss  ein  Theil  der  Wurzeln 
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zwischen  0  und  |',  ein  anderer  Theil  ausserhalb  dieses  Intervalles 
liegen. 

Daraus  folgt  nun  durch  Anwendung  der  linearen  Trans- 
formation allgemein,  dass  auf  dem  Kreise,  der  die  Punkte 
«,  X,  ^,  I'  trägt,  wenn  |,  |'  durch  (16)  verknüpft  sind,  in 
jedem  der  beiden  Theile,  in  die  der  Kreis  durch  ^  und 
I'  getheilt  wird,  wenigstens  eine  der  Wurzeln  «  liegt. 
Der  Punkt  x  und  einer  der  Punkte  g,  g'  sind  mltkürlich;  der 
dritte  Punkt  ist  durch  (16)  bestimmt. 

Wir  wollen  insbesondere  die  Annahme  machen,  dass  der 
Punkt  I'  mit  einem  der  beiden  durch  die  Gleichung  (12)  be- 
stimmten Punkte  X  zusammenfalle,  also  etwa 


(17)      2/ W  +  Jf(s)  +  (Xy  -  Yz)  1/(1  -~n)B  =  0 
setzen. 

Führen  wir  dies  in  (16)  ein,  indem  wir  ^',  ij'  =  X,Y  setzen 
und  dann  den  Factor  Xy  —  Yx  wegheben,  so  ergiebt  sich 


(18)  (»-1)  W(x)  +  lf  (!,)]+  ({»  -  ,»■)  V{1  -  «)if  =  0, 
wodurch  der  Punltt  J  eindeutig  bestimmt  ist. 

Gehen   wir   zur   inhomogenen   Form   über,   so   erhalten   wir 
[§.  106,  (7)  und  (9)]  aus  (17)  und  (18) 

(19)  31—  X  — '^^"^ 

f  (X)  +  (»  -  l)]/f  (X)-  -  _^  /(x)  /"  («) 

(20)  a:  -  {  = y-         'f'' 

f  W  +    yr  er  -  ,7^  fCc)  f"  W 

worin  die  Quadratwurzel  beide  Zeichen  haben  kann. 

Die   Lage   der   Punkte   lässt   sich   dann   so    charakterisiren. 
Es  giebt  wenigstens  eine  Wurzel  m,  so  dass 

(21)  I,     «,     X,    X, 

der  Grösse  nach  auf  einander  folgen,  und  so,  dass  zwischen  x 
und  X  keine  Wurzel  liegt.  Wir  können  auch  ec  so  auswählen, 
dass  zwischen  «  und  X  keine  weitere  Wurzel  liegt.  Zwischen 
a  und  I  können    aber   möglicher   Weise    noch    andere   Wurzeln 
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Lassen  wir  aber  nun  x  sich  der  Wurzel  «  annähern,  so- 
wird  X  aioh  derselben  Wurzel  nähern,  und  (20)  zeigt,  dass  auch 
%  derselben  Grenze  zustrebt.  Es  folgt  also,  dass,  wenn  x  Mb- 
länglich  nahe  an  einer  Wurzel  liegt,  diese  nächste  Wurzel  in 
dem  Intervall  {|,  X)  liegt,  in  dem  keine  zweite  Wurzel  enthalten 
ist,  und  dass  dies  Intervall  sich  mehr  und  mehr  um  «  schliesst. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  (mit  Laguerre)  die  Kugelfunc- 
tionen ,  von  denen  wir  schon  früher  (§.  87)  nachgewiesen  haben, 
dass  sie  nur  reelle  Wurzeln  haben,  die  alle  zwischen  — 1  und 
-|- 1  hegen.    Die  Function 


P.W  - 


1.3...(2»-1)  / 
1.2...»         \ 


2(2»- 


hsit  flie  Eigenschaft,  rlass 

p,(i)  =  i,    p;(i)  = 

p:(i)  =  .I0i_-::1H» 


,,(« 


1) 

2 


ist.  Man  beweist  dies  leicht  durch  vollständige  Induction,  indem 
man  in  den  ersten  lallen  n  ^=  2,  3  .  .  .  die  Formeln  direct 
nachweist,  und  dann  aus  der  Recursionsformel 

{X—x'i-)  F'Ax)  ^  nxV^ix)  —  nT^-'^ix)  =  0 

durch  zweimalige  Ableitung  die  Richtigkeit  für  den  Index  n  nach- 
weist, falls  sie  für  den  Index  n  —  1  vorausgesetzt  wird. 

Wenn  wir  dann  in  (19)  und  (20)  x  =  1  setzen,  so  erhalten 
wir  zwei  Grenzen,  zwischen  denen  die  der  1  am  nächsten  kom- 
mende Wurzel  liegt,  nämlich 

2 


„  +  !   +   («- 


1) 


V- 


n{n  -\-  \) 


>+i  + 


V^ 


+  11 


z.  B,  ergiebt  sich 

S  =  0,949G7  .  . 
I  =  0,84952  .  . 
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Die  genaueren  Werthe  der  beiden  der  1  am  nächsten  liegen- 
den Wurzeln,  die  wir  der  Vergleichung  wegen  anführen,  sind 
nach  der  Berechnung  von  Gauss  (Gauss  Werke,  Bd.  KI,  S.  195): 
0,94911  .  .  .;        0,74153  .  .  . 

Es  liegt  also  hier  nur  eine  Wurzel  zwischen  X  und  ^,  und 
X  zeigt  erst  in  der  vierten  Decimale  den  üeberschuss  über  den 
Werth  dieser  Wurzel. 
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Genäherte  Berechnung  der  Wurzeln. 


Interpolation.     Regula  falsi. 

Mit  der  Abgrenzung  der  Intervalle,  in  denen  nur  je  eine 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  liegt,  ist  die  Möglichkeit 
gegeben,  die  reellen  Wurzeln  mit  beliebiger  Genauigkeit  nume- 
risch zu  berechnen,  indem  man  das  Intervall  mehr  und  mehr 
einengt,  z.  B.  fortgesetzt  halbirt.  Theilt  man  ein  Intervall  von 
der  Grösse  1  fortgesetzt  in  zehn  Theile,  so  liefert  jeder  neue 
Schritt  eine  weitere  Decimalstelle. 

Wenn  einmal  erst  eine  Wurzel  von  allen  übrigen  abgesondert 
ist,  so  hat  man  bei  der  weiteren  Einengung  des  Intervalles  immer 
nur  das  Vorzeichen  der  Function  /(a^)  selbst  zu  berücksichtigen. 
Die  dazu  nöthigen  Rechnungen  können  sehr  erleichtert  werden 
durch  die  Anwendung  der  Interpolationsformel,  die  wir  im  ersten 
Abschnitt  kennen  gelernt  haben. 

Wir  haben  nämlich  in  §.  10,  (7)  eine  Formel  hergeleitet,  nach 
der  man  eine  Function  n*™  Grades,  die  wir  jetzt  mit  (p(^)  be- 
zeichnen wollen,  bestimmen  kann,  wenn  n  -\-  l  auf  einander 
folgende  Werthe  9>(0),  rp{l)  ...  fp{n)  gegeben  sind.  Diese" 
Formel  ist,  wenn 

„,s,  __  I B  -  1) . . .  a  -  V  + 1) 

(1)  -"■  ""  1.2.3.... 

^s    =  f(l  +  i)-<p(l), 
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J-.         =  ^.^-,     —  A-. 

(2)  .' '    - 

gesetzt  wii'd, 

(3)  fp{i)=if  (0)  +  J, B[^)  +  z/; B«=)  H h ^l"-^'* SSf . 

Der   Werth   der   Formel    liegt   darin,    dass    die    Reihe    der 

Differenzen  ^n,  ^'q,  ^'ä  .  ■  .  in  vielen  Fällen  so  rascli  abnehmende 
Zahlenwerthe  bietet,  dass  man  sich  mit  einigen  der  ersten  Glieder 
der  Reibe  {$)  begnügen  kann. 

Ist  nun  f{x)  di(3  zu  untersuchende  Function  und  (a,  ß)  das 
Intervall,  in  dem  eine  der  gesvichten  Wurzeln  liegt,  so  setzen 
wir,  indem  wir  unter  m  irgend  eine  geeignete  ganze  Zahl  ver- 
stehen, 

m  ' 

und  wenn  wir  also 


Man  könnte  ebensogut  auch  von  dem  anderen  Endpunkt  ß 
des  Intervalles  ausgehen,  und  müsste  dann  in  ('^) 

X  =  ß  —  Si 
setzen.     Man  würde  dann  erhalten 

^.  -  f(x  -ö)-  fix) 


Wenn  man  die  Gleichung 

als  Gleichung  einer  Curve  in  einem  rechtwinkbgen  Coordinaten- 
system  x,  y  deutet,  so  lassen  sich  die  Verhältnisse  geometrisch 
veranschaulichen. 

Wenn  man  z.  B.  die  Gleichung  (4)  auf  das  Intervall  von  «  bis 
(k  -|-  S)  anwendet  und  sich  mit  der  Berücksichtigung  der  ersten 
Differenz  begnügt,   so  heisst  das  in  der  Sprache  der  Geometrie, 
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dass  man  den  zwischen  den  lieiden  Uurvenpunkten  a,  f{a)  und 
«  -j~  ä,  /(a  +  ö)  verlaufenden  Curvenbogen  dnreh  die  Sehne 
ersetzt.  Berücksichtigt  man  auch  die  zweite  Differenz,  so  wird 
der  durch  die  drei  auf  einander  folgenden  Punkte  mit  den 
Abscissen  a,  a  -\-  8,  a  -\-  18  gehende  Curvenbogen  durch  den 
Bogen  einer  Parabel  ersetzt,  die  durch  dieselben  Punkte  geht 
und  deren  Axe  der  Ordinatenaxe  parallel  ist;  und  diese  Parabel 
■wild  sich  der  Curve  noch  enger  anschliessen  als  die  Sehne.  Je 
kleiner  das  Intervall  S  ist,  um  so  weniger  werden  die  höheren 
Differenzen  von  Einfluss  sein. 

Wie  weit  man  also  bei  der  Annäherung  zu  gehen  hat,  das 
hängt  nicht  nur  von  der  Genauigkeit  ab,  mit  der  man /(a;)  zu 
kennen  wünscht,  sondern  wesenthch  auch  von  der  Dichtigkeit 
der  Werthe  «,  «  +  Ä,  a  -f-  2  ä  .  .  .,  für  die  die  Function  bekannt 
ist.  Auf  diesen  Sätzen  beruht  die  Einrichtung  unseiei  Tabellen- 
werke, besonders  der  Logarithmentafeln.  Es  handelt  sich  dabei 
freilich  nicht  um  ganze  rationale  Functionen;  allem  bei  den 
stetigen  Functionen  überhaupt  gelten  hier  dieselben  (resetze 
Man  findet  in  den  Tafeln  daher  auch  neben  den  Weithtn 
/(«),  /(«  -\-  öj,  /(c4  +  2  5)  ...  die  Werthe  der  eisten  oder  der 
beiden  ersten  Differenzen  angegeben.  Bei  den  gehiauchhchen 
siebenstelligen  Tafeln  genügt  die  erste  Differenz.  In  dei  zehn 
stelligeu  Tafel  „Thesaurus  logarithmorura"  von  Vega  bind  luch 
die  zweiten  Differenzen  angegeben  und  müssen  bei  ganz  srhaifen 
Rechnungen  berücksichtigt  werden. 

Unsere  Interpolationsformeln  lassen  sich  mit  Nutzen  an- 
wenden, um  die  Wurzeln  der  Gleichungen  zu  berechnen,  oder, 
genauer  ausgedrückt,  die  auf  anderem  Wege  gefundenen  Nähe- 
rungswertlie  zu  verbessern. 

Wir  können  die  Aufgabe  so  formuliren,  dass  zu  einem  ge- 
gebenen, zwischen  /(w)  und  /(«  -|-  S)  gelegenen  Werth  von  f{x) 
der  zugehörige  Werth  von  x  gefunden  worden  soll. 

Wir  betrachten  a;  =  «  als  einen  ersten  N  aber ungs werth. 
Setzen  wir  nun 

/(«)-/(«)  =  4 

so    ist    z/    ein    gegebener    Werth   von    demselben    Zeichen    wie 
J^  ^  f{n  \  ö)  — /(«)  und  absolut  kleiner  als  ^„.    Setzen  wir 
noch  X  —  «  =^  !(,  so  giebt  die  Formel  (4) 
(0,  ..^+|«iS^  +  ... 
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Bleiben  wir  zunächst  bei  der  ersten  Differenz  stehen,  so  er- 
giubt  sich  als  erste  Correetion 


^„' 


(V 

und  wenn  wir  nun 

setzen,  so  folgt  aus  (6),  wenn  man  im  zweiten  Gliede  u'  wegläast, 

0  =  _  .'  +  — ±ji--A 

also  als  zweite  Correetion: 

(B)  .'  =  .^-1%-^ 

Die  erste  Correetion  erhält  man  dadurch,  dass  maa  den 
zwischen  a  und  a  -]-  S  verlaufenden  Curvenbogen  durch  die 
Sehne  ersetzt,  wie  oben,  die  zweite  dadurch,  dasa  man  den  Bogen 
zwischen  a,  cc  -\-  8,  et  -\-  2  S  durch  eine  Parabel  ersetzt,  die  durch 
dieselben  Punkte  geht,  die  aber  jetzt  ihre  Axe  mit  der  a:-Axe 
parallel  hat. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Gleichung 

f(x)  =  ^^-2^-2  ^  0, 
die  zwischen  1,7  und  1,8  eine  reelle  Wurzel  hat. 
Man  berechnet 
X  =  1,7,    /(ä!)  =  —  0,487,     ^a  =  0,719,     z/L  =  0,108, 
1,8,  ^  -\-  0,232,  ^  0,827, 

1,0,  =        1,059. 

Da  f(x)  ^  0  sein  soll,  so  ist 

^  =  0,487 
zu  setzen  und  die  erste  Correetion  zu  «  ^  1,7  ist  nach  (7) 

u  =  0,06773, 
die  zweite  Correetion  ergiebt  nach  (8) 
m'  =  0,01(54, 
also 

a  -\-u-i^u'  ^  1,76937. 

Der  auf  andere  Weise  berechnete  genauere  Werth  ist  1,76929 . . . 
Wir  haben  also  ein  in  den  ersten  drei  Decimalen  genaues  Re- 
sultat.   Wir  haben  aber  hier  kein  anderes  Mittel,  um  die  Genauig- 
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keit  von  vornherein  zu  schätzen,  als  die  Abnahme  der  Differennen 
/l,  J\  ^"  .  .  .  '  Ist  z/'  so  klein ,  dass  es  ausserhalb  der  Grenzen 
der  beabsichtigten  Genauigkeit  fällt,  so  giebt  die  Berücksichtigung 
der  ersten  Differenz  ein  genaues  Resultat.  Die  hier  aus  einander 
gesetzte  Vorschrift  zur  Wurzelberechnung  wird  die  Regula  falsi 
genannt 

Die  einfachste,  für  die  erste  Annäherung  geeignete,  Form 
dieser  Vorschrift  ist  die: 

Liegt  zwischen  «  und  ß  eine  Wurzel  x  der  Gleichung  f(x')  ^^  0 
und  ist  /(«)  =  — ■  a,  f(ß}  =  i,  so  ist 

ein  genäherter  Werth  von  x.  Dies  ist  nur  eine  andere  Schreib- 
weise für  die  Formel  (7). 


§.  109. 
Die  Newton'sehe  Näherungsmethode. 

Eine  Methode,  die  zur  genäherten  Berechnung  der  Wurzeln 
einer  Gleichung  meist  besser  ist  als  die  Interpolation,  rührt  von 
Newton  her  und  wurde  von  Fourier  ausgebildet  und  genauer 
untersucht. 

Die  Methode  besteht  einfach  in  Folgendem.    Es  sei 
(1)  /(x)  =  0 

die  aufzulösende  Gleichung  und  es  sei  ein  Werth  x  ^=  a  gefun- 
den, den  man  als  eine  gewisse  Annäherung  an  eine  Wurzel  be- 
trachten kann.     Wir  setzen  in  (1) 

X  ^^  a  ■-]-  h, 
und  erhalten 

(2)     /(« +  *)  =  /w  +  */'(«)  +  ^n«)  +  ■■■ 

Wenn  man  nun  h  aus  der  Gleichung  bestimmt 
(3)  /(«)  +  »/'(«)  =  ». 

was  voraussetzt,  dass  /'  (k)  von  Null  verschieden  ist.  so  wird 

/(«  +  *)  =  o-'"'W  +  ---. 

und  wird  also,  wenn  h  eine  kleine  Zahl  ist,  da  nur  das  Quadrat 
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und  höhere   Potenzen   von   h   vorkommen,   einen   kleinen  Werth 
liaben.     Es  wird  also  unter  den  geeigneten  Voraussetzungen 

TO  "'  =  '-f^) 

als  eine  bessere  Annäherung  an  den  wahren  Wertli  der  Wurzel 
zu  betrachten  sein. 

Ersetzt  man  dann  w  durch  «',  so  wird  man  in 

„,,  „ ,.     /(«') 
/■(«') 

eine  noch  bessere  Näliorung  erhalten  u.  s.  f. 

Es  bleiben  hier  aber  noch  folgende  beiden  Fragen  zu  beant- 
worten: 

1,  Unter  welchen  Voraussetzungen  ist  m'  wirkhch  ein  besserer 
Werth  als  w? 

2.  Wie  kann   man  den  Grad   der  Genauigkeit  schätzen ,  den 
man  so  erreicht? 

Diese  Fragen  hat  Fourier  beantwortet;  er  maclit  aber  dabei 
folgende  Voraussetzung: 

Es  ist  eine  Wurzel  von  f(x)  in  einem  Intervall  {«,  ß) 
eingeschlossen,  das  keine  zweite  Wurzel  enthält. 

In  dem  Intervall  («,  ß)  ist/'(ai)  von  Null  verschieden 
und/"{a;)  auch  von  Null  verschieden. 

Was  die  letztere  Voraussetzung  betrifft,  dass  /"(a;)  im  Inter- 
vall von  Null  verschieden  ist,  so  ist  sie  nur  gemacht,  um  ein- 
facher auszudrückende  Bedingungen  für  die  Anwendung  der 
Methode  zu  erhalten.  An  sich  ist  ihre  Brauchbarkeit  bei  genügen- 
der Einengung  des  Intervalles  davon  nicht  abhängig.  Wenn  aber 
/(ic)  und  f"{ä!)  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  also  nicht 
zugleich  verschwinden,  so  kann  man  die  Fourier'sche  Voraus- 
setzung durch  Einengung  des  Intervalles  immer  erfüllen,  und 
wenn  f{x)  und  f"{x)  einen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  kann 
man  diesen  zuvor  absondern  und  dann  auf  die  einzelnen  Factoren 
von  fix)  die  Näherungsmethoden  anwenden. 

Am  einfachsten  übersieht  man  die  Verhältnisse  in  der  Geo- 
metrie, wenn  man  y  ^  f(x)  als  Gleichung  einer  ebenen  Curve 
in  einem  rechtwinkligen  Ooordinaten System  deutet. 

Die  Gleichung 
(3)  !,=/(«)  +  («-«)/■(«) 

ist   die  Gleichung   der  Curventangente  in   dem   Punkte  k,  /(«) 
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und   die   Newton'eche    Näherungsmethode    kommt   also    darauf 
hinaus,  dass  man   die   Curve   in   dem  Intervall  («,  ß)  in  erster 
Annäherung  durch  die  Tangente  in  einem  der  Endpunkte  ersetzt, 
anstatt  wie  hei  der  Interpölationsmethode  durch  ihre  Sehne. 
Fig.  22. 
Fig.  21. 


Wenn  der  zweite  Differentialquotient  in  dem  Intervall  (w,  ß) 

verschwindet,  also  die  Curve  einen  Wendepunkt  hat,  so  kann  der 

Fall  eintreten,  dass  heide  Endtangenteu  aus  dem  Intervall  hin- 

ausfiihren;  dann  ist   die   Newton'sche   Methode   also   nicht  an- 

Fig.  23.  Fig,  24. 


wendbar  (Fig.  21).  Es  kann  aber  auch,  wenn  das  Intervall  («,  ß) 
schon  genügend  eingeengt  ist,  der  andere  Fall  eintreten,  dass 
beide  Tangenten  nach  inneren  Punkten  des  Intervalles  führen 
(Fig.  22).  Indessen  wird  in  diesen  Fällen  immer  die  Regula 
falsi  eine  bessere  Annäherung  geben. 

Wir  wollen  aber  jetzt  annehmen,  dass  f'{x)  ixndf"(x)  in 
dem  Intervall  (m,  ß)  nicht  verschwinden.  Dann  ändert  die  Curve 
den  Sinn  ihrer  Krümmung  nicht;  und  dann  hat  gewiss  immer 
eine  der  beiden  Endtangenten  ihren  Schnittpunkt  mit  der 
3;-Axe  im  Inneren  des  Intervalles.  Dies  trifft  sicher  zu,  wenn 
die  Taugente  in  dem  Endpunkt  des  Intervalles  genommen  wird, 
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in  dem  f{x)  und  f"{x)  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Die 
beiden  Fig.  23  und  24-  veranschaulichen  das  Verhältniss  bei  posi- 
tivem /'  {x)  und  positivem  und  negativem  /"  (x). 

Es  ist  also  im  ersten  Falle  ß\  im  zweiten  «'  ein  besserer 
Annäherun gswerth,  als  ß  und  «. 

Will  man  gleichzeitig  die  andere  Grenze  verschieben,  um 
ein  neues  engeres  Intervall  zu  bekommen,  so  kann  man  nach 
Fourier  von  dem'  anderen  Endpunkte,  also  im  Falle  der  Fig.  23 
in  a  die  zu  hß'  parallele   gerade  Linie   ziehen,  und   erhält  den 


Punkt  a'  als  unteren 

Gren?punkt  des  neu 

.n  Intervalles 

dann  im  ersten  Falle 

»■  =  „ 

f'(ß)' 

im  zweiten  Falle 

a.   =  a 

^lißl 

/'(«)' 

Fig.  25. 


und  (k',  ß')  ist  ein  engeres  Intervall,  in  dem  die  gesuchte  Wurzel  liegt. 

Es  ist  kaum  nöthig,  die  beiden 
anderen  Falle,  in  denen  /'  (x)  im  Inter- 
vall negativ  ist,  nocli  besonders  zu 
betrachten. 

Man  kann  aber  auch,  um  zwei 
neue  Grenzen  zu  erhalten,  mit  noch 
besserem  Erfolge  die  Newton'  sehe 
Methode  mit  der  Interpolationsmethode 
verbinden,  wie  die  Fig.  25  zeigt. 

Man  erhält  dann  als  die  beiden 
neuen  Grenzen: 


/(")( 


ß'  = 


Wir  fassen 
Ist 


-/(«)    '     fiß)- 

m_ 

~  f'(ß)' 

3  Resultate  in  folgendem  Satze  zusammen: 
:in   Intervall   («,  ß)   abg 


nzt,  in  dem 
f(x)  einmal, /'(a:)  und/"(a:)  gar  nicht  ihr  Zeichen 
wechseln,  und  ist  ß  der  Endpunkt  des  Inter- 
valles, in  dem /f/5)  nnd /"(/3)  dasselbe  Vorzeichen 
haben,  gleichviel,  ob/3  kleiner  oder  grösser  als 
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K  ist,  so  erhält  man  ein  engeres  Intervall  («',  ß') 
von   denselben   Eigenschaften,  wenn   man 


(4) 


V(x)-- 


setzt. 
Um   diese   Resnltate   der  geometrischen   Anschauung  analy- 
tisch zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  sei  im  Intervall /' (a:)  und 
/"  (.r)  positiv,  also  a  <  ß,  und 

/(«)<0,    /(«>0. 
Wir    beschränken    uns    auf    die    Betrachtung    dieses    einen 
Falles,   da  die   drei   anderen  genau   in   derselben  Weise  zu   be- 
handeln sind. 

Wir  bilden  die  Function 

/(W-/W 

ind  deren  erste  Derivirte 

Der  Zähler  dieses  Ausdruckes 
verschwindet  für  a  =  /3,  und  seine  Derivirte  ist 

*'W  =  -(/'-»)/"W, 

also  im  Intervall  negativ.  Daraus  folgt,  dass  ijj(x)  im  Intervall 
mit  wachsendem  a:  abnimmt  und  daher,  weil  es  für  deti  grössten 
Werth"iC  =  ^  verschwindet,  positiv  bleibt.  Folglich  ist  auch 
(p'  (x)  positiv  und  tp  (x)  wächst  im  Intervall  mit  wachsendem  x 
beständig.     Wir  haben  demnach 


■p'W  = 


(6) 


ß~0 

Setzen  wir  nun 


-  <  - 


-</'(« 


/W  (ß  -  ») 


(6) 


nd  nach  (5)  folgt,  dass  diese  Differenz  positiv  ist,  also 
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Setzt  man  dann  in  (5) 

a:  —  w'       und       x  ^  ß' 
und  beachtet,  dass 

.         ,      "  f iß) -/(")'  /'(«' 

SO  ergiebt  sich 

/M<o,  /(«>o. 

Es  ist  also  die  gesuchte  Wurzel  zwischen  w'  und  ß'  enthalten, 
und  das  Intervall  («',  ß')  ist  kleiner  als  (a,  ß). 

Setzen  wir  in  diesen  Ausdrücken  k',  ß'  an  Stelle  von  w,  ß. 
so  erhalten  wir  ein  neues,  noch  engeres  Intervall  u.  3.  f. 

Was  die  Convergenz  dieses  Verfahrens  betrifft,  so  können 
wir,  uns  darüber  folgen  der  niaassen  vergewissern.  Wir  setzen 
nach  (6): 

''     ß-'  ''"  W-«)/'(«l/(» -/(«)! 

Zähler  und  Nenner  sind  hier  durch  (ß  —  «)*  theilbar,  und 
wenn  wir  den  gemeinsamen  Factor  (ß  —  «)^  wegheben  und  ^,  »j 
für  a.  ß  setzen,   so  erhalten  wir  einen  Ausdruck  von  der  Form 

a>(j  ,)  =  MiiJi) 

*''         ft«,«!)' 
worin  j/jj  und  ip^  ganze  rationale  Functionen  der  beiden  Variablen 
I,  jj  sind. 

Ist  X  die  im  Intervall  («,  ß)  gelegene  Wurzel,  so  werden  die 
beiden    Functionen    ^,    und    1P2    nach    unseren   Voraussetzungen 
über  f(x)  nicht  gleich  Null,  wenn 
(8)  cc^^<w,    x<n<ß. 

Die  Function  0(|,  tj)  ist  für  §  z=  k,  tj  ^=  ß,  aber  auch  für 
jedes  andere  Werthpaar  in  dem  Intervall  (w,  ß),  wofür  /(|) 
negativ, /())}  positiv  ist,  kleiner  als  1,  da  jedes  solche  Intervall 
(I,  ij)  an  Stelle  von  («,  ß)  genommen  werden  könnte. 

Da  nun  0  (g,  ij)  eine  stetige  Function  der  beiden  Veränder- 
lichen g,  1)  ist,  so  lange  diese  in  dem  Bereich  (8)  bleiben,  so 
muss  in  diesem  Bereich  die  Function  S(|,  jj)  einen  Maximum- 
wertli  haben,  und  dieser  muss  kleiner  als  1  sein,  weil  ^(|,  ij) 
auch  noch  in  den  Grenzfällen  ^  ^=  x,  ij  =  x  kleiner  als  1  bleibt. 

Es  lässt  sich  also  ein  positiver  echter  Bruch  ®  angehen, 
so  (iass 
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ist,  so  lange  |,  i;  dem  Bereich  (S)  angehören.    Dann  folgt  aiis  (7) 

ß'  -  «■<(/i-«)®. 

Ebenso  folgt,  wenn  wir  auf  dieselbe  Weise  von  dem  Intervall 
(w',  ß')  zu  einem  engeren  Intervall  («",  ß")  fortschreiten, 

ß"~a"  <{ß'^u')&\ 
worin  &'  dieselbe  Bedeutung  für  w',  ß'  hat,   wie  &  für  «,  ß.     Da 
aber  «' ,  ß'  dem  Bereich  (8)   angehören ,   so   ist  0'  nicht  grösser 
als  &  und  statt  ®'  kann  auch  @  gesetzt  werden.     Es  folgt  also; 

und  so  schliessen  wir  weiter 

^w  _„(.)<  (/!_„)».. 
Die  Intervalle  nehmen  also  mindestens  so  stark  ab,  wie  die 
Glieder  einer  fallenden  geometrischen  Progression. 
Als  Beispiel  mag  die  Gleichung  dienen; 
x^  —  '2x-'  -^  2  —  0, 
die  eine  Wurzel  zwischen 

a  =  2,35       und       ß  =  2,36 
hat. 

Man  erhält  aus  den  Formeln  (4)  für 

ß'  =  2,35931  .  .  .,     «'  —  2,359298  .  .  ., 
so  dass  ein  in  der  vierten  Decimale  genauer  Wevth  der  Wurzel 

2,3593 

ist.     Für  diesen  Werth  selbst  ist,  wie   eine   genauere  Rechnung 

ergiebt,  f(x)  noch  negativ,  so  dass  er  für  «'  genommen  werden 

kann.    Der  nächste  Schritt  der  Annäherung  ergiebt 

2,359304. 


Die  Näherungsmcthodo  von  Daniel  BernouUi  und 
verwandte  Methoden. 

Die  Methode  zur  genäherten  Auflösung  einer  Gleichung,  die 
von  Daniel  BernouUi  herrührt,  beruht  darauf,  dasa,  wenn 
man  eine  Reihe  reeller  Grössen  hat,  die  Potenzen  der  grössten 
unter  ihnen  um  so  mehr  die  gleich  hohen  Potenzen  der  übrigen 
überwiegen  werden,  je  höher  die  Potenzen  sind. 
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Sind  « ,  ß,  y  .  ■  ■  beliebige  reelle  oder  coniplcxc  Grössen, 
80  jedoch,  dass  der  absolute  Werth  von  tx  grösser  ist,  als  der 
absolute  Werth  aller  übrigen,  dass  also  die  absoluten  Werthe 
der  Brüche  ß:n,  y.a  .  .  .  echte  Brüche  sind,  so  ist 

, ,  ^  '^"'  +  ^"'  +  r  -^ —  _ 

""'+(r'+(r'+-' 

und  je  grösser  m  wird,  um  so  mehr  wird  sich  dieser  Ausdruck, 
wie  die  zweite  Darstellung  zeigt,  der  Grenze  w  nähern. 

Sind  M,  ß,  y  .  .  .  die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung, 
so  ist  die  linke  Seite  von  (1)  der  Quotient  der  m'™  und  (m  —  1)'™ 
Potenzsumme,  und  wir  erhalten  also  den  Satz; 

Der  Quotient  der  »*""  und  (m  —  1)*^"  Potenz- 
summe  nähert  sich  mit  wachsendem  m  der  ab- 
solut grössten  unter  den  Wurzeln. 
Nimmt  man   m  negativ   an,   und  setzt  w  absolut   kleiner 
n]s  ß,  y  .  .  .  voraus,  so  folgt  auf  die  gleiche  Weise: 

Der    Quotient    der    —  m'™    und    — ■  (m  -j-  I)'™ 
Potenzsumme    nähert    sich    mit   wachsendem   m 
der  absolut  kleinsten  unter  den  Wurzeln. 
Da    man    die   Potenzsummen   als   symmetrische    Functionen 
durch  die  Coefficienten  berechnen  kann,  so  braucht  man  nur  ein 
hinlänglich  grosses  m  zu  nehmen,  um  einen  angenäherten  Werth 
der  absolut  grössten  und  absolut  kleinsten  Wurzel   zu   erhalten. 
Wenn    aber  unter  den  Wurzeln   der  Gleichung   solche  vor- 
kommen, die  denselben  absoluten  Werth  haben,   und  dieser  der 
grösste   oder   der   kleinste  ist,   so   ist   diese   Methode   nicht   an- 
wendbar, also  z.  B.  nicht  auf  reelle  Gleichungen,  bei  denen  ein 
Paar  imaginärer  Wurzeln  vorkommt,  das  die  reellen  an  absolutem 
Werth  übertrifft. 

Wenn  aber  die  grösste  Wurzel  zwar  einzeln  vorkommt,  aber 
die  nächstfolgende  nicht  viel  übertrifft,  so  wird  das  Verfahren 
nur  langsam  einige  Genauigkeit  geben, 

Jacobi  hat  die  Bernoulli'sche  Methode  nach  einer  Rich- 
tung ergänzt  'J. 


')  Observatiuncuiae  etc.  Werke,  Bd,  ü,  S,  280 
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Melimen  ^ 


-  x^ 


unter  deu  Wurzeln  Sj,  a^a  .  .  -  ««  solche,  deren  absolute  Wertlie 
grösser  sind,  als  die  absoluten  Werthe  der  folgenden  3:^^.1,  a^^+a 
.  ,  .  x,„  und  setzen 

Pm   =    35"'  +  ^r  +  ■  ■  ■  +  a^r 


(2) 


l>„,^> 


*  +  xr*  +  ■ 


-  a^fc 


so  werden,  wenn  wir 

(3)    {x  —  Xi)  (x  —  Xi)  ■  ■  ■  (x  —  Xi)  ^  x>'  -]~  Äyx''-^  +  ■  ■  ■  -j-  A 

setüen,  die  Coefficienten  J.i,  Ä-i  .  .  .  Ä,i  den  Gleichungen  genügen 


(4) 


Wenn  man  den  Gleichungen 
x''  -\-  A-i  x^-^  -\-  J.3  x^ 
zugesellt  und   die   A^,  Ä^  .  .  .  Aj, 
Gleichung  fc^^"  Grades 


(4)  noch  die  Gleichung 
eliminirt,  so   ergiobt   sich    die 
.  1 


1*.«+*, 


i^M+ft, 


deren  Wurzeln  ^1,  x^  ■  .  .  xt  sind.  Die  Grössen  p,n,  jpm+i  ■  ■  ■ 
können  aber  mit  um  so  grösserer  Genauigkeit  durch  die  ent- 
sprechenden   Potenzsunimen    aller    Wurzeln    ersetzt    werden,   je 


So  bekommt  man  z.  B.  für  k  =  2: 

-  l^^Pm+i  "•"       Pii-l 


X^  -\-  ^ 


Pm+lpm+i 
-  P^pm+S 


^0, 


eine  Gleichung,  die  man  anwenden  kann,  wenn  bei  einer  reellen 
Gleichung  ein  Paar  conjugirter  Wurzeln  den  absolut  grössten 
Werth  haben. 

Wenn   man   die  BernouUi'sche  Methode  auf  die  Summe 
der  negativen  Potenzen  anwendet,  so  erhält  man,  wie  schon  be- 


y  Google 


344  Zehnter  Abacliiiitt.  §-111. 

meikt  eine  Aimleiuio  an  die  ihs  lut  kloin&te  \\uizel  Mm 
kinii  ibei  durch  Veilegung  des  Aniingspunktes  jede  \^u^Zl,l 
zur  ibsolut  kleinsten  machen  wozu  fieihch  die  KenntniBa  eines 
bis  zu  einem  gewibien  (jiade  genabelten  Werthes  nothig  ist 

Eine  I  oimel    die   fu    ille  Falle   lusieicht,  hat  Fr   Meyer 
gegeben  i)     r&  seien  «^  «^  a  a    die  Wurzeln  dei  (.xleichung 

_^(f)  ^^  0  lie  leell  odei  imas^mai  sein  können  Man  suche  einen 
Punkt  p  m  dei  J.  Ebent-  so  dass  sii-h  um  p  ils  Mittelpunkt  ein 
Kreis  beschieiben  Usst  dei  nur  einen  dei  1  nnkto  %  «2  a 
enthilt    etwi  den  Punkt  c     lass  ilso  die  ibsoluten  Weithe  von 

(5)  P-—  ^'         ß—-  ^  .1  — _"i 

P  —  «i'  P    ~    K^''     '    '    '     P    —    Ctn 

echte  Brüche  sind.  Solche  Punkte  existiren  immer;  sie  müssen 
nöthigenfalls  nach  der  Sturm'schen  Methode  gefunden  werden- 
Wählt  man  ausserdem  noch  eine  beliebige  Function  <p{x),  die 
mit  f{x)  keinen  gemeinsamen  Theiler  hat,  z.  B.  <f{x)^=\  und 
bildet  die  symmetrischen  l'unctionen 

p=i  y  («1)       ,        w,  y  (oi  J        a.„  90  (w,,) 

i-fil   «     —     (i>  —  «1)"'   '^    (l>  —  «a)"'  "^  {P  —  O" 

(p  _  a,Y   ^    {p-  «,}»'  ^  ■  ■  ■  -T  (p  _  ^)« 
so  nähern  sich  diese  mit  wachsendem  »1  der  Grenze  Wi,  und  zwar 
um  so  schneller,  je  kleiner  die  absoluten  Werthe  der  Brüche  (5) 
bereits  sind. 

Die   Richtigkeit   hiervon    zeigt   sich  sofort,    wenn    man    die 
Formel  (6)  in  der  Weise  schreibt: 

«.  y  («1)  +  «5  y  («-J  {^^^")   H h  «».  v  M  (J^^) 

9>  («1)  +  y  («.)  (I E-^)""  +  ■  ■  ■  +  y  K)  (f^jy 


§■  111- 

Die  Näherungsmethode  von  Gräffe. 

Auf  einem   ähnlichen  Gedanken,   wie   die  Eernoulli'sche 
Näherung,    beruht   auch    ein   Verfahren,   das   von    Gräffe   an- 

1)  Mathematische  Annalen,  Ed.  33. 
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gegeben  und  von  Encke  weiter  ausgebildet  isfci),  und  das  sich 
besonders  zu  einer  praktischen  Durchführung  der  numerischen 
Rechnungen  eignet. 

Sind,  wie  oben,  c,  ß,  y  .  .  .  die  Wurzeln  einer  Gleichung  und 
ist  K  die  absolut  grösste  unter  ihnen,  so  dass  keine  der  anderen 
der  Wurzel  «  an  absolutem  Werth  gleichkommt,  so  hat 


(1)  1f„"  +  ß-  +  r-  +  --- 

mit  unbegrenzt  wachsendem  m  den  Werth  «  zur  Grenze;  es  ist 
sogar  die  Convergenz  gegen  a  eine  noch  bessere,  als  bei  dem 
im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Quotienten 

of  +  ß-  +  r-A 

«—  +  ß"  +  /-'  H ' 

wie  man  erkennt,  wenn  man  nach  dem  verallgemeinerten  binomi- 
schen Lehrsatz: 


\7.-  + ('-  +  /•+■"  =  «F'  +  (!)'"  +  ©" + ■  ■  ■ 

setzt. 

Die   absolut  kleinste   unter   den   Wurzeln   erhält  man   nach 
demselben  Princip  als  Grenzwertb  von 

V   «■"  ^  ß-'  ^  y«    ' 
und  wenn  p   ein  beliebiger  Werth  ist,   so   erhält   man   die   dem 
Wertb  p  am  nächsten  liegende  Wurzel  als  Grenzwerth  von 

(3)  ?+,-,         ,  ' 


I    («  -  y)-    '    (ß  -  p)' 
Wenn  man  die  Gleieliung  f{x)  durch  die  Substitution 


transibrmirt,  so  geben  die  Ausdrüclfe  (2),  {?•)  aus  dem  Ausdruck 
(1)  hervor,  auf  den  wir  uns  daher  jetzt  beschränken  wollen. 
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Wendet  miin  die  Formel  (1)  auf  eine  reelle  Gleichung  an, 
so  ist  w'"  -|-  ß"^  -\-  y"^  -|^  .  .  .  eine  reelle  Zahl;  und  wenn  die 
absolut  grijsste  Wurzel  «  reell  ist,  so  ist  auch  die  m*^  Wurzel 
reell  zu  nehmen.  Ist  aber  m  eine  gerade  Zahl,  so  inuss  man, 
um  über  das  Vorzeichen  zu  entscheiden,  noch  wissen,  ob  «  positiv 
oder  uegativ  ist.  Nöthigenfalls  wird  darüber  durch  Einsetzen 
des  gefundenen  Näherun gswerthes  in  die  gegebene  Gleichung 
entschieden. 

Ebenso  wird  man,  wenn  man  die  Formel  (1)  auf  eine  ima- 
ginäre Gleichung  anwendet,  entscheiden  müssen,  welche  der  ver- 
schiedenen m*™  Wurzeln  die  richtige  Annäherung  gicbt. 

Die  Ausdrücke 

s..  =  «■•  +  ß"  +  r  H — 

lassen  sioli  besonders  einfach  dann  berechnen,  wenn  man  für  m 
die  auf  einander  folgenden  Potenzen  von  2,  also  »w  ^=  2, 4, 8, 16 . . . 
setzt,  und  liefern  dann  sehr  gute  Resultate. 

Es  ist  Sj  der  negative  Coefficient  der  (n  —  1)'™  Potenz  der 
Unbekannten  in  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Quadrate  der 
Wurzeln  von  f(x)  sind.  Diese  Gleichung  wird  aber  leicht  auf 
folgende  Weise  gebildet. 

Man  fasse  mf(x)  die  Glieder  mit  geraden  und  mit  ungeraden 
Potenzen  von  x  zusammen  und  setze  demnach 
f(x)=  r(x')  +  xi,lx'). 

Es  ist  dann 

/,W  =  ,p(xy^i:t(x)'=0 

die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Quadrate  der  Wurzeln  von 
/{x)  sind.  Behandelt  man  /,  (a;)  ebenso,  so  erhalt  man  eine 
Gleichung,  deren  Wurzeln  die  vierten  Potenzen  der  Wurzeln  von 
f(x)  sind  u.  s.  f. 

Die  Ausführung  dieser  Rechnung  ist  sehr  einfach  und  führt 
meist  nach  wenigen  Schritten  zu  einer  guten  Näherung, 

Wir  betrachten  einige  Beispiele. 

Zunächst  nehmen  wir  die  Gleichung 
(i)  3:3  —  2  a;  —  2  =  o, 

die  eine  reelle  positive  und  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.  Die 
reelle  Wurzel  ist  grösser  als  1,7,  und  da  das  Product  aller  drei 
Wurzeln  gleich  2  und  (1,7)=  >  2  ist,  so  ist  der  absolute  Werth 
der  beiden  imaginären  Wurzeln  kleiner  als  die  reelle  Wurzel. 
Also  ist  die  reelle  Wurzel  die   absolut  grösste  und  die  Gräffe'- 
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sehe  Nälierungsmethode  muss  auf  sie  füliren.  Man  bekommt  rinn 
die  üleiclmngen,  deren  Wurzeln  die  zweite,  vierte,  achte  ...  Potenz 
der  Gleichung  (4)  sind: 

a;3  _    ix^  -\-    ix  —    4  —  0 

a3  —    8x-i  —  16a:  —  16  =  0 

XS  —  QQx''  —   16^  =  0 

und  __ 

X  =  1^96  =  1,7692  .  .  . 
ist   bereits   ein    in    den   vier    ersten   Decimalen    genauer  Wertli. 
Der  nächste  Schritt  würde   kein  anderes  Resultat  ergehen  (weil 
die  erste  Potenz  der  Unbekannten  in  der  letzten  Gleichung  fehlt) ; 
aber  der  darauf  folgende  ergiebt  den  in  der  sechsten  Deciraale 

genauen  Werth 

BS  

X  —  1/85ÖH2960  =  1,769293  .  .  . 

Wir  wollen  noch  ein  zweites  Beispiel  einer  Gleichung  fünften 
Grades  betrachten,  das  Gelegenheit  bietet,  mehrere  der  Sätze 
des  vorigen  Paragraphen  anzuwenden.  Das  Beispiel  ist,  wie  die 
früheren,  der  Theorie  der  complexen  Multiplication  der  ellip- 
tischen Functionen  entnommen.  Es  ist  die  Gleichung  fünften 
Grades 

(5)  a:ä  —  a:3  —  2  «2  —  2  iC  —  1  =  0. 

Wir   leiten   daraus   die   Gleichung   ab,    deren    Wurzeln    die 
Quadrate  der  Wurzeln  von  (5)  sind,  indem  wir  in 
(a:5  —  x^—'ixy  —  (2x-^  -p  1)^  =  0 
x'^  durch  X  ersetzen.     Dies  giebt 

(6)  x^—  2x*  —  3x^—  l  —  0, 

und  wenn  wir  dasselbe  Verfahren  zunächst  noch  zweimal  an- 
wenden, so  erhalten  wir  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die 
vierten  und  achten  Potenzen  der  Wurzeln  von  (5)  sind: 

(7)  a;-'  —  lQx>  -{-  Qx'^  —  ix^  —  1  =  0, 

(8)  x^  —  82xi  -\-  x^  —  S6x^  —  8a:  —  1  =  0. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  eignet  sieh  zur  Discussion. 
Sie  hat  nach  dem  Cartesischen  Lehrsatz  (§.  101)  wenigstens  eine 
positive  Wurzel. 

Wenn  wir  für  die  Gleichung  (8)  die  in  dem  Newton'schen 
Kriterium  (§.  101)  vorkommenden  Functionen 
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1,     i  al  ^  10  ati  a^,     Ga^^  —  12  a^a^ 

bilden,  so  erhalten  wir  die  Vorzeichen 

+   H \ + 

und  (8)  hat  also  nach  §.  101,  Lehrsatz  VIII  vier  imaginäre 
Wurzeln.  Die  positive  Wurzel  ist  jedenfalls  grösser  als  1,  da  die 
linke  Seite  von  (8)  für  3:  =  0  und  x  ^=  1  negativ  ist. 

Um  nun  zu   entscheiden,  welche  der  Wurzeln   den   grössten 

absoluten  Werth  hat,   wollen  wir  in  (8)  x  =  l  :  s   setzen   und 

dann  nach  §.  96,  97  untersuchen,  wie  viele  Wurzeln  im  Inneren 

des  Einheitakreises  in  der  0-Ebene  liegen.     Setzen  wir  also  in 

^5  J^  Qgi  _l_  36^3  _  ^a  _^  82«  —  1 

£•  =^  cos*  -|-  isin#.  so  erhalten  wir  den  reellen  und  imaginären 

Theil: 

q)  =  cos  5  *  -|-  8  cos  4  •&  +  36  cos  3  fl-  —  cos  2  ö'  -)-  82  cos  0—1 

1^  =  sin  5  S-  +  8  sin  4  ^  4-  36  sin  3  *  ■—  sin  2  *  +  82  sin  &. 

Ea  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  ip  positiv  ist,  wenn  0  <,  9  <  n 
und  folglich  negativ,  wenn  0  >  ff  >  ~  w,  dass  also  der  Einheits- 
kreis in  zwei  Segmente  getheilt  ist,  in  denen  ^  entgegengesetzte 
Vorzeichen  hat.  Daraus  folgt  nach  §.  96,  dass  im  Inneren  des 
Kreises  nur  eine  Wurzel  liegen  kann,  und  dies  ist  die  reelle 
Wurzel,  während  die  imaginären  Wurzeln  ausserhalb  liegen.  Es 
folgt  dann  daraus  fdr  die  Gleichung  (8),  dass  die  reelle  Wurzel 
den  grössten  absoluten  Werth  hat,  und  dass  also  dieser  durcli 
die  Gräffe'ache  Methode  gefunden  wird. 

Um  nun  diese  Eigenschaft  der  Function  ip  nachzuweisen, 
setzen  wir  2cosö"  =  |,  und  wenden  die  goniometrischen  For- 
meln an: 

1) 


sin5»  = 

sin»«. 

-31' 

ain4fl-  = 

sin  9(1» 

-20 

sinS^  = 

sin»(S> 

-1) 

sin2»  = 

sinal. 

dl  srlialton  wir 

Dadi 

ü.  =sin*[r  +  ^^81+  33)  -^(47-  17|)], 
man  sofort  sieht,  dass  der  Factor  von  sin  ff  positiv  bleibt, 
lange  |  zwischen  —  2  und  -|-  2  liegt. 


y  Google 


§.  112.  Cubische  Gleichungen.  |!49 

Die   Uleichung   (8)   giebt    nun   selbst  schon   einen    ziemlich 
guten  Näherungswei-th  für  die  reelle  Wurzel 
X  ='^'^  =  1,73471. 
Ein  genauerer  Werth,  den  man  erhält,  wenn  man  noch  zwei 
Schritte  weiter  geht,  ist   1,73469,  der  in  der   fünften  Decimale 
noch  richtig  ist. 

Eine  Ein  Schliessung  der  gesuchten  Wurzel  in  zwei  Grenzen 
giebt  diese  Methode  nicht.  Das  Kennzeichen,  ob  ein  genügender 
Grad  von  Genauigkeit  erreicht  ist,  besteht  darin,  dasa,  wenn  s,„ 
i  auf  einander  folgende,  zur  Berechnung  benutzte  Potenz- 
1  der  Wurzeln  sind,  diese  sich  mit  genügender  Genauigkeit 
verhalten,  wie  die  ji'=  zur  (t'""  Potenz  einer  Grösse,  oder  daas 
annähernd 

ft  logs,,'  —  ft'logs^  =  0 

ist.  Man  muss  aber  diese  Pi-üfnng  bei  mehreren  auf  einander 
folgenden  Gliedern  vornehmen,  da  in  besonderen  Fällen  diese 
llelation  scheinbar  erfüllt  stiin  kann  und  bei  der  späteren  Rech- 
nung wieder  aufhört. 


Trigonometrische   Auflösung   cnbisoher 
Gleichungen, 

Wir  besprechen  nun  noch  einige  auf  Gleichungen  von 
speciellen  Formen  anwendbare  Methoden  der  numerischen  Auf- 
lösung. Das  Ziel  dieser  Methoden  ist,  die  allgemein  verbreiteten 
Tafeln  der  trigonometrischen  Functionen  und  der  Logarithmen 
für  die  Auflösung  von  Gleichungen  nutzbar  zu  machen.  Wir 
wenden  uns  zunächst  zur  Betrachtung  der  cubischen  Gleichungen, 
die  wir  immer  in  der  reducirten  Form 

(1)  x'^  +  ax  -^h  =  0 

annehmen,  worin  u  und  b  reelle  Zahlen  sind.  Da  die  Ver- 
tauachung  von  x  mit  —  x  gleichbedeutend  ist  mit  der  Ver- 
tauschung von  b  mit  — ^&,  so  können  wir  uns  auf  die  Annahme 
beschränken,  dass  b  negativ  sei,  und  es  bleiben  dann  noch  drei 
verschiedene  Fälle  zu  betrachten.  Wir  setzen  b  =  —  g  und,  je 
nachdem  u  positiv  oder  negativ  ist,  a  ^=  +  e.     Dann  haben  wir 
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a)    x''  -\-  ex  —  g  ^^  0 

c)    x^~ —  esc  —  g  =1  0,  ^'^   ± 

Die  GrenzfäUe,  dass  eine  dor  Grössen  e,  ^,  'le"  —  27  ^^  ver- 
schwindet, sohliessen  wir  aus. 

Um  die  Cardanische  Formel  anzuwenden  (§.  35),  setzen  wir 

(2)  S  =  T±I?' 

wo  das  obere  Zeichen  im  Falle  a),  das  untere  in  den  Fällen  b) 
und  c)  gilt.  In  den  Fallen  a)  und  b)  ist  nur  eine  Wurzel  reell, 
in  dem  Falle  c)  (dem  Casus  irreducibilis)  sind  alle  drei  Wurzeln 
reell.     Die  Cardanische  Formel  giebt 

(3)  ^  _,  yi +1/5  +  yi  -  VÄ 

Wir  verfahren  nun  so  in  den  drei  Fallen: 
a)    Wir  fuhren  einen  Winkel  9'  ein,  den  wir  zwischen  0"  und 
90"  wählen  können,  durch  die  Gleichung: 

W  I  =  VS  "'s»' 

also 

und  wenn  wir  noch  einen  Winlccl  cp  aus 
(6)  tg^  =  lgy- 

bestimmen,  so  ergiebt  sich 
(6)  x  =  2  y^  cotg  2  q9. 

Die  Winkel  ö',  9  und  zuletzt  x  findet  man  aus  den  logarith- 
misch  trigonometrischen  Tafeln  nach   den  Formeln  (4),  (5),  (6). 
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Um  die  imaginären  Wurzeln  zu  erhalten,  ersetzt  man  tgtp 
durch  ptgqp,  wenn  q  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  be- 
deutete 

b)  Im  zweiten  Falle  bestimmen  wir  den  Winkel  &,  gleichfalls 
im  ersten  Quadranten,  aus 

m 


2    ^   K  27  siii,'^ 
(8)  tg,  =  tggj", 


(9) 


'-m 


3  sin  2  ^ 

c)    Im   letzten   Falle   endlich,   wo   drei   reelle  Wurzeln   vor- 
handen sind,  setzen  wir 

(10)  f  =  \/'i; »»» 

yü  =  !y|i  sin» 

X  =  1/|-  (f  cos  »  +  i  sin  i  +  fäüW^^n^i^ini), 

üdei'  nach  dem  Moivre'schen  Satze: 

(U)  a;  =  2  yi  cos  I  ». 

Nimmt  man  ^  wieder  im  ersten  Quadranten,  so  erhält  man 
für  die  beiden  anderen  gleichfalls  reellen  Wurzeln 


^Vi"»^^  -^Vi^ 


3 

Alle   diese   Formeln  sind    für   die  logarithmische  Reebnung 
eingerichtet. 
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§.  113. 

Die  Gauss  -ii^lii    \I(?thode  der  Auflösung  trinomisclior 
Gloicliungen. 

Gauss  liit  eine  Methode  angegeben  um  die  Wuizeln  einer 
Gleichung  dio  nui  drei  Glieler  erthalt  in  eint i  hei  Weise 
numeris<.h  autzulosen  Solehe  Gleichungen  kommen  hiuhg  vor 
und  umlaasen  als  bpecialfälle  alle  quadiatischen  und  die  ledu- 
cirten  cubischen  Gleichungen. 

Es  ^nd  zunächst  von  einei  solchen  Gleichung,  deien  allge- 
meine Form 

(1)  a!"  +  » -\- aX"^ -\-h  =  Q 

ist,  nur  die  positive  Wurzel,  wenn  sie  existirt,  gesucht.   Die  etwaige 
negative  ergiebt  sich,  wenn  man  x  durch  —  x  ersetzt. 

Nach  den  Vorzeichen  von  a,  b  hat  man  drei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, da,  wenn  beide  Vorzeichen  positiv  sind,  keine  positive 
Wurzel  vorhanden  ist.  Wir  betrachten  also,  indem  wir  mit  e 
und  g  positive  Zahlen  bezeichnen,  die  drei  Falle: 

a)  a^+«  -j-  ex'^  —  y  =  0, 

b)  ^  +  "  —  eX""  —  ff  =  0- 

c)  a^  +  «  —  ex'"  -\-  g  =z  Q. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  haben  wir  nach  dem  Cartesi- 
schen  Lehrsatz  je  eine  positive  Wurzel,  im  dritten  können  zwei 
oder  keine  positive  Wurzel  vorhanden  sein. 

Wir  setzen  nun  mit  Gauss 


und  suchen  die  drei  Gleichungen  a),  b),  c)  durch  passende  Sub- 
stitutionen auf  die  Form : 

sin^®  -|-  cos^0  ^  1 
Kuriickzufiihreii.     Wir  setzen: 

-       ;=   COS  &'.       A    =   ^„„,    ,   -„, 

(2)     b)    gx-'"-"  =  sm0%    ea^-"  ^  cos®ä,  >■  =  ^^^,-;„-+,„, 

c)     —           —  sin  0^    '^-^  r=  cos  0^  k  =  sin  0^«.  p^s  ©a». 
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Die  letzte  Gleichung  ergiebt  die  Untersclieidung  der  beiden 
Fälle,  in  denen  die  Gleichung  c)  zwei  oder  keine  positive 
Wurzel  hat. 

Man  erhält  nämlich  für  das  Maximum  von  sin  0^™  cos  0'^'' 
nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung 


(>»  +  »)-+■■' 

das  für  tg&^  =  m  :  n  erreicht  wird.  Wenn  also  k  unter  dieser 
Grenze  liegt,  so  haben  wir  in  c)  zwei  reelle  Wurzeln,  sonst 
keine.  In  den  Formeln  (2)  ist  A  eine  gegebene  Grösse,  und  man 
hat  nun  aus  den  Tafeln  den  Winkel  @  zu  suchen,  der  diesen 
Gleichungen  genügt.  Wenn  man  noch  gar  keine  Kenntniss  über 
die  unge:Shre  Lage  dieses  Winkels  hat,  so  ist  es  zweckmässig, 
für  die  erste  Annäherung  eine  etwa  von  Grad  zu  Grad  fort- 
schreitende, auf  zwei  Decimalen  abgekürzte  Tafel  zu  benutzen, 
um  den  so  gefundenen    Werth  mit  Hülfe  genauerer  Tafeln  zu 


Gauss  benutzt  nicht  die  trigonometrischen  Tafeln,  sondern 
die  von  ihm  zuerst  eingeführten  Additions-  und  Subtractions- 
Logarithmen.  Wir  wollen  dies  an  einem  der  Fälle  in  der  Kürze 
zeigen.  Die  Einzelheiten  für  die  praktische  Anwendung  der 
Methode  sind  in  der  Gauss'schen  Abhandlung  zu  suchen'). 

Die  Tafeln  der  Additions-  und  Subtractions-Logarithmen, 
wie  sie  zuerst  von  Gauss  eingeführt  und  berechnet  sind,  und 
wie  sie  sich  Jetzt  auch  in  den  gebräuchlichen  Tabellenwerken 
finden,  geben  7,u  drei  Zahlen,  die  grösser  als  1  sind: 

ß,     &  =  1  -I-  1,     c  =  i  J^a, 

die  lirigg' sehen  Logarithmen: 

A,  c,   a 

Ist  0  ein  Winlcel  im  ersten  Octanten,  so  kann  man 
setzen : 

--  cotg@'-,      b  =  ■ ^,     c  =  ^-F^TT,     0  <  0  <  4r.", 

cos  &^  am  ©2 

weiten  Octanten  liegt: 


')  Beitrage  Kiir  Theorie  der  algelirai seilen  Gleii:liunp;eu , 
Inng  (1849).    Ganss  Werlw,  lad.  III,  S.  85. 
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Wir   wollen    flies   auf  den   Fall  b)   anweiidon;   dabei   ist   zu 
unterscheiden,   ob  A  kleiner  oder  grösser  als  2'"  ist,  weil  davon 
abhängt,  ob  &  im  ersten  oder   zweiten  Octanteii  liegt.    Es  sind 
also  wieder  zwei  Fälle  zu  unterscheiden; 
ix)     ?.<  2«*, 
&-"  c«  6'"+" 


i^) 


ß)    l>  2"', 


b« 


.^"■1"  =  ob,      x"  =  ec,      x"'  ^= 

Tm  Falle  a)  würde  man  also 
(ß)  log  A  =  mB  —  nA 

setzen  und  danach  aus  der  Tafel  die  zusammengehörigen  Werthe 
von  A  und  S  aufsuchen.    Hat  man  diese  gefunden,  so  ergiebt  sich 

(7)  mlogx  =  A-\-  \(3%ff  —  löge. 

Um    den    Gebrauch    dieser   Formeln    an    einem   Beispiel   zai 
erläutern,  wollen  wir  die  Gleichung  betrachten: 

-ca  —  2.«  —  2  =  0, 
also  e  ^=  y  =  2,  m  =  1,  n  ^  2,  ^  ^=  s  setzen.     Die  Forme!  (G) 
gieht  also 

(8)  2A  —  B  =  0,3010500 
und  (7) 

(9)  log«  =  A. 

Um   den   ersten  Näherungswerth   von  A  zu   ünden,   benutzt 
man  einen  kleinen  Auszug  aus  der  Tafel: 
=  0,       B  ^  0,301 


Ka  ersieht  sich 

A 
A 

A 
da 

1 

=  0,1,    B  =  0,254 
=  0,2,    B  =  0,212 
=  0,3,    B  =  0,170 
■aus : 

2  A  -  -B        Fehl 

1- 

0 
0 

2 
3 

0,188         1  —0,1 
0,424           +0,1 

13 

23 
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Man  kann  hierauf  die  Interpolationsmethode  anwenden,  um 
einen  genaueren  Werth  von  A  zu  erhalten,  indem  man  den 
Gesammtfehler  von  0,236  nach  Verhältniss  der  Theilfehler  auf 
beide  Werthe  von  A  vertheilt,  also 

^  =  "'^  +  oiiii  "■"■'  =  "'2"  ■  •  • 

setzt. 

Mit    Hülfe    einer    siehenstelligen    Tafel    von    Zach    erhält 


I 


If  \     2A  —  B     ]  Fehler 


0,247  '  0,1948581  !  0,2991419  ;  —  0,0018881 


0,248 


0,1944969    I     0,3015031     \    -\-  0,0004731 


und  durch  ahermalige  Anwendung  der  Interpolation 

A  =  0,2477996 
odre 

.r  —  1,769292. 


Berechnung   der  imaginären   Wurzeln   einer 
trinomischen  Gleichung. 

Gauss  hat  auch  für  die  Berechnung  der  imaginären  Wurzeln 
einer  trinomischen  Gleichung  ein  Verfahren  angegeben,  das  wir 
hier  noch  kurz  besprechen  wollen.  Wir  machen  die  Annahme 
reeller  Coefficienten ,  obwohl  die  Methode  auch  auf  den  allge- 
meinen Fall  anwendbar  ist.  Wir  wollen  die  Glciclmng  in  die 
Form  setzen: 

(1)  ^m  +  n  — .  ex'^  —   (/   =   0, 

brauchen  uns  aber  hier  nicht  auf  jiositive  Werthe  von  e  und  g 
zu  beschränken. 
Wir  setzen 

X  =:  re'" 

und  erhalten,  indem  wir  den  imaginären  Theil   in  (1)   iÜr   sich 

Null  setzen. 

(21  n  —       ßsinmi'J- 
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solcher  Gleiclmngen  erhalten  wir   aher  noch   zwei,  wenn  wir  (1) 
mit  .T-™  nm\  mit  x-'"-"  multipliciren.     Dies  gieht 

—  ff  sin  mö- 
(')  '-"=       In»      • 


(*) 


—  y  sin  (n  -\-  m)  •! 


und  von  diesen  drei  Oleidmngen  folgt  jede  aus  den  beiden 
anderen.  Wenn  man  r  aus  zwei  von  ihnen  eliminirt,  so  ergiebt 
sich,  wenn,  wie  oben 

gesetzt  wird, 

W^  ^  —  *-      ')    sin(n  +  »M)9»  +  "' 

Man  kann,  da  man  von  den  beiden  conjugirten  Wurzeln 
nur  die  eine  zu  berechnen  braucht,  ■9'  auf  den  ersten  Quadranten 
beschränken,  muss  aber  dann  unter  Umständen  auch  r  negativ 
annehmen. 

Wie  man  nun  aus  der  Formel  (5)  mittelst  der  trigono- 
metrischen Tafeln  den  Winkel  ■9'  und  dann  aus  einer  der  drei 
Formeln  (2),  (3),  (4)  den  zugehörigen  Werth  von  r  berechnet, 
das  wollen  wir  nun  an  dem  vorhin  betrachteten  Beispiel 

x^  —  2x  —  2  =  0 
noch  nachweisen. 

Hier  wird  die  Gleichung  (5) 
,  1^  __  sin 2 .»g sin-» 

*■  '  2   "       sin3«-s     ' 

oder 

(7)  3logsin3Ö'  —  21og8in2*  ~  logsin^^  =  0,3010300, 
woraus  zunächst  ersichtlich  ist,  dass  der  Winkel  ^  in  dem  Inter- 
vall   von    0  bis  60"   liegt.     Man   findet   zunächst  nach   wenigen 
Versuchen,   dass  ■9'  zwischen  33"  und  34*'  liegt,   und  wenn  man 
dann  für  diese  beiden  Werthe  die  Dilferenz 

(8)  3logsin3'9-  —  21ogsin2d-  —  logsinö-  —  0,3010300 
berechnet,  so  erhält  man  zunächst  auf  drei  Decimalen 

0,026,        —  0,013, 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Interpolation  der  genauere  Werth 

&  =  33"  40'. 
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Hierauf  berechnet  man  die  Differenz  (8)  mit  etwas  grösserer 
Genauigkeit,  etwa  auf  fünf  Stellen  für  einige  Winkel  in  der 
Nähe  der  Werthe  30"  40',  von  Minute  zu  Minute  fortschreitend, 
und  findet  aus  der  Vorzeichenänderung,  dass  &■  zwischen 

330  41'  und  33»  42' 
liegt.    Wenn  man  nun  für  diese  beiden  Werthe  die  Rechnung  auf 
sieben  Stellen   durchführt,  so   ergiebt  sich  wieder   durch  Inter- 
polation der  genauere  Werth 

9  ^  33"     41'     20,ö". 
Aus  den  Formeln  (3)  oder  (4)  sieht  man,   dass  liier  r  nega- 
tiv ist,  und  man   erhält  ■*■  sehr   einfach  aus  einer  dieser  Glei- 
chungen.   Man  findet  die  Brigg'schen  Logarithmen: 
log{— r)  =  0,0266148 
log  cos  fr  =  9,9201547  —  10 
log  sin*  =  9,7440458  —  10. 
Also  sind  die  beiden  imaginären  Wurzeln: 
—  0,884646  ±  0,589740  i. 
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§.  115. 

Verwandlung  r;itioiia.ler  Brüche  in  Kettcnhrüche. 

Wenn  man  eine  natürliche  Zahl  m  durch  eine  andere  n 
nach  den  gewöhnlichen  Regeln  dividirt,  ao  erhält  man  einen 
Quotienten  und  einen  Rest,  der  positiv  und  kleiner  als  der 
Divisor  n  ist.    Bedeutet  a  den  Quotienten  und  r  den  Rest,  so  ist 

(1)  m  =  an  +  r. 

Alle  Zahlen  m,  m\  m"  .  .  .,  die  denselben  Rest  geben,  heissen 
restgleich  oder  cougruent  nach  dem  Modul  n,  und  man 
drückt  dies  nach  Gauss  durch  das  Zeichen  aus: 

(2)  m  ^  m'  (mod  n). 

Eine  solche  Formel  wird  eine  Congruenz  genannt. 
Wenn  wir  also  das  System  der  Zahlen 
r  =  0,  1,  2  .  .  .  «  —  1 
betrachten,  so  ist  jede  beliebige  (positive  oder  negative)  ganze 
Zahl   m  einer   and   nur   einer    von   diesen   Zahlen   nauh   dem 
Modul  n  congruent.     Dieselbe  Eigenschaft   hat    aber  auch  jedes 
System  von  Zahlen 

s  =  Mo,  mn  m^  .  .  .  )»«— 1, 
die  so   ausgewählt  sind,  dass  unter  ihren  Resten   alle  Zahlen  r 
(und  jede   nur  einmal)   vorkommt.     Es   ist  dann  jede   beliebige 
Zahl  m  einer   und   nur   einer   der   Zahlen  s  nach   dem   Modul  n 
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coiigruent.  Ein  solches  Zahlensystem  wollen  wir  ein  volles 
Restsystem  für  den  Modul  n  nennen.  Ein  solches  volles 
Restsystem  bilden  z.  B.  bei  ungeradem  n  die  Zahlen 

p  „         -—  ,     __-^_-_. 1,  ö,  1,  ^  ■  .  .        2 

Die  Zahlen  r  heisaen  die  kleinsten  (oder  kleinsten  posi- 
tiven) Reste,  die  Zahlen  p  die  absolut  kleinsten  Reste. 

Um  nun  die  in  (1)  smgedeutete  Division  fortzusetzen,  wollen 
wir  m,  n,  r  durch  m,  m^,  m.^  bezeichnen,  und  dann  wieder  den 
Quotienten  und  den  Rest  der  Division  von  nti  durch  m^  mit 
«1,  sWj  u.  8.  f.  Setzen  wir  ausserdem  noch  «o  für  n,  so  ergiebt 
sich  eine  Reihe  von  Gleichungen: 

m       =  (1,1     mi  -\~  iik 

)Wi         =  «1       Mä  -{-  Was 


die  sich  so  lange  fortsetzen  lässt,  als  keiner  der  Reste  ver- 
schwindet, d.  h.  so  lange,  als  keine  der  Divisionen  aufgeht. 
Weil  aber 

■jWi  >  m.j  >  ms  >  ■  ■  ■ 

ist,  so  muss,  da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  iiositiven  Zahlen 
giebt,  die  kleiner  als  m^  sind,  nach  einer  endlichen  Anzahl  von 
Theilungen  die  Division  aufgehen.  Wenn  m,  durch  m^j^i  theilbar 
ist,  so  ist  »h  +  i  der  grösste  gemeinschaftliche  Theilcr 
von  m  und  m^. 

Denn  m,+i  ist  dann  nach  den  Gleichungen  (3)  Theilcr  aller 
vorausgehenden  Mi,,,  und  umgekehrt  ist  jeder  gemeinsame  Theiler 
zweier  benachbarter  »(^  auch  Theiler  aller  folgenden,  also  auch 
von  nir+T 

Wenn  daher  m  und  ■«*,  ausser  1  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben  (wenn  sie   also   theilerfremd   oder  relativ   prim  sind), 
so  niues  irir^i  =  1  sein,  und  wir  können  die  Gleichungen  (3)  so 
darstellen : 
(4)  =  ((„  -^ , 
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Dies  gielit  die  Entwickeluiig  des  Bruches  m  :  «Si  oder  m  :  n 
I  einen  Kettenbrucli.     Wir  eriialten  auccessive 


(5) 


und  endlich 

(«)        ?  =  «•  +  - 


wofür  wir,  des  bequemeren  Dmekes  wegen,  auch 
m         /       in,  \      m         /  wA 

■^  =  («0,  ffl,,  «5  .  .  .  «,.-1,  mv) 
setzen. 

Hierzu  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken:  Jeder  positive 
rationale  Bruch  lässt  sich  in  die  Form  m  :  n  setzen,  so  dass  m 
und  n  relativ  prim  sind,  und  daher  können  wir  jeden  solchen 
Bruch  in  einen  Kettenbruch  von  der  Form  (6)  oder  (7)  ent- 
wickeln. Auch  für  negative  rationale  Brüche  gilt  dies,  wenn  wir 
für  die  Zahl  «o  »weh  negative  Werthe  zulassen.  Die  ai,  a^ . . .  ar-i,mr 
sind  aber  auch  dann  positive  ganze  Zahlen.  Diese  Zalden  sind 
voU](oramen  und  unzweideutig  bestimmt.  Nur  in  einer  Beziehung 
steht  uns  noch  eine  Willkür  offen. 

Es  ist  nämlich  nach  der  bis  jetzt  getroffenen  Bestimmung 
der  letzte  der  Theilnenner  rriy  grösser  als  1,  da  wir  angenommen 
haben,  dass  ntt+i  der  erste  unter  den  Resten  sein  sollte,  der 
gleich  1  ist.  Demnach  können  wir,  wenn  Uv  eine  positive  ganze 
Zahl  ist,  entweder 

m,  =  Uv-, 
oder 

setzen  und  erhalten  daher  die  zwei  Darstellungen  durch  Ketten- 
brüche : 
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(8) 


—  =  («0,  «1,  ((y  .  .  .  a,) 

=  (an,  «1,  Ha  .  .  .  a„  1). 

I.  Es  lässt  sich  also  jeder  rationale  Bruch  in  einen 
Kettenbruch  entwickeln,  rlor  na<jli  Belieben  eine 
gerade  oder  eine  urgerade  Anzahl  von  Theil- 
nennern  hat. 

Die  in  den  Formeln  (5)  vorkommenden  Zahlen 


«2       m-i       m^ 
nennen   wir  die  Schlusszahlen  des  Kettenbruclies,  die  Zahlen 
«öl  «11  «ä  ■  .  .  sollen  die  Theilnenner  heissen  (obwohl  «o  nicht 
eigentlich  als  Nenner  auftritt). 

Ersetzen  wk  m  durch  eine  nach  dem  Modul  n  congruente 
Zahl  m',  so  unterscheiden  sicli  die  beiden  Brüche  m  :  n  und 
■m'  :  n  nur  um  eine  ganze  Zahl;  die  Kettenbruchentwickelungen 
unterscheiden  sich  also  nur  in  ihren  ersten  Gliedern  a^. 


§.  116. 

Kettenbruchentwickelung  irrationaler  Zahlen. 

Wenn  x  eine  reelle  irrationale  Zahl  ist,  so  wird  es  immer 
eine  und  nur  eine  ganze  Zahl  Oq  geben,  so  dass  w  zwischen  Oo 
und  a^  ~\-  1  liegt.  ««  ist  positiv,  wenn  x  grösser  als  1  ist,  Null, 
wenn  x  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  negativ,  wenn  x 
negativ  ist.     Setzen  wir  also 


so  ist  Xi  ein  positiver  unechter  Bruch,  also  wenn  «^  die  zunächst 
unter  3:1  gelegene  ganze  Zahl  ist,  «1  positiv.     Wir  setzen 
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so  dass  Xi,  x^  .  .  .  x„   positive   uneohte   Brüche ,   «i ,   a.^  .  .  .  «„— i 
ganze  positive  Zahlen  sind. 

Nach  der  Bezeiclmung  des  vorigen  Paragraphen  ist  also  x 
gleich  dem  Kettenbruch 

(«0,   «1,   (tj   .  ,  .    «„_l,  *'„). 

Diese  Kettenbruuhentwickekmg  lasst  sich  aher,  wenn  x 
irrational  ist,  unbegrenzt  fortsetzen,  d.  b.  wir  können  n 
beliebig  gross  annehmeia.  Es  entsteht  der  folgende  aus  denL 
vorangehenden  dadurch,  dass  man 

,       1 

setzt.    Audi  liier  nennen  wir  die  ganzen  Zahlen  ((„,  ((,,  «^  .  .  .  ((„_i 
die  Theiincnner,  'x„  die  Schluaszahl. 

Die  Kettenbruchentwickelung  der  rationalen  Zahlen  ist  als 
Specialfall  darin  enthalten.  Der  Kettenbruch  kann  (nach  Satz  l.) 
höchstens  um  ein  Glied  fortgesetzt  werden,  wenn  die  Schluaszahl 
eine  ganze  Zahl  ist. 


Die  Näherungsbrüchf. 
Wenn  wir  einen  Kettenbrudi 

([)  X.  r=   (a„,  Ui,  %  .  .   .  (,!„_!,  x„), 

worin  wir  x„  als  eine  variable  Grösse  ansehen  können,  in  einen 
gewöhnlichen  Bruch  verwandeln,  so  erhalten  wir  im  Zähler  und 
im  Nenner  einen  linearen  Ausdruck  in  x„.     Es  wird  also 

worin  P„,  ^„,  P„_,,  ^„Ii  ganze  rationale  Functionen  der 
«0,  aj,  «j  .  .  .  a„-i  sind.  Dasa  dies  richtig  ist,  ergiebt  sidi  für 
die  ersten  Wcrtlie  n  =  1,  2  .  .  ,  durch  unmittelbare  liechuungi 

1              tluX,  -i-  1 
X  =  (i,,  -j =  ■ 

X,  Xx 
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Wenn  wir  die  !''oriiiel  (2)  für  n  schon  als  bewiesen  voraus- 
setzen, so  erhalten  wir,  wenn  wir 

I       1 

setzen: 

'       (ö««»   +    Ön-l)^n+l+    ^n 

Das  ist  aber  die  Formel,  die  sich  aus  (2)  durch  Ver- 
tauschung von  n  mit  n -\-  1  ergiebt,  wenn  wir  das  fol- 
gende Bildungsgesetz  für  die  P„,  §„  annehmen: 

Diese  Formehi  bestimmen  vollständig  die  P,„  Q„  für  n  =  2. 
3,  4  .  .  .,  wenn  wir  noch  die  Bestimmung  hinzufügen: 

(4J                                     -''•  =   '•  '■'-  =  »"■ 

ft  =  0,  ft  =  1. 
Die  Brüche 

I^ö       ^  ^ 

von  denen  der  erste  mit  dem  Nenner  Null  nur  formell,  der  Ueber- 
einsfcimraung  wegen,  eingeführt  ist,  heissen  die  Naherungs- 
brüche  des  Kettenbruches  (I),  F„  der  Zähler  und  Q„  der  Nenner 
des  n*™  Näherungsbruches. 

Das  Bildungsgesetz  (3)  zeigt,  dass,  wenn  die  a  ganze  Zahlen 
sind,  auch  P„  und  Q„  ganze  Zahlen  sind.  Sind  die  Theilnenner 
von  «,  au  positiv,  so  sind  die  Nenner  ^[,  ^j,  Q3  .  .  .  alle  positiv 
und  wachsen  mit  n,  und  zwar,  da  es  ganze  Zahlen  sind,  ins 
Unendliche.  Nur  in  dem  besonderen  Falle,  wo  Oj  =  1  ist,  ist 
§1  7^  §2  ^^  1  und  das  Wachsen  beginnt  erst  von  Q<f  an,  und 
wir  können  also  den  Satz  formuliren: 

II.  Sind  l^«— 1,  Q„  die  Nenner  von  zwei  auf  einander 
folgenden  Näherungsbrüchen,  so  ist 

0   ^   <?«-!  ä   Qn,       Qn=    ^   für   n   =  OD, 

wo  die  Gleichheit  mit  der  unteren  Grenze  0  nur 
bei  n  ^^  1,  mit  der  oberen  Grenze  Q^  nur  bei 
II  =  2  vorkommen  kann. 
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Die  P|,  Pjj  1\  .  .  .  sind;  weuti  «o  positiv  ist,  gleichfalls  alle 
positiv,  wenn  a^  negativ  ist,  so  sind  sie  alle  negativ,  mit  etwaiger 
.A,usnalime  von  F-t  =  a,ja,  -|-  1,  was  gleich  Null,  sein  kann. 
Die  Q„  Bind  von  a„  ganz  unabhängig.  In  welcher  Weise  die  P„ 
von  a^  abhängen,  können  wir  auf  folgende  Art  erkennen. 

Nehmen  wir  die  Zahlenreihe 

*    ^U  (hi  <*Äi  «1  -  .  . 
als  gegeben  au  und  betrachten  die  Recursionsformel 
(5)  2;+,  ^  ß„  r«  +  T„-,, 

so  ist  dadurch  T,,  vollständig  für  alle  «  bestimmt,  wenn  Ti,  und 
Ti  gegeben  sind. 

Nehmen  wir  zwei  spccielle  Fälle  Q„  und  K„,  die  durch  die 
Bedingungen 

■K(,  ^  1,     J^i  =  0 
(Jo  ^  0,      (Jj  =  1 
bestimmt  sind,   so  erliält  man   die  allgemeine  Lösung  der  Olei- 
chung  (5)  in  der  Form 

(7)  T„  =  2;  i;„  +  T,  Q^ 

und  hierin  ist  also  auch 

(8)  P.  =  n.  +  a,  q. 

enthalten.    Wenn  wir  zwei  Lösungen  von  (5)  betrachten,  T„  und_ 
S„,  also: 

so  folgt  durch  Elimination  von  ti„ 

T„+,S„  —  ^„S^+i  =3  _  (T„S„_,  —  r,._iS„), 
i)der  wenn  wir 

2'„Ä'„+,  -  S„r„x,  =  z/„ 
setzen, 
(9^  J„  =  —  z/„_i  =  z/„_2  ^  ■■■  =  (—  1)"  4,. 

Für  i;  =  fi„  und  S„  trr=  g„  ist  aber  z/^  ^  1 ,  [nach  (6)], 
also  nach  (9) 

oder,  indem  man  n  in  m  —  1   verwandelt  und  das  Zeichen  um- 
kehrt : 
(10)  -ß„  ^„-1  —  (?„  R^i  =  C-  l)"- 

Wendet  man  dies  auf  zwei  Functionen  1\  S„  an,  die  durch 

T,,  =-  i;  K„  +  i;  g„,     S„  :^  Ä„  E„  +  S,  Q„ 
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definirt  sind,  so  folgt 

r„  s„_,  —  Sn  r„_i  =  (—  1)"  er,  s^  —  i\  s,). 

also  im  Besonderen 

(11)  p.e.-, -  «.p„-,  =  (-1)". 

Dieso  Formel,  von  der  wir  noch  mannigfaclie  Anwendung 
machen  werden,  zeigt,  dass  die  Zahlen  P„,  §„  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sind,  dass  also  die  Näherungsbriiclie  F„  :  Q„  nicht  durch 
Heben  reducirt  werden  können. 

Ist  der  Kettenbruch  ein  endlicher,  ist  also  die  Schlusszahl 
a;„_i  =  «„_i  eine  ganze  Zahl,  so  setzen  wir  die  Bildung  der 
Näherungabrüche  nicht  weiter  fort  als  bis  zu 

P^   _    P«-i«„-i  +  P„-2 

und  die  Formel  (2)  zeigt,  dass  dann  also  der  letzte  Näherungs- 
brucJi  mit  dem  Werthe  des  KettcnbrucheH  überein- 
stimmt. 


§,   118. 

Liisung  unbestimmter  Gloichungou  mit  zwei 
Unbekannten, 

Die  zuletzt  gniimdenen  Formeln  führen  zur  Lösung  einer 
Aufgabe,  die  in  vielen  Anwendungen  vorkommt: 

Es  seien  m,  ß  zwei  gegebene  ganze  Zahlen 
ohne  gemeinsamen  Theiler,  es  sollen  zwei  andere 
ganze  Zahlen  gefunden  werden,  die  der  Bedingung 
genügen: 

(1)  c^y^ßx^  1. 

Diese  Aufgabe  hat,  wenn  sie  überliaupt  lösbar  ist,  unendlich 
viele  Lösungen, -"die  alle  aus  einer  von  ihnen  abgeleitet  werden 
können. 

Ist  nämlich  Xn,  yc  eine  I-ösung,  also 

(2)  my,  ^  ßx,  =  1, 
so  folgt  durch  Subtraction  von  (1)  und  (2) 

«(y  —  y«)  —  ß(x  —  j^o), 
woraus  zu  schhessen  ist,  da  k  mit  ß  lieinen  gomeinsameu  Theiler 
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hiit,  das3  X  —  x^  durch  «  theilbar  ist;  setzen  wir  rlemnacli,  indem 
wir  mit  h  eine  willkürliche  ganze  Zahl  bezeichnen, 

X  =:  x^  -\-  ha, 
ao  folgt: 

und  in  dieser  Form  sind  alle  Lösungen  von  (1)  enthalten. 

Wir  brauchen  also  nur  noch  eine  Lösung  von  (1)  7u  suchen, 
die  wir  immer  auf  folgende  Weise  erhalten.  Wir  setzen  ß  als 
positiv  voraus,  was  die  Allgemeinheit  nicht  wesentlich  beschränkt, 
da  wir  eventuell  a;  in  — x  verwandeln  können,  und  entwickeln 
nach  §.115  die  rationnlo  Z,^h!  oc  :  ß  iix  einen  Kettenbruch: 

-^  ^  (Ua,  «1,  0^  .  .  .  «„-i). 
Hiervon  bilden  wir  die  Näherungsbrtiche 
^     ^      Pü  ^      P« 

so  dass 

ß  ^   Q.' 
Da  aber  «,  ß  sowohl  als  P„,  Q„  ohne  gemeinsamen  Theiler 
sind,  und  da  ß  und  Q„  positiv  sind,  so  folgt 

» =  p.,  (j  =  «.. 

Da  nun  ferner  nach  §.117 

J.\Qn-l-    Q.K-.    =(-1)" 

ist,  so  folgt,  dass 

(3)  3;  =  (^1)"P,_„      j/  =  (-l)-e.-, 

ganze  Zahlen  sind,  die   der  Oleichung  (1)  genügen,  womit   fdso 

die  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 

Die  Rechnung  ist  bei  massig  grossen  Zahlen  ziemlich  einfach. 

Setzen  wir  z.  B.  «  =  24335,  ß  =  3588,  so  erhalten  wir  zu- 
nächst nach  §.  115  den  Kettenbruch: 
24335 


sSb^ '■"•'• '■''''''' 

r.,  2,  1, 

1,  4), 

und  die  Näherungsbrüche 

1   6   7   27   34   (51    156 

097 

2150 

3147 

0'  1'  1'   4'   5'   9'   23  ' 

l4^' 

;tl7  ■ 

dl)4  ■ 

5297   24335 

781 '   3588  ' 
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und  da  hier  n  ^  11,  also  ungerade  ist,  so  hat  man  7,u  setzen: 
X  =  —  5297,      y  —  —  T8J. 

Dies  sind  die  absolut  kleinsten  Wcrthe  von  x.  y,  die  der 
Oleichung  (1)  genügen. 

Die  kleinste  positive  Lösung  erhalt  man  daraus,  wcim  man 
«  und  ß  dazu  addirt,  also 

X  =  19038,      y  =  2807. 

Hiorauf  wird  auch  die  Lösung  der  allgemeineren  (ileiclmng 
(4J  uy  —  ßx  ^  y 

in  ganzen  Zahlen  x,  y  zurückgeführt. 

Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  (4)  überhaupt  lösbar  sein  soll, 
jeder  gemeinsame  Theiler  von  a  und  ß  aucb  Theiler  von  j-  sein 
muss.  Ein  solcher  gemeinsamer  Theiler  wird  dann  durch  Division 
weggeschafft.  Wir  nehmen  also  auch  hier  an,  dass  k  und  ß 
keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Dann  folgt  ebenso  wie 
oben,  dass  alle  Lösungen  von  (4)  aus  einer  von  ihnen,  x^,  y«,  er- 
halten werden  in  der  Form 

X  ^=  Xü  -\-ha,      y  =  Iß  -\~hß., 
worin  /*  eine  unbestimmte  ganze  Zahl  ist.    Setzt  man  dann  in  (4) 

^  ^  y^,     y  =  vn- 

und  theilt  durch  y,  so  geht  (4)  über  in 

also  in  eine  Gleichung  von  der  Form  (1). 

Die  Lösung  wird  zu  einer  völlig  bestimmten,  wenn  noch 
eine  Bedingung  gegeben  ist,  aus  der  A  bestimmt  werden  kann, 
7..  B.  die,  dass  y  zwischen  0  und  ß  liegen  soll,  mit  Einschluss 
der  einen  der  beiden  Grenzen.  Wir  wollen  dies  in  folgendem 
Lehrsatz  zusammenfassen : 

III.    Die  unbestimmte  Gleichung 
Ky  ^.ßx  =  y 
hat,  wenn  «,  ß^  y  ganze  Zahlen  und  u  und  ß  ohne 
gemeinsamen    Theiler    sind,    immer-     eine    ganz- 
zahlige Lösung  X,  y  und  nur  eine,  wenn  noch  die 
Bedingung 

0  ^  1/  <  |3, 
oder 

fXy^ß 
hinzukommt. 
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Nach  dem  oben  Bemerkten  giebt  es  aber  auch  immer 
Lösungen  der  Gleichung  (4),  wenn  y  durch  den  gröasten  gemein- 
schaftlichen Theiler  von  a.  und  j5  theilbar  ist.  Insbesondere 
können  wir  den  Satz  aussprechen:  Der  grösate  gemein- 
schaftliche Theiler  ö  zweier  Zahlen  w,  /5  lässt  sich  in 
der  Form 

w«  —  ßy  =^  8 

darstellen,  worin  x,y  ganze  Zahlen  sind. 

Das  Theorem  III  lüsst  sich  in  folgender  Weise  verallge- 
meinern : 

Sind  «i,  tt-i,  «I  .  .  ■  gegebene  ganze  Zahlen  in 
beliebiger  Anzahl,  ohne  einen  allen  gemeinsamen 
Theiler,  m  eine  beliebig  gegebene  Zahl,  so  lassen 
sich  immer  die  ganzen  Zahlen  Xi,  a^j,  a^  .  .  .  so  be- 
stimmen, dass 

(5)  m  =  «j  X,  +  «j  X'^  -\-  a.i  x,,-\ 

wird. 
Bestellt  die  rechte  Seite  von  (5)  nur  aus  zwei  Gliedern,  so 
fällt  dieser  Satz  mit  dem  Theorem  III  zusammen.  Nehmen  wir 
also  die  Möglichkeit,  eine  Formel  (5)  zu  befriedigen,  als  bewiesen 
an,  wenn  die  rechte  Seite  aus  weniger  Gliedern  besteht,  so  können 
wir,  wenn  S  der  grösate  gemeinschaftliche  Theiler  von«2'  %  ■  ■  • 
ist,  da  8  relativ  prim   zu  «,  sein  muss,  die  beiden  Gleichungen: 

S  =  KiVi-^-a^Vi  H 

durch  ganzzahiige  x,  x-^\  J/a,  J/j  ■  .  ■  befriedigen.     Dann  ist  aber 
die  Gleichung  (5)  durch 

Xi,       X^  =  xy^,       x~^  =  xy,,  .  .  . 
befriedigt. 

Das  durch  den  Satz  III  gelöste  Problem  wird  in  der  Zahlen- 
theorie auch  so  ausgedrückt:  Sind  a,  (3,  f  gegebene  Zahlen,  so 
soll  eine  Zahl  y  gefunden  werden,  dio  der  Congruenz 

«y  =  r  (mod  |Ü) 
genügt.     Diese   Aufgabe  hat  also  immer  eine  Losung,    wenn   f 
durch    den   grössten    gemeinschaftlichen   Theiler    von   «  und   ß 
theilbar  ist. 


y  Google 


ivgenn  der  NäherunKsbrüeVie. 


§.  119. 
Convergenz  der  Näherungsbrüche. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  rljiss  die  Reihe  der  Zahlen  a,,  «5,  a-j  .  .  . 
eine  unbegrenzte  sei,  und  bilden  die  Differenz  zweier  auf  einander 
folgender  Näherungabrüche : 

^  _  P^  ^  izii)l. 

Diese  Diiferenz  hat  also  bei  geradem  n  das  positive,  hei  un- 
geradem n  das  negative  Zeichen  und  nimmt,  dem  absoluten 
Werthe  nach,  mit  unendlich  wachsendem  n  unbegrenzt  ab.  Bilden 
vrir  noch  aus  (1): 


(2) 


A   ^    ^  _      (-11"        L.       (-')■" 

=  t-j:>i  (±  _  .i^\ 


80  folgt,  da  Q„—i  <  ^„  ist,  dass  diese  Differenz  bei  geradem  n 
negativ,  bei  ungeradem  n  positiv  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Reilie  der  Näherungsbrüclie  mit  ge- 
radem Index 

(31  h    E±    El... 

eine  abnehmeiide,   die   Reihe   der  Nähernngsbriiche  mit  unge- 
radem Index 

A       -P3       A 

<*>  ^'  ^'  «;"■■ 

eine  zunelimende  ist. 
Nun  ist  nach  §.117 


also 

(51  ^  -  a.  -  (-1)- 

und  da  Q„,  Q„-,,  «„  positiv  sind,  so  sind  alle  Zahlen  der  Eoilie 
(3)  grösser  als  x,  alle  Zahlen  der  Reihe  (4)  kleiner  als  x. 
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Der  Unterschied  (5)  sinkt  mit  uiiendlicli  wachsendem  n 
unter  jede  Grenze  und  ist,  da  9!«  >  «„,  also  Q„x„-\-  Q„—i>  Q„+i 
ist,  dem  absoluten  Werth  nach  kleiner  als 


und  um  so  mehr  kleiner  als  1  :  Q^. 

Die  Zahlen  der  Reihe  (3)  nähern  sich  also  abnehmend,  die 
der  Reihe  (4)  zunehmend  der  Grenze  x.  Der  Ausdruck  (6)  giebt 
ein  Maass  für  den  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  x  durch 
den  Näherungsbruch  P„  :  Q„  ersetzt. 

Die  Näherungsbriiche   sind   also   angenäherte 
Ausdrücke  von  Irrationalzahlen   durch  rationale 
Brüche. 
Dass   diese  NäherungshrUche   bei   gleichem   Grade  der   An- 
näherung an  die  Irrationalzahl  x  die  möglichst   einfachen  sind, 
das  wird  durch  folgenden  Satz  ausgedrückt: 

IV.    Ks     lässt     sich     zwischen     den     zwei     rationalen 
Brüchen 

kein    anderer    rationaler    Bruch    einschieben, 
dessen   Nenner   kleiner   als    Q^   oder   auch   nur 
gleich  Q„  ist. 
Angenommen,  es  liege  der  rationale  Bruch  M :  N  zwischen 

den  Näherungsbrüchen  F„  :  Q„   und   P„_,  :  Q„^i.     Dann  ist   die 

Differenz 


ft-ft;:; 

absolut  gros; 

ier  und  vom  selben  Vorzeichen  wie 

also 

(-)"(t-fe)>'-"-(#~fe> 

Multiplicii-t  man  beiderseits  mit  NQ^^t,   so  folgt  nach  (1) 

^>(-i)"(Äe.-,  ^«p,,-,), 

und  da  rechts  eine  positive  ganze  Zahl  steht,  die  also  mindestens 
gleich  1  ist,  so  folgt 
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Aequivalente  Zahlei 


Aoquivalente   Zahlen. 

Die  Kettenbrüche  führen  uns  auf  die  Betrachtung  einer 
besonderen  Art  von  linearen  Suhstitutionen ,  die  in  der  Algebra 
und  Zahlentheorie  überhaupt  eine  grosse  Bedeutung  haben,  und 
die  wir  etwas  näher  betrachten  wollen. 

Sind  a:  und  y  zwei  Zahlen  oder  auch  veränderliche  Grössen, 
die  in  der  Abhängigkeit  von  einander  stehen 

worin  k,  ß,  y,  ö  ganne  Zahlen  sind,  die  der  Bedingung 

(2)  aS-ßy  =  ,  =  ±l 

genügen,  so  nennen  wir  x  und  y  mit  einander  äquivalent'). 
Wir  nennen  sie  eigentlich  oder  uneigentlicli  äquivalent, 
je  nachdem  £  =  -|-  1  oder  s  =;  —  1  ist.  Diese  Beziehung  ist 
eine  gegenseitige,  denn  aus  (1)  folgt 


\->J 

-      -r'j  +  « 

Wenn 

zwe 

i  er; 

issen    mit    einer    dritten    iir 

sind,  so  sind  s 

ie  aui 

3h  mit  einander  ätiuivalent. 

Denn  ist 
(4) 

SO  folgt  aus  (1) 
(5) 

."2  +  ß" 

'J-y",  +  a'" 

wenn 
(6) 

r" 

=;: 

■:  +  Sy',    r  =  rß'  +  Sä', 

(7) 

■'«" 

-  ß": 

,'  =  {««-!?,)  («'j'-(S'r'), 

oder 

(8) 

j"  =  i ,: 

')  Vgl.  Dedekind,  Schreiben  aa  Ilerru  Borehardt.  über  die  Theorie 
der  elliptischen  Modulfunctionen.     Crelle'a  Journal,  Kd.  Ö3  (1877|. 
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Die  Substitution  (5)  heisst  aus  (1)  und  (4)  zusammeii- 
ge  setzt. 

Es  macht  sich  das  Bedürfniss  nach  einei'  abgekürzten  Be- 
zeicbniing  dieser  Substitutionen  geltend.  Da  ea  häufig  nicht  auf 
die  Variablen,  sondern  nur  auf  die  Substitutionazahlen  tx,  ß,  y,  S 
ankommt,  so  bezeichnet  man  die  ganze  Substitution  (1)  durch 
die  Substitutionszahlen  oder  auch  nur  durch  einen  einfachen 
Buchstaben 

und  schreibt  dann,  wenn  es  nÖthig  ist,  die  (ileiclmng  (1)  so: 

9  =  ''w  =  (";ä)w 

Die  Zusammensetzung  zweier  Substitutionen  bezeichnet  man 
durch  Nebeneinandersetzen  der  Zeichen,  wobei  aber  auf  die 
Reihenfolge  zu  achten  ist,  also 

oder 

(U)  SS'  =  S". 

Die  Formeln  (6)  enthalten  die  Vorschrift,  nach  der  eine 
zusammengesetzte  Substitution  zu  bilden  ist.  Man  kann  sie  aus 
der  Multiplicationsregel  der  Determinanten  ableiten,  muss  aber 
beachten,  dass  im  ersten  Factor  nach  Zeilen,  im  zweiten  nach 
Golonnen  summirt  werden  muss,  wie  eben  die  Formeln  (6)  zeigen. 

Ebenso  wie   man   zwei  Substitutionen   zusammensetzt,   kann 
man  auch  die  Zusammensetzung  von  mehreren  bilden: 
SS,S,8i  ..  . 

Bei  der  Bildung  der  siusamm engesetzten  Substitution  dürfen, 
im  Allgemeinen  wenigstens,  die  Componenten  nicht  vortauscht 
werden;  wohl  aber  kann  man  nach  Belieben  zwei  benachbarte 
zu  einer  zusammenfassen,  dann  wieder  zwei  u.  s.  f.,  d.  h.  es  gut 
zwar  nicht  das  commutative,  wohl  aber  das  associative 
Gesetz. 

Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass,  wenn  x  durch  x,,  Xj 
durch  (Ka,  x-i  durch  a:^  ausgedrückt  ist,  der  Ausdruck  von  x  durch 
X3  entweder  dadurch  gefunden  werden  kann,  dass  man  zuerst 
Xi  in  X  durch  x^  und   dann  x^   durch  ic<,  ausdrückt,  oder  dass 
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man  zuerst  x-^  durch  3:3  ausdrückt  und  dies  in  dem  Ausdruck 
von  X  durch  x^  einsetzt. 

Nach  (8)  ist  eine  zusammengesetzte  Äequivalenz  eine  eigent- 
liche oder  uneigentliche,  je  nachdem  sich  unter  den  Compo- 
nenten  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  uneigentlichen 
findet. 

Wenn  man  die  beiden  Substitutionen 

zusammensetzt,  so  erhält  man,  gleichviel  welche  von  beiden  man 
an  die  erste  Stelle  setzt, 

(")  G;?) 

Diese  Substitution  ist  nach  (1)  gleichbedeutend  mit  y  r=  x; 
sie  ändert  nichts  und  wird  die  identische  Substitution  ge- 
nannt und  wohl  auch  kurz  durch  (1)  bezeichnet.  Demnach 
nennt  man  die  beiden  Substitutionen  (12)  zu  einander  rociprok 
und  bezeichnet  sie  mit 

s,  s-\ 

oder  man  setzt 

(")        (-::r:o-(:;r. 

Durch  die  Zusammensetzung  mit  der  identischen  Substitution 
(13)  bleibt  jede  andere  Substitution  ungeändert. 

Wir  leiten   hieraus  sehr  einfach  den  Beweis  des  Satzes  ab: 
V,    Alle     rationalen     Zahlen     sind     unter     einander 
äquivalent,  und   zwar   sowohl   eigentlich   als   un- 
eigentlich. 
Sind  nämlich  m  :  n  und  m'  1  n'  zwei  rationale  Brüche  und 
m  und  n   sowohl   als  m'  und  «'  ohne   gemeinsamen   Theiler,  so 
können  wir,  wenn  e,  s'  nach  Beliehen  +  l  sind,  die  Zahlen  /i,  v 
und  jt',  v'  nach  §.  118  so  bestimmen,  dass 

mv  —  Mft  =  j,        m'v'  —  n' [i'  ^=  b' 
wird,  dass  also 

M^C'-l'),      M' =  (")'''.) 
\  n,  v/  \n,  vj 

zwei  lineare  Substitutionen  sind.     Es  ist  dann  auch 
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eine  lineare  Substitution,  und 

/m,  !i\  _  /«,  ^\  /m\  fi'\ 
\n,v)-  \y,  S)  V  n\  v'} 

woraus  folgt  i 


n  =^  ym'  -]-  An', 


7  —r  - 


was  zu 


r.     Die  Äequivalenz  ist  eine  eigentliche  oder 
eine  uneigentliche,  je  nachdem  s  =  t'  oder  4  =  —  s'  ist. 

Jede  Zahl  ist  mit  ihrer  entgegengesetzten  und  mit  ihrer  reci- 
proken  uneigentlich  äquivalent,  denn  es  ist 


§,  121. 

Entwicklung  äquivalenter  Zahlen  in  Kettenbrüchen. 

Wenn  von  zwei  äquivalenten  Zahlen  die  eine  irrational  ist, 
ao  ist  es  die  andere  auch,  und  wenn  die  eine  reell  ist,  so  ist 
es  auch  die  andere.  Wir  machen  diese  beiden  Annahmen,  setzen 
also  in 

(1)  »="f^e,     ««-(ir  =  . 

X  als  irrational  und  reell  voraus,  und  wollen  nun  untersuchen, 
wie  sich  aus  der  Kettenbruchentwickelung  von  x  die  Ketten- 
bruchentwickelung  von  y  herleiten  lässt. 

Es  sei  also  x  m  einen  Kettenbruch  mit  der  Schlusszahl  ,r„ 
entwickelt : 

(2)  X   =   (ao,  «1,  »a  .  .  .  «n-J,  ^n)i 

worin  wir  n  vorläufig  unbestimmt  lassen. 

Durch  die  Näherungabrüche  ausgedrückt,  wird 

-    "  "  ^    ''~\     P«  e«-i  -  Q.P.^i  =  (~  1)". 
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§,  121.  Aequivaleute  Zahlen. 

Wenn  wir  dies  in  (1)  substituiren,  so  folgt 

<*)    -(;;?)(«:;  £-:)«-(«:;  «::)«■ 

worin  nacli  §.  !20,  (10)  «nd  (6),  (7) 

S.  =  ^.P.  +  ß  Q.,      H^,  =  «  P._,  +  (i  «,_„ 
S,^rP.  +  SQ„       S^,  =  r  P.-i  +  ä  «,,-„ 
(6)  fl.  a„,  -  S.  R._,  =  (-  D"  e. 

Setzt  man  iS„  in  die  Fenn 

P„ 


s.=  e.(rf +  «), 


SO  ergiebt  sich,  da  sich  P„  :  Q„  dem  Werthe  x  bis  auf  jeden 
beliebigen  Grad  annähert  und  Q„  positiv  ist,  dass,  wenn  n  gross 
genug  gewählt  ist,  ySn  im  Vorzeichen  mit 

(y  +  «) 

übereinstimmt.  Da  x  irrational  ist,  so  ist  diese  Grösse  von  Null 
verschieden,  und  wir  wollen  sie  als  positiv  voraussetzen.  Wäre 
sie  negativ,  so  hätten  wir  nur  die  Vorzeichen  der  vier  Zahlen 
f^  ßf  y,  ^  gleichzeitig  zu  ändern,  wodurch  (1)  ungeändert  bleibt, 
um  sie  positiv  zu  machen. 

Es  wird  also  S„  für  hinlänglich  grosse  n  positiv  sein.  Nun 
folgt  aber  aus  (5)  mit  Rücksicht  auf  §.  117 

woraus  man  schliesst,  dass,  wenn  n  so  gross  ist,  dass  iSn—a  und 
die  folgenden  S  positiv  sind,  S«  mit  n  zugleich  wächst,  also: 

(7)  S„  >  S„_i  >  0. 

Wir  entwickeln  nun  den  rationalen  Rruch  It„  :  S„  in  einen 
endlichen  Kettenhruch 

(8)  ^  =  (S.,  *„  i,  .  .  .  4.-.), 

und  bezeichnen  den  vorletzten  Näherungsbruch  mit  R'  :  S',  so 
dass  wir  die  Relation  haben : 

(9)  E„Ä'—  S„E'  =  (-1)"*. 

Nach  dem  Satze  I  in  §.  115  können  wir  aber  m  nach  Be- 
lieben gerade  oder  ungerade  voraussetzen,  und  wir  wollen  so 
darüber  verfügen,  dass 

(-1)-  =  (-!)"« 
wird.    Ausserdem  ist,  wie  wir  aus  §.  117,  II  wissen, 
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(10)  S„   ^   6"  ä  0, 

worin  aber  das  {ileichheitszeichen  in  der  unteren  Grenze  nur  für 
m  =  1  und  in  der  oberen  Grenze  nur  für  m  ^  2  und  öj  ::^  1 , 
also  überhaupt  nur,  wenn  S„  =  1  ist,  vorkommen  kann,  und  dies 
kann  man  nach  (7)  vermeiden,  wenn  man  »  gross  genug  annimmt, 

üa  aber  nach  §.  118,111  durch   die  Bedingungen   (9),  (10) 
die   Zahlen    S',  S'  vöUig   bestimmt  sind,   und    j9„_i,  ü„_i    nach 
(6),  (7)  denselben  Bedingungen  genügen,  so  folgt 
S'  ^=  Sji— 1,       R'  ^^=  Jfji— 1- 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  weiter,  dass  der  Kettenbruch  mit 
der  Schlusszahl  ir„ 

(11)  ih,  hl,  63  .  .  .  &™_i,  ie„) 
den  Werth  hat 

E„x^  -\-  ■R„_i 

also  mit  y  übereinstimmt. 

Wenn  man  nun  x^  weiter  in   einen  Kettenbruch  entwickelt 

so  erhält  man  aus  (2)  und  (11): 

X   =:  (»D,  «1,03...  a^-l,   tni   «n+l.    «ii  1-2  ■  ■  ■) 

(/      =      (&(,,     &j,      ftg       .     .     .     b,a-li      ß«,      t[«-l-l,      «„1-3     ■     ■     ■)) 

oder  in  Worten  ausgesprochen  den  Satz: 

VI.  Die  Kettenbrucheotwickelungen  zweier  äqui- 
valenter Zahlen  stimmen  von  einem  gewissen 
Theilnenner  an  mit  einander  überein. 

Wir  können  noch  hinzufügen,  dass,  wenn  die  Aequivalenz 
eine  eigentliche  ist  (f  =^  -j-  1),  die  Zahl  der  den  übereinstimmen- 
den vorangehenden  Theilnenner  in  beiden  eine  gerade,  oder  in 
beiden  eine  ungerade  ist,  und  dasa,  wemi  die  Aequivalenz  un- 
eigentlich ist,  diese  Zahl  in  der  einen  eine  gerade,  in  der  an- 
deren eine  ungerade  ist. 

Dass  der  Satz  auch  umgekehrt  gilt,  ist  leicht  einzusehen. 
Denn  wenn  zwei  Kettenbrüche,  von  einem  gewissen  Theilnenner 
an  übereinstimmen,  so  können  sie  so  geschrieben  werden,  dass 
sie  dieselbe  Schlusszahl  haben.  Nun  ist  der  Werth  eines  Ketten- 
bruches aber  immer  äquivalent  mit  jeder  seiner  Schlusszahlen 
[§.  117,  (2)];  also  sind  auch  zwei  Kettenbrüche  mit 
gleicher  Schlusszahl  unter  einander  äquivalent. 
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Quadratisclie  Irrationalzahlen. 

Einfache  und  schöne  Gesetze  ergehen  sich,  wenn  man  die 
Kettenbruchentwickelung  auf  die  Bestimmung  der  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung  anwendet.  Die  Wurzel  einer  ganz- 
zahligen quadvatischen  Gleichung  hat  die  Form 

(1)  a  —  X  -\-  yVd, 

worin  x,  y,  d  ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahlen  sind.  Wir 
können  aber,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  d  aU 
ganze  Zahl  und  ohne  quadratischen  Theiler  voraussetzen; 
denn  wenn  ä  einen  Nenner  hat,  so  können  wir  mit  diesem 
Nenner  erweitern  und  können  die  Wurzel  aus  dem  quadratischen 
Nenner  und  aus  einem  etwaigen  quadratischen  Theiler  des 
Zählers  zu  y  rechnen;  wir  nehmen  dann  weiter  an,  dass  d  nicht 
gleich  1  ist,  da  sonst  ra  rational  wäre;  d  kann  positiv  oder 
negativ  sein,  und  davon  hängt  es  ab,  ob  o  reell  oder  imaginär  ist. 
Aendern  wir  das  Vorzeichen  der  Wurzel,  so  erhalten  wir 

(2)  a>'  ^  X  —  yVd, 

was  die   zu   oj  conjugirto  Zahl   genannt  wird.     Das  Product 
der  beiden  Zahlen  o,  a' 

cooy'  ^  x'^  —  iß  ä 
heisst  die  Norm  von  o  (oder  auch  von  ra').    Die  Norm   eines 
Productes  zweier  quadratischer  Irrationalzahlen  ist 
gleich  dem  Product  der  Normen. 

Die  Zahlen  lo  und  m'  sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung  mit 
rationalen  Coefficienten : 
(K)  to^  —  2a;ra  +  (a;^  —  j/M)  =  0. 

Um  sie  in  eine  ganzzahlige  Gleichung  zu  verwandeln, 
setzen  wir 

(4)  x'^  —  j/M  =  —  — ,      Ix  ^=  —■, 

worin  a,  b^  c  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  und 
erhalten  aus  (3) 

(5)  ca^  =  a  -\-  b(o, 

also  eine  ganzzahlige  primitive  Gleichung 
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Die  Zahlen  «,  b,  c  sind  durch  (4)  nur  his  auf  ein  gemein- 
sames Vorzeichen  bestimmt. 

Dio  Diacriminante  von  (3)  ist 
(fi)  _D  =  S3  ^-  iac  =  ic^y^d, 

und  soll  auch  die  Discriminante  der  Irrationalzahl  ra 
heissen.  D  ist  also  eine  ganze  Zahl,  die  im  Vorzeichen  mit  d 
übereinstimmt  und  die  durch  d  theilbar  ist;  denn  ist  p  ein  Prim- 
theiler  von  d,  der  also  in  d  nach  Voraussetzung  nur  einmal  auf- 
geht, so  kann  p  nicht  im  Nenner  von  2cy  aufgehen  und  muas 
also  nach  (6)  in  D  aufgehen.  Also  ist  auch  2cy  eine  ganze 
Zahl  und  der  Quotient  D  :  rf  ist  eine  Quadratzahl. 

Nach  (4)  und  (6)  lässt  sich  ©  und  o'  so  darstellen: 

m  „  -  V^  +  i       „,  _  -Vd+I 

"■  '  ^"         1c       '  20' 

oder  was  dasselbe  ist; 

2 «  ,  —2m 


<"'  "        Vn-i'        "         VD  +  h' 

wenn  das  Vorzeichen  der  Wurzel  aus 

(9)  VD  ^  2cifVd 

bestimmt  wird.  Da  eine  gerade  Quadratzahl  durch  4  theilbar 
ist,  eine  ungerade  durch  4  getheilt,  den  Rest  1  lässt,  so  ergiebt 
sich  aus  (6),  dass 

(10)  D  =  0      oder       =  1  {mod  4) 
sein  muss. 

Wir  wollen  noch  untersuchen,  wie  sich  die  Zahlen  «,  b,  c,  D 
ändern,  wenn  wir  von  a  zu  einer  äquivalenten  Zahl  Wi  über- 
gehen.   Es  sei  also 

(U)      ».=«^4  .  =  ^S1^^         .,-ßy^,. 

^     '  'yo]-\-6  —yMi-j-«! 

Aus  (5)  ergiebt  sich  für  coi  die  quadratische  Gleichung 

(12)  c,  0?;-  =  a,^h,  ö.„ 

—  «1  =z  —     ua^   -}-  bc(.ß  -\-  cß^ 

(13)  b,  =  ~  2a«r+Ä(«Ö  +  |3r)+  2c,5S, 
Ci  =  —     ay^  -]-  byd  -^^  cS'^ 

gesetzt  wird.    Aus  (13)  erhält  man  durch  Auflösung  nach  a,  b,  c: 
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a  =     aid'^    -^hißä  —  Ctß^ 

(14)  b  =  2a^y8  +  ii(«ö  +  ßy)  —  2c,«/3, 

C    =        «1  Jl2     ^    Jj  „y   Cj  «2^ 

und  ferner 

(15)  b''  +  4oc  =  b^  +  ifflic  =  D. 

Da  a,  5,  c  ohne   gemeinsamen  Theiler  sind,   so   haben   auch 

«1,  bi,  Ci  keinen  gemeinsamen  Theiler,  wie  man  aus  (14)  ersieht, 

und  «1,  Si,  C]  haben  dieselbe  Bedeutung  für  Oj,  wie  a,  b,  c  für  a. 

VII.    Man    sieht    ferner    aus    (15),    dass    bei    äquiva_- 

lenten  Zahlen  nicht  nur  die  Irrationalität  Vd, 

sondern   auch   die   Discriminante  dieselbe  ist. 

Setzt  man  _ 

Yix^yVd)  -i-  S 
und  erweitert,  um   Xi,  t/i  zu  bestimmen,   den   letzten  Bruch  mit 
■y(x  —  yVd)  -\-  ö,  so  ergiebt  sich  nach  (i)  und  (Vd) 

(17)  ^»'1  =  77'      1'=^' 

also   wenn   die  VD  ebenso  verstanden  wird  wie  in   (7)  und  (8), 

nach  (9):  _ 

(le,  „..^+iV?. 


§,  123. 
Reducirte  Zahlen  mit  negativer  Discriminante. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  sind  gieichraässig  auf  die  beiden 
Fälle  der  reellen  und  imaginären  quadratischen  Irrationalzahlen, 
also  auf  positive  und  negative  Discrirainanten  anwendbar.  Jetzt 
aber  müssen  beide  Fälle  von  einander  getrennt  werden,  und  wir 
beginnen  mit  den  negativen  Discriminanten.  Es  handelt  sich 
also  um  imaginäre  Zahlen: 
(1)  0,  ^  X  +  yYd  ^  ^-^iv, 

worin  |  und  ij  reell  sind;  es  geniigt.  von  den  beiden  conjugirten 
Zahlen  |  +  » ij,  |  —  i  5?  die  eine  zu  betrachten.  Wir  nehmen 
also  1)  positiv  an  und  setzen  folgende  Definition  fest: 
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Eino  complexe  Zahl  < 
ij  reducirt,  wenn 


'  '^  ^  -^  iv  lieisst  bei  positivem 

rechtwinklige  Coordinaten  in  einer 
durch  einen  Punkt  dieser  Ebene 
veranschaulicht,  und  die  Lage  der 
Punkte,  die  den  reduoirten  Zahlen 
entsprechen,  wird  durch  das  in  der 
Fig.  26  schraffirte  Feld  (mit  Ein- 
schluss  der  Grenzen),  das  wir  das 
Grundfeld  nennen,  veranschaulicht. 
Aus  den  Bedingungen  (2)  folgt 
dann  noch,  was  auch  in  der  Figur 
leicht  zu  1 


Geht  ni 
über,  so 


(4)  0,,  = 


nun  von  einer  Zahl  o  zu  einer  äquivalenten  Zahl 
die  Formel  (16)  des  vorigen  Paragraphen 

W  +  i«i_r(«S  +  «(ri  +  'i)+»ri']+"'i 


(«f+_^)_^ 


'(rl'+ii)  +  iri'  (rS  +  «)'  +  r'i' 

und  diese  Formel  zeigt,  dass  ij,  dasselbe  oder  das 
gesetzte  Zeichen  wie  jj  hat,  je  nachdem  e  ^^  -|-  1  oder  ^  —  1 
ist,  also  je  nachdem  die  Aequivalenz  eine  eigentliche  oder  eine 
uneigentliche  ist. 

Beschränken  wir  uns  also  auf  Zahlen  mit  positiv  imaginärem 
Bestandtheil ,  so  kommt  nur  die  eigentliche  Aequivalenz  in  Be- 
tracht, und  wir  beweisen  jetzt  den  Fundamentalsatz: 

1,  Jede  imaginäre  quadratische  Irrationalzahl 
^  +  yVä  mit  positiv  imaginärem  Bestandtheil 
ist  mit  einer  rcducirten  Zahl  äquivalent. 

Verstehen  wir  unter  a  die  dem  |  nächstgelegene  ganze  Zahl, 
so  wird  w  —  oc  der  ersten  der  Bedingungen  (2)  genügen,  dass 
nämlich  —  i^l  —  "^i  i^^- 

Wenn  nun 
(6)  >■>  =  «-  «)'  +  ,'  =  (»-«)  (»■  -  ») 

grösser  oder  gleich  1  ist,  so  ist  <a  —  «,  was  mit  w  äquivalent  ist, 
bereits  reducirt;  anderenfalls  setzen  wir,  indem  wir  eine  Ketten- 
bruche nt  Wickelung  anwenden, 
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(0)  »  =  «-i. 

SO  dass  auch  Oi  =  ^^  -|-  ijj,  mit  ta  äquivalent  ist  Die  Zahl  Wj 
behandeln  wir  nun  wieder  ebenso  wie  w,  indem  wir,  wenn  Oj  —  a, 
noch  nicht  retlucirt  ist, 

setzen  u.  s,  f.  Betrachten  wir  die  Iteihe  der  nach  Analogie  von 
(5)  gebildeten  Grössen 

r?  =  (I,  ~  K.)^  +  V?,      r.f  =  (I,  -  ix,f  -\-rii  .  .  ., 
so  kommt  es  also  jetzt  nur  darauf  an,  nachzuweisen,  dass  wir 
nach  einer  endlichen  Zahl  von  Schritten  dieser  Art  zu  einem  r? 
kommen,  das  gleich  oder  grösser  als  1  ist. 
Nach  (6)  ist  aber 

'•'  =  ""-«'("■-")  =  «7+-,?- 

und  danach  ergiebt  die  Vergleichung  der  imaginären  'j'heile  aut 
beiden  Seiten  von  (6): 

Ebenso  folgt  die  Reihe  der  Gleichungen 
(8)  7)  =  r-T)i,      rii  7=  i'i'^a,       Vi  =  ''''!%  ■  ■  • 

Nun  ist  aber  'ij  =  j/VcA  und  also  nach  der  Formel  (6),  §.  122 

Vn 

''  =  ^' 

worin  c  eine  ganze  Zahl  ist.  Weil  aber  äquivalente  Zahlen  die- 
selbe Disciiminante  haben,  so  folgt  ebenso: 

Vd     .        Vb 

worin  c,  c^,  c^  ...  eine  Reihe  positiver  ganzer  Zahlen  ist.  Da- 
nach erhält  man  aus  (8): 

(<J)  Cj  =  r^c,     Cj  =  r^Ci,    c^  =  r^c^  .  .  . 

So  lange  aber  die  Zahlen  r^,  rf  .  .  .  Tr  kleiner  als  1  sind ,  folgt 
hieraus 

flO)  c  >  C|  >  Ca  .  ■  ■  >  c,.+i, 

und  weil  es  nur  eine  endliche  Anzahl  positiver  Zahlen  geben 
kann,  die  kleiner  als  c  sind,  so  muss  diese  Reihe  abbrechen, 
womit  unser  Satz  L  bewiesen  ist. 
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Die  reducirtco  Zahlen,  deren  Bilder  an  der  Begrenzung  dea 
Grundfeldes  liegen,  sind  paarweise  äquivalent,  nämlich 

a)  a  ^^  —  5~t~*^     1"*^     cj-i  =:  ca  -\-  1  3=i-|-«tj 
(a  und  a'  in  der  Figur), 

b)  ra  =  —  I  -4-  «t;       und       (01  =  —  —  =1+^}) 

wenn  |ä  _|_  ^s  ^  j  ist  (b  und  b'  in  der  Figur).  Es  gilt  aber 
ferner  der  Satz: 

2,  Von  den  Fällen  a),  b)  abgesehen,  sind  keine  zwei 
reducirte  Zahlen  äquivalent. 

Nehmen  wir  nämlich  zwei  nicht  identische  reducirte  Zahlen  an, 

(11)  a)^|  +  iji,       <3i  =^  gi  +  ijii, 

und  setzen  voraus,  was  die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt, 

(12)  Jj,  ^  n^ 
so  folgt  aus  der  Formel  (4); 

<'')  '■  "  (rl +  «)'  +  /'•)•' 

also  wegen  (12): 

(14)  (y^^SfJ^y^^^  ^  1, 
also  auch,  nach  (3): 

(15)  1  ^  r'^i'^fi''; 

also  sind  zwei  Möglichkeiten: 

a)    y  =  0,      ß)    y  =  ±i. 
Im  Falle  k)  ist  «S  =  1,  also  m  =  ö  ^  i  1,  aus  (12)   und 

(13)  ergiebt  sich  7}^  =  ri,  ferner  aus  (4): 

Dies  ist  aber  nur  dann  mit  den  Bedingungen  (2)  verträglich, 
wenn  entweder  |j  =^  |,  ^  =  0  und  also  Oi  mit  ta  identisch  ist, 
oder  wenn  ^  =  i  1  und  |,  =r  —  §  ::=  i  |  ist,  also  in  dem  Falle  a). 

Im  Falle  ß)  ist  nach  (14)  (|  ±  S)^  <  1,  und  also  entweder: 
8-=0,  ßy^—l  und  ^^  ~\~  iij^  ^=  1,  iji  ^=  ij,  ferner  nach  (4) 
1^  =:  4^  «  —  I,  also,  da  li  =  I  ausgeschlossen  ist,  |,  =  —  |, 
«  :=  0,  das  ist  der  Ausnahmefall  b), 

oder;  ö  r=  J^  li  also  (|  i  1)^  -|-  ij^*  ^  1,  und  folglich  nach 
(3)  (g  ±  1)*  ^  i  Weil  aber  (|  ±  1)  nach  (2)  dem  absoluten 
Werth  nach  mindestens  gleich  |-  sein  muss,  so  folgt  hieraus 
I  ^  ip  |,   tjä  =r  |;   mithin   nach   (13)   j^J^  =  jj^  _:;  |^   ^md   nach 
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(2)  §,^  r=  j,  li  ^  :p  i,  was  sowohl  unter  dem  Fall  a)  als  unter 
dem  Fall  b)  enthalten  ist; 

und  hiermit  ist  also  der  öatz  2.  bewiesen.     Dem  fügen  wir 
nun  noch  als  dritten  Satz  hinzu: 

3.    Zu   einer   gegebenen   negativen   Oiscriminante  D 
giebt    es    nur    eine    endliche    Anzahl    reducirter 
Irrationalzahlen, 
Aus  der  Darstellung  der  Irrationalzahlen  §.  122,  (7): 

und  aus  der  Ungleichung  (3)  ij''  ^  f  folgt 


V?^ 


also   giebt  es,  wenn  J)  gegeben  ist,   mir   eine   endliche  Zahl 
von   Werthen   der    positiven    ganzen   Zahl   c.     Ferner   folgt    aus 

—  c  ^  ö  £  e. 

Also  giebt  es  zu  jedem  Werth  von  c  nur  eine  endliche  Zahl 
von  Werthen  für  6,  w.  i..  b.  w. 

Vereinigt  man   alle  unter   einander  äquivalenten  Zahlen  zu 
einer  Zahlclasse,  ao  haben  wir  dann  also  nach  1.  bewiesen: 
4,    Die   Anzahl   der  Classen   von   imaginären   qua- 
dratischen  Irrationalzahlen   einer  gegebenen 
Discriminaute  ist  endlich. 


§.  124. 

ßeducirte  Zahlen  mit  positiver  Discriminante. 

Wir  haben  nun  eine  ähnliche  üntei^uchung  durchzuführen 
für  ein  positives  rf,  also  für  reelle  quadratische  Irrational- 
zahlen. Eine  solche  Zahl  la  :=  a:  +  yV ä  soll  reducirt  heissen, 
wenn  sie  folgenden  Bedingungen  genügt: 
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§.   124, 


,   und    die   mit  ta 
d  dem  absoluten 


(1) 


(u   ist   positiv   und   grösser   al 
conjugirte  Zahl  <a'  ist  negativ 
Werth  nach  kleiner  als  1, 
oder  in  Zeichen: 

0  <  y  Vä  —  a:  <  1  <  pVd  -\-  x. 
Deutet  man  in  einer  Ebene  x,  y  als  rechtwinklige  Coor- 
dinaten,  so  dass  die  Punkte  der  Ebene  die  Bilder  der  Zahlen  w 
werden,  so  liegen  also  die  Bilder 
der  reducirten  Zahlen  in  dem 
Theile  der  Ebene,  der  in  der 
Flg.  27,  die  der  Annahme  d  =  2 
entspricht,  schraffirt  ist. 

Wir    nehmen    hier    eigentliche 
und  uneigent liehe  Aequivalenz  zu- 
sammen und  beweisen  zunächst  die 
Satze : 
Jede    Zahl    ra    ist    mit    einer    reducirten    Zahl 


aqui 


alent. 


Man  sieht  dies  leicht  ein,  wenn  man  a>  in  einen  Kettenbruch 
entwickelt  und  bis  zur  Schluaazahl  k)„  geht: 
(2)  «  =  («„,  «„  «,  .  .  .  «„_x,  «a„). 

Dann  ist  a  mit  (d„  äquivalent,  und  to„  ist,  sobald  n  grösser 
als  0  ist,  positiv  und  grösser  als  1.  Da  ra„  mit  o  äquivalent  ist, 
so  handelt  es  sich  nur  noch  um  den  Nachweis,  dass,  wenn  n 
hinlänglich  gross  ist,  die  zu  co„  conjugirte  Zahl  fa\  negativ  und 
absolut  kleiner  als  1  ist.  Dies  aber  ersieht  man  aus  nach- 
stehenden Formeln:  Aus  (2)  folgt,  wenn  P„  ;  Q„  die  Näherungs- 
hriicbe  sind, 

,  _  _  «^  _      (-1)' 

3r  üleichung   yd  in  — yd,  so  geht 
,  über  und  wir  erhalten  aus  (3) 

'  _  i^ 
'„_i    _  __  ^«:-i   *"      '  Ö«-i 


oder  durch  Auflös 


!k=i^-i 


(3)       ' 

Verwandeln   wir  in   difc 
gleichzeitig  ra  in  w',  ra„  in  t 


(4) 
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7)-  I  M"  —  Y«-i         ~7 p-rl; 


Wenn  nun  n  binlänglicb  gross  angenommen  wird,  so  unter- 
scheiden sich 

,  _   P«         .  _  -P«-, 

behebig  wenig  von  der  nicht  verschwindenden  Differenz  w'  —  e> 
=  2yyd,  wonach  (4)  zeigt,  dasa  (a'„  negativ  ist.  Aus  (5)  aber 
folgt,  dass  0)^  4"  1  p'ositiv  ist,  da  ^„  —  Qn-i  als  positive  ganze 
Zahl  mindestens  gleich  1  ist,  und 

1     

P»\ 


«"("■-f) 


für  ein  hinlänglich  grosses  n  beliebig  klein  wird;  und  dadurch 
ist  der  Beweis  des  Satzes  1.  geführt. 

Da  die  conjugirte  Zahl  von  der  conjugirten  a'  die  ursprüng- 
liche Zahl  ta  ist,  so  folgt  aus  der  Definition  der  reducirten 
Zahlen, 

dass  ra  und  —  1  :  w'  gleichzeitig  reducirt  sind. 

2.    Ist  a  reducirt  und  für  ein  ganzzahliges  w 

(6)  »  =  «  +  i 

SO  ist  (Oj  dann  und  nur  dann  reducirt,  wenn  w  die 
grösste  in  co  enthaltene  ganze  Zahl  ist,  wenn  also 

(7j  M  <  w  <  «  -f  1. 

Ist  die  Bedingung  (7)  erfüllt,   so  ist  Oi  positiv  und   grösser  als 

1,  und 

ist,  da  ta'  negativ  ist,  ein  negativer  echter  Bruch;  also  ist  o)i 
reducirt.  Dagegen  kann  Oi  nicht  reducirt  sein,  wenn  a  >  w  ist, 
da  dann  oi  negativ  wäre,  oder  wenn  «  -}-  1  <  ^  wäre,  da  sonst 
Ol  kleiner  als  1  wäre. 

Setzt  man  (8J  in  die  Form 


y  Google 


386  ElftPr  Äbachnitt  §.  125, 

SO   ist,    da  —  1     a'   und    —  1     oj    xuch   leducirt   sind,   w   die 
grösate  in  —  1     cji  enthaltene  ganze  Zahl,  und  ra'  ist  nach  (9) 
durch  ral,  also  lucli  w  durch  cji  \olbg  bestimmt. 
Hieraus  folgt 

3.  Entwickelt  man  eine  reducirte  Zahl  a  in  einen 
Kettenbruch,  so  sind  alle  Schlusszahlen  o„  wieder 
reducirte  Zahlen,  und  durch  eine  dieser  Schluss- 
zahlen o„  ist  sowohl  die  folgende  w„^.,  als  die 
vorangehende  <a„_]  vollkommen  bestimmt. 


Entwieketung  reeller  quadratischer  Irrationalzahlen 
in  Kettenbriiehe. 

4.    Für   eine    gegebene    Discriminante    giebt    es   nur 

eine  endliche  Anzahl  reducirter  Zahlen. 
Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  sieht  man  leicht  ein,  wenn  man 
nach  §.  122  die  Irrationalzahl  to  in  die  Form  setzt: 

bA-VD  -2a 

W  ^^  =  ^¥^  =  ^^73'     ^=^'  +  *-. 

Die  conjugirte  Zalil  ist 

'■'  "  -     %c     -  b  +  VD 


Soll  oj  reducirt  sein. 


Es   muss   also  "j/ZJ  dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  c;  nehmen  wir 
es  positiv  an,  so  ist 

(4)  0  <  vs  -  ö  <  2c  <  y^  4-  &. 

Eine  zweite  Form  dieser  Bedingungen  erhalten  wir   aus  der 
zweiten  Darstellung 

(5)  0  <  V5  —  6  <  2  a  <  V5  +  6. 
Es  sind  also  «,  6,  c  positiv  und  b  kleiner  als  VD. 

Bedeutet  A  die  grösste   in  YD  enthaltene   ganze  Zahl,  also 

X  <  Vi)  <  A  +  1, 
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SO  hat  b  einen  der  Werthe  1,  2,  3  .  .  .  A,  jedoch  mit  der  Be- 
schränkung, dass  bei  geradem  7>  nur  die  geraden,  bei  ungeradem 
J)  nur  die  ungeraden  unter  diesen  Zahlen  für  b  zu  nehmen  sind. 
Rs  ist  dann  a  und  c  so  zu  bestimmen,  dass 

(»)  ^^  =  -. 

und  dass 

m  '-^^^'^^-^. 

und  a  muss  zwischen  denselben  Grenzen  liegen.  Nur  einer  von 
diesen  beiden  Grenzwerthen  ist  eine  ganze  Zahl,  der  andere  kann 
für  die  untere  Grenze  durch  die  nächst  gröeeere,  für  die  obere 
Grenze  durch  die  nächst  kleinere  ganze  Zahl  ersetzt  werden. 
Es  ist  also  für  b  nur  eine  endliche  Zahl  von  Werthen  zulässig; 
dann  ist  (J)  —  b^):  i  nur  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Arten  in 
zwei  Factoren  zerlegbar,  und  von  diesen  Zerlegungen  sind  nur 
die  beizubehalten,  in  denen  beide  Factoren  der  Bedingung  (7) 
geniigen.  Ausserdem  sind  noch  solche  Combinationen  wegzu- 
lassen, in  denen  a,  h,  c  einen  geraeinsamen  Theiler  bekommen. 
Darin  liegt  das  Mittel,  um  für  ein  gegebenes  D  alle  reducirten 
Zahlen  wirklich  zu  bestimmen. 

Wir  wollen   für   das  Folgende   die  so  bestimmten  Zahlen  a 
durch  das  Symbol      _ 

bezeichnen. 

Aus  3.  §.  124   und   4.  §.  125  ergiebt  sich  nun   der  folgende 
wichtige  Satz; 

5.    Die    Kettenbruohentwickelung    einer    reducirten 
Zahl  CO  ist  periodisch, 
d.  h.  wenn  m  in  einen  Kettenbruch 
(9)  M   =  K,  «n   «a  .  .  ._) 

entwickelt  wird,  so  kehren  immer  nach  einer  bestimmten  Anzahl 
von  Tiieilnennern  dieselben  Theilnenner  in  derselben  Reihen- 
folge wieder,  also,  wenn  die  Periode  aus  v  Gliedern  besteht, 
so  ist 


y  Google 


und  es  genügt  also,   den  gannen  Kettenbnich  durch  die  Periode 
zu  bezeichnen,  etwa  so: 

(10)  w  =  [«„,  W|  .  .  .  «,_,], 

Dieser  Satz  ist  offenbar  gleichbedeutend  damit,  dass  die 
Schlusszahl  Oy  des  Kettenbruches  (9)  mit  <a  selbst  identisch  ist, 
und  darin  Uegt  auch  der  Beweis  der  Behauptung.  Denn  die 
Schlusszahlen  Ov  gehören  als  äquivalente  Zahlen  alle  zur  selben 
Discriminante ,  und  daher  ist  nach  4.  die  Zahl  aller  möglichen 
Schlusszahlen  nur  eine  endliche.  In  der  Reihe  der  Schlusszahlen 
w,  B, ,  »ä  ■  ■  ■  niuas  daher  einmal  eine  schon  dagewesene  zum 
zweitenmal  auftreten.  Ist  o^  die  erste,  die  zum  zweitenmal  auf- 
tritt, so  muss  o,  =  M  sein,  da  sonst  nach  3.  §.  124  auch  o,_i 
zum  zweitenmal  auftreten  würde. 

Es  lassen  sich  also  die  sämmtUchen,  zu  einer  Discriminante 
gehörigen  reducirten  Zahlen  in  Perioden  anordnen: 

(11)  m,  m„  <o,  .  .  .  o,.„„ 


die  grössten  darin  enthaltenen  ganzen  Zahlen  sind 

»  =  [«„ », . . . «,_,] 
»,  =  (»„ », . . . »,] 


ist,  womit  die  Kette nbruchent Wickelung  ffir  jede  von  diesen 
Zahlen  gegeben  ist. 

Ist  durch  eine  Periode  das  ganze  System  der  reducirten 
Zahlen  noch  nicht  erschöpft,  so  bildet  man  eine  zweite  Pe- 
riode u.  s.  f.  Da  durch  eine  Zahl  co  sowohl  die  in  der  Periode 
vorhergehende,  wie  die  nachfolgende  völlig  bestimmt  ist,  so  ent- 
halten zwei  verschiedene  Perioden  niemals  eine  gemeinschaftliche 
Zahl. 

Von  diesen  Perioden  gilt  nun  der  Satz: 

6.  Reducirte  Zahlen  aus  derselben  Periode  sind 
äquivalent,  aus  verschiedenen  Perioden  sind  nicht 
äquivalent. 

Der  erste  Theil  der  Behauptung  ist  von  vornherein  klar,  da 
reducirte  Zahlen  derselben  Periode  Schlusszahlen  von  einander 
sind;  der  zweite  Theil  ist  durch  den  Satz  §.  121,  VI  bewiesen, 
dass  äquivalente  Zahlen,  bei  hinlänglich  weit  fortgesetzter  Ketten- 


y  Google 


§.  125.  Periodische  Kettenbrüclie.  389 

bruchentwickelung  schliesslich  dieselben  Sdilusszableii  bekommen. 
Sind  also  beide  Kettenbrüche  periodisch,  so  müssen  sie  derselben 
Periode  angehören. 

Hat  man  für  eine  gegebene  Discriminante  D  nach  den  am 
Anfang  des  Paragraphen  gegebenen  Vorschriften  das  vollständige 
System  der  reducirten  Zahlen  entwickelt,  so  ist  es  leicht,  diese 
Zahlen  in  Perioden  zu  ordnen  und  die  Theilnennor  «  des  Ketten- 
brucbes  zu  finden.  Es  sei  nämlich 
_VD_±b  . 


(12) 
eine 
(13) 


2»  VD- 
eine  von  diesen  Zahlen  und 

yn  +  b,  __       2  a, 

2  c,  ^  Ynl 


die  ihr  in  der  Periode  unmittelbar  folgende  i^alil,  so  dass 

(14)  „  =  „  +  1,      »,  =^^ 

ist,   wenn  a  die   grösste  in   <a   enthaltene   ganze   Zahl  bedeutet. 
Nach  (12)  und  (14)  ist  dann 

2c 

w.  =  ^ , 

ViJ  +  i  — 2c« 

und  die  Vergleicliuiig  mit  (13)  giebt 

(15)  üi  =  c,      6,  ^  2c«  —  b. 

Wenn  umgekehrt  zwei  der  zu  I)  gehörigen  reducirten  Zahlen 
[a,  b,  cj,  {«i,  bi,  Cij  in  der  durch  (15)  dargestellten  Beziehung 
stehen,  worin  a  irgend  eine  ganze  Zahl  ist,  so  folgt  die  zweite 
der  ersten  in  der  Periode  unmittelbar  nach.  Denn  ans  (15) 
folgt  (14),  und  daher  muss  «  nach  2.  die  grösste  in  m  enthaltene 
Zahl  sein. 

Die  Zahl  o,  ist  also  aus  m  durch  die  Bedingungen  (15) 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt. 

7.  Man  ordnet  also  die  Zahlen  \a,  b,  c]  von  links 
nach  rechts  in  der  Weise,  dass  die  letzte  Zahl  c 
der  vorangehenden  zugleich  die  erste  Zahl  «i  der 
folgenden  wird,  und  dass  die  Summe  der  beiden 
mittleren  Zahlen  b -\- bi  durch  2  c  theilbar  ist. 
Diese  Anordnung  ist  nur  auf  eine  Art  möglich, 
und  der  Quotient  b  -\-  b,  :  2c  ist  die  Zahl  a,  die 
als  Tbeilnenner  im  Kettenbruch  auftritt. 
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Betrachten  wir  nun  irgeiift  eine  primitive  ganzzalilige  qua- 
dratische Gleichung 

(16)  ^  +  jyß+  Cß^  =  Ü, 

in   der  A,  B,  G  ganze   Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind, 
die  der  Bedingung 

B^  -  4.AC  =  D 
genügen,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  il,  £i'  dieser  Gleichung 
quadratische,  zur  Discriminante  D  gehörige  Irrationalzahlen,  und 
wenn  wir  sie  in  Kettenbruche  entwickeln,  so  werden  wir  nach 
§,  124  endhch  auf  Schlusszahlen  Oi,  cj^  kommen,  die  zu  den  redu- 
cirten  gehören,  und  die  also  in  den  oben  besprochenen  Perioden 
enthalten  sein  müssen. 

Es  ist  noch  festzustellen,  ob  diese  Schlusszahlen  o^,  o^  in 
derselben  oder  in  verschiedenen  Perioden  enthalten  sind. 

Nach  6.  sind  sie  dann  und  nur  dann  in  derselben  Periode 
enthalten,  wenn  £1  und  il'  mit  einander  äquivalent  sind.  Nennen 
wir  solche  quadratische  Irrationalzahlen,  die  mit  ihren  coiiju- 
girten  äquivalent  sind,  zweiseitige  Zahlen'),  so  können  wir 
also  sagen,  daes  die  Kettenbruchentwickelung  der  Wurzeln  der 
Gleichung  (16)  zu  einer  oder  zu  zwei  verschiedenen  Perioden 
führt,  je  nachdem  die  Wurzeln  zweiseitig  sind  oder  nicht. 
Welcher  von  beiden  Fällen  eintritt,  kann  man  an  der  Periode 
selbst  erkennen. 

Wenn  nämlich  o  eine  reducirtc  Zahl  ist,  und  cj'  conjugirt 
zu  0),  so  ist  auch  —  1  :  to'  reducirt;  und  wenn  £1  äquivalent  ist 
mit  ß»,  so  ist  £i'  äquivalent  mit  a',  also  auch  mit  —  1 :  ra'  (§.  120). 

Ist 

ra  =  {a,  i,  c], 
so  ist  nach  (12): 

-^  =  (.*,»!. 

Nach  §,  124,  (9)  schliesst  sich  also  —  1  :  m'  ebenso  an  —  1  :  oi 
an,  wie  Wi  an  cj.     Ist  daher  die  Periode  von  a 

Kl,    tOi,    K>ä   .  .  .  CJi_i, 

so  ist  die  Periode  von  —  1  :  w'; 

—  1       —  1  —  1       — 1 

1)  „Zweiseitig"  brauchen  wir  nach  Dedekind's  Vorschlag  statt  des 
Gausa'Bcheii  ancaps  oder  des  sonst  üblichen  ambig:  Diriuhlet- 
Dedekiad,  Vorleaungen  über  Zahlentheorie,     4.  Auflage,  1894,  S.  139. 
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Ist  die  Periode  der  Kettenbruchentwickelung  von  ra 

(17)  K,  «...  -  «.^0, 
so  ist  sie  für  —  1  :  o': 

(18)  [«^-1,  «^_a  -  .  .  «o]. 
also  die  umgekehrte. 

Ist  nun  CO  mit  &',  also  auch  mit  —  I :  ra'  äquivalent,  so  müssen 
nach  6.  diese  beiden  Perioden  mit  einander  übereinstimmen,  wenn 
man  bei  einem  geeigneten  Wii-do  beginnt,  oder  die  Periode  von 
0)  muss  umkehrbar  sein 

Das  besagt:  Es  müssen  sich  in  der  Kettenbruchentwickelung 
für  tu  zwei  Elemente  so  auaw  ihlen  lassen,  dass  die  Entwickelimg 
gleich  lautet,  wenn  man  sie  von  der  einen  dieser  Zahlen  nach 
links  oder  von  der  anderen  nach  rechts  fortschreitend  liest. 
In  Zeichen:  es  muss  für  irgend  ein  passend  bestimmtes  k  und 
für  ^  =  0,  1,  2  ...  f  —  1 

Ki  =    K.  +  lt-i 

sein.  Wenn  die  Periode  umkehrbar  ist,  so  ist  auch  umgekehrt 
(nach  6.)  ra  mit  —  1  ;  o',  also  auch  mit  a'  äquivalent.  Daraus 
also  das  Resultat: 

8.    Zweiseitige   Zahlen  haben  in  ihrer  Kettenbruch- 
entwickelung  eine  umkehrbare  Periode   und  um- 
gekehrt   sind    Zahlen,    die    in    der    Kettenbruch- 
entwickelung   eine    umkehrbare    Periode    haben, 
zweiseitig. 
Schliesslich  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  durch  die  Eigen- 
schaft, in  einen  periodischen  Kettenbruch  entwickelbar  zu  sein, 
die    reellen    quadratischen    Irrationalzahlen    von   allen    anderen 
Zahlen  unterschieden   sind.     Denn  ist   a   eine  in   einen   Ketten- 
bruch  entwickelte   Zahl,    und    sind   w„,   «^   zwei   Schlusszahlen 
dieses  Kettenbruches,  ao  ist 


Wenn  nun  der  Kettenbmch  periodisch  ist,  gleichviel,  ob 
die  Periodicität  gleich  von  Anfang  beginnt  oder  erst  im  Verlaufe 
der  Entmckelung,  so  ist  für  zwei  verschiedene  Wcrthe  von  n 
und  m,  ra„  =  0)^,  und  man  erhält  also   durch  Elimination  von 
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DJ„  eine   i;[uadratischc   Gleichung    flir  w,   die   man   in  die   Form 
setzen  kanni 


§■  126. 

Beispiele. 

Wir  wollen  einige  Beispiele  für  die  Bestimmunf^  der  redu- 
cirten  Zahlen  und  Perioden  hier  durchführen,  um  die  Anwendung 
der  Methode  zu  zeigen;  die  Beispiele  lassen  sich  natürlich  ganz 
nach  Beliehen  vermehren, 

1.  i)  =  29. 

Wir  bestimmen  zunächst  nach  ^.125,  4.  die  ^ämmtlichen 
zu  D  gehörigen  reducirten  Zahlen.  Die  grösste  in  yD  enthaltene 
ganze  Zahl  X  ist  hier  =:  5;  also  kann  b  nur  die  Werthe  haben: 

6  =  1,  3,  5, 
woraus 

ao  =  ^7''    =  7,  5,  1. 

Die  Grenzen,  in  denen  a  und  c  liegen  müssen,  sind  nach 
§.  125,  (7)  für  die  drei  Werthe  von  h: 

3,  3;     2,  4;     1,  5. 
Man  erhält  also  nur  die  einzige  reducirte  Zahl: 

|1,  5,  1). 
Die   Periode   besteht   aus   einem   einzigen   Gliede,   und    der 
Kettenbruch  für  o  ist: 

ö  =  — ^2—  =  (5,  5,  5  .  .  .) 

2.  D  ~  116  =  4.  29. 

Hier  ist  A  =  10  und  h  hat  einen  der  Werthe 

&  =  2,  4,  6,  8,  10, 
also 

ac  =  28,  25,  20,  13,  4; 
die  Grenzen  für  «  und  c  sind 

5,  6;     4,  7;     3,  8;     2,  9;     1,  10, 
also,  da  die  Fälle,  in  denen  a,  b,  c  den  gemeinschaftlichen  Factor 
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2  haben,    noch   wegzulassen    sind,    ergeben   sich   die   reducirten 
Zahlen : 

{5,  4,  5},     |4,  6,  r.},     (5,  6,  4|,     {1,  10,  4|,     {4,  10,  1}, 
die  sich  so  in  eine  Periode   ordnen,  wobei  das   erste  Glied   am 
Ende  noch  einmal  zugesetzt  ist: 

{4,  10,  1},     {1,  10,  41,     |4,  6,  5),     {5,  4,  5),     {5,  6,  4|,     {4,  10,  1), 
und  für  co  ergiebt  sich  die  Kettenbnichperiode : 

5  4-V29  =  [10,  2,  1,  1,  2]. 
Wenn  man  mit  dem  vierten  üliede  anfängt,  also  den  Kettenbruch 

[1,  2,  10,  2,  1]  betrachtet,   der  die  Entwickelung  von   J^—^ 

ist,  so  sieht  man,  dass  die  Periode  umkehrbar  ist. 

3.  D  =  76  =  4.  19,      A  =  8 

b  =     2,       4,       6,     8 
ac  =  18,     15,     10,     3. 
Grenzen  für  a  und  c: 

4,  5;     3,  C;     2,  7;     1,  8; 
also  sind  die  reducirten  Zahlen: 
|3,  4,  5|,     {5,  4,  3),     {2,  6,  5[,     |5,  6,  2|,     {1,  8,  3|,     (3,  8,  1). 
Wir  erhalten  eine  Periode: 
|3,  8,  1|,  {1,  8,  3J,  |3,  4,  5),  {5,  6,  2j,  {2,  6,  5),   |5,  4,  3|,  |3,  8,  1| 
und  die  Periode  des  Kett«nbruches  für  4  +]/l9  wird 
[8,  2,  1,  3,  1,  2]. 
Auch  dieser  Kettenbruch  hat  eine   umkehrbare  Periode,   da 
man  dieselbe  Reihenfolge  der  Zahlen  erhält,  mag   man  von  der 
ersten  2  nach  rechts   oder  von   der  zweiten  2   nach   hnks   lesen. 

4.  iJ  =  37,  A  —  6, 

ö  =  1,  3,  5 
WC  =  9,  7,  3; 
Grenzen  fiir  h,  c: 

3,  3;     2,  4;     1,  5; 
reducirte  Zahlen: 

[3,  1,  3},     {1,  5,3),     (3,5,  1); 
Periode: 

{3,5,  1},     |1,  5,  3},     |3,  1,  3),     |3,  5,  Ij; 
Kettenbruch  mit  umkehrbarer  Periode  [1,  5,  1]: 
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»-  +  ^  =  [5,1,1). 

5.  D  =  148  =  4.  37     X  =  \2 

6  =    2,     4,     6,     8,  10,  12 
ac  =  36,  33,  28,  21,  12,     1; 
Grenzen  für  es,  c: 

6,  7;     5,  8;     4,  9;     3,  10;     2,  11;     1,  12; 
reducirte  Zahlen: 

(4,  6,  7),     j7,  (>,  4|,     {3,  8,  7j,     |7,  8,  3} 

{3,  10,  4),     14,  10,  3},     {1,  12,  1}. 

Hier  erhalten  wir  drei  Perioden  von  1,  3  und  3  Gliedern: 

|1,  12,  1},     jl,  12,  1|, 

{3,  10,  4},     {4,  6,  7},     {7,  8,  3),     (3,  10,  4), 

(4,  10,  3j,     {3,  8,  7),     {7,  6,  4j,     {4,  10,  3| 

und  die  Kettenbrachperioden 

[12],     [2,  1,  3],     [3,  1,  2]; 
von  diesen  ist   die  erste  umkehrbar,  die  anderen  beiden   gehen 
durch  Umkehrung  in  einander  Über. 

6.  D  =  136  =  4.  34,    l  =  11, 

l  =    2,     4,     6,     8,  10, 
ac  =  33,  30,  25,  18,     9; 
Grenzen  für  u,  c: 

5,  6;     4,  7;     3,  8;     2,  9;     1,  10; 
reducirte  Zahlen: 

{5,  4,  6[,     {6,  4,  5),     |5,  6,  5|,     |2,  8,  9[,     (9.  8,  2| 

J3,  8,  6;,     |6,  8,  3|,     |1,  10,  9|,     {9,  10,  I[,     |3,  10,  3); 

Perioden: 

{5,  4,  6j,  ]6,  8,  3),  {3,  10,  3j,  {3,  8,  6},  |6,4,  5j,  {5,  6,  5|,  }5,  4,  6), 

|9,  10,  1},    {1,  10,  9),   {9,  8,  2},    {2,  8,  9],    (9,  10,  1|; 

Kettenbruch-Perioden: 

[1,  3,  3,  1,  1,  1],     [10,  l,  4,  1]. 
Wir  haben  also  hier  zwei  verschiedene  Perioden,   die  beide 
umkehrbar  sind. 
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§.   127. 

Die  PeU'ache  Gleichung. 

Ist  o  eine  zur  Üiscriminante  7>  gehörige  reducirte  Zahl,  so 
erhält  man  durch  die  Kettenhruchent Wickelung 

und  es  ist  a^  =  w  immer  dann,  wenn  n  ein  Viclfaciics  von  der 
Gtliederzahl  der  Periode  v  ist.     Dann  aber  folgt  aus  (1): 
(2)  «.»•  =  (?.-«._,)«. +  P._,. 

Es  genüge  nun  cj  der  quadratischen  Gleichung  §.  122,  (5): 
(S)  c 0)3  —  «4-6«,     I)  ^  b^  -\-  iac, 

utid  aus  dieser  muss,  da  a,  &,  c  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind, 
die  Gleichung  (2)  durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  Zahl 
folgen.     Bezeichnen  wir  diese  ganze  Zahl  mit  ti,  so  ist  also 

(4)  Q„=uc,    Pn-,^ua,    P^-Q,,_,  =  ub. 
Setzen  wir  noch 

(5)  P„  +  Qn-,  =  t, 

so  dass  auch  t  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  folgt  aus  (4)  und  (5) 

p.  =  i+/»,    9.  =  ... 

(6) 

-P.-i  =  o 

und  also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

P„Ö«-i-  Ö„P„-i  =  (-1)": 
(7)  P  -  ü«2  =  (— l)"*- 

Die  Gleichung  (7)  heisst  die  Pell'sche  Gleichung.  Die 
Aufgabe  ist  die,  für  ein  gegebenes  I)  alle  ihre  ganzzahligcn 
Lösungen  i,  u  zu  finden.  Da,  wenn  t,  ti  der  Gleichung  genügen, 
auch  ±(,  iw  ihr  geniigen,  so  können  wir  uns  auf  die  Ermittelung 
ihrer  positiven  Lösungen  beschränken. 

Die  Formeln  (4),  (5)  geben  uns  eine  unendliche  Zahl  solclier 
Lösungen;  wir  haben  nur  für  n  ein  beliebiges  Vielfaches  der 
Periodenzahl  v  zu  wählen,  für  u  den  grÖesten  gemeinschaftlichen 
Theiler  von   Q„,  P„„i,  P„  —  §„_i,  oder  auch  einfech  die  Zahl 
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Qn  '■  ''  KU  setzen  und  t  aus  (5)  oder  auch,  nachdem  u  bestimmt 
ist,  direct  aus  (7)  zu  ermitteln. 

Ist  V  ungerade  und  »  ein  ungerades  Vielfaches  von  v,  so  ist 

(8)  P  —  -Dm*  =  —  4, 

ist  aber  v  gerade  oder  n  ein  gerades  Vielfaches  von  v,  so  ist 

(9)  (3„2)„ä  ^  4. 

Die  Gleichung  (9)  hat  die  selbstverständliche  Lösung  t  =  2, 
u  :^  0;  in  allen  anderen  Lösungen  von  (8J  oder  (9)  sind  (  und 
11  von  Null  verschieden  und  wir  hetrachten  hier  nur  die  positiven 
Lösungen. 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass  man  aus  einer  beliebigen 
Gleichung  von  der  Form  (3)  durch  die  Formeln  (4),  (5)  alle 
Lösungen  von  (8)  und  (9)  erhält.' 

Nehmen  wir  also  an,  es  sei  t,  u  irgend  eine  positive  Lösung 
der  Gleichung  (8)  oder  (9),  und  o  =z  \a,  6,  c]  eine  zur  Discri- 
minante  D  gehörige  reducirte  irrationale  Zahl.  Wir  bestimmen 
durch  die  Gleichungen  (6)  Pm  Qm  -Pn— i.  ^n— i  (J'e  offenbar  ganze 
Zahlen  werden,  da  *  und  üb  entweder  beide  gerade  oder  beide 
ungerade  sind.  Aus  der  Gleichung  (3),  der  w  genügt,  ergieht  aicSi 
dann  (2),  woraus  wieder  auf 

P„  w  -I-  P„    1 

zu  achliessen  ist;  und  aus  (8)  oder  (9)  ergiebt  sich 

(11)  F. «.-.  -  e.  p._.  =  T 1, 

worin,  wie  auch  in  den  folgenden  Formeln,  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  (,  u  die  Gleichung  (8)  oder  (9) 
befriedigt.     Nun  folgt  aber  aus  (6) 

und  weil  {a,  i,  c}  eine  reducirte  Zaiil  ist,  so  ist  2c  -f-  i  >  V2) 
[§.  126,  (4)],  »Iso 

^"      *"'  2        "  2(«VS  +  <)~  »Kö+e' 

da  aber  u  und  (  positive  ganze  Zahlen  sind  und  i)  >  1 ,  so  ist 
i(]/D  +  (  >  2,  also  Q„  —  Q»-i  >  0  für  das  obere  und  >  —  1 
für  das  untere  Zeichen. 

Weil  nun  Q„  —  Qn—i  Bine  ganze  Zalil  sein  muss,  so  ist 
sie  hiernach  gleich  oder  grösser  als  Null,  und  wir  haben 
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WO   das   Gleichheitszeichen  nur  im  Falle   des   unteren   Zeichens, 
also  im  Falle  der  Gleichung  (9)  möglich  ist. 
Ferner  ist  (da  h  <  VD  ist) 
__  t^uh       t  —  uVD  _     t^  —  M'-D     ^        ::f  ^ 

also  Q„—-i  Null  oder  positiv,  und  Null  kann  nur  im  Falle  des 
oberen  Zeichens,  also  im  Falle  der  Gleichung  (8)  auftreten. 
Daraus  schliessen  wir 

(12)  0  ^  g„_,  g  (?„, 

wo  das  Gleichheitszeichen  in  der  unteren  Grenze  nur  im  Falle 
der  Gleichung  (8),  also  der  oberen  Zeichen,  in  der  oberen  Grenze 
nur  im  Falle  der  Gleichung  (9),  also  der  unteren  Zeichen  vor- 
kommen kann. 

Wir  entwickeln  nun   den  rationalen  Bruch  P„  :  Qu  in  einen 
,  endlichen  Kettenbrucb 

indem  wir  n  nach  §.  115,  I,  so  annehmen,  dass 

(-1)-  =  T1 
wird.     Bedeutet    dann    P'  :  ^    den    vorletzten    Näherungsbruch, 
so  ist 

P.C-  «.P'  =  T1 
und  ea  ist  nach  §.  117,  II: 

0  ^Q'^  Q., 
wo  das  Gleichheitszeichen  in  der  unteren  Grenze  nur  für  «  ::=  1, 
also  im  Falle  der  oberen  Zeichen,  in  der  oberen  Grenze  nur  für 
n  =  2,  also  der  unteren  Zeichen  vorkommen  kann,  ebenso  wie 
in  (12).     Daraus  folgt  nach  §.  118,  III: 

Q'  =  Ö„_„       P'  =  P..-1, 
und  es  ist  also  nach  (10) 

(«0,  «1.  «ä  .  .  ■  «n— 1,  w)  =   w, 
d.  h.  [«(,,  «1,  «2  .  .  .  K„_i]  ist  eine  Periode  des  Kettenbruches  für 
w,  aus   der  nach   den  Formeln  (4),  (5)  die  Lösung  f,  m  von  (7) 
hergeleitet  wird.     Damit  ist  bewiesen,  dass  wir  auf  diese  Weiae 
alle  Lösungen  der  Gleichung  (7)  finden. 

Hieraus  lassen  sich  noch  einige  wichtige  Folgerungen  ziehen. 
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Aus  (7)  ergiebt  sich,  dass,  wenn  m  wächst,  auch  t  wachsen 
muss,  dass  also,  wenn  u  einen  möglichst  kleinen  positiven  AVerth 
hat,  auch  (  möglichst  klein  ist.  Man  Icann  also  von  einer  Ideinsten 
positiven  Lösung  reden,  die  wir  mit  T,  ü  bezeichnen  wollen.  Man 
erhält  sie,  wenn  man  in  den  Formeln  (4),  (5)  n  möglichst  klein, 
also  gleich  der  Gliederzahl  v  der  Periode  setzt.  Ist  daher  v 
gerade,  so  ist  nur  die  Gleichung  (9),  nicht  die  Gleichung  (8) 
lösbar;  ist  aber  v  ungerade,  so  ist  sowohl  (8)  als  (9)  lösbar.  Da 
dies  nur  von  der  Discrirainantc  D,  nicht  von  der  besonderen 
Zahl  ra  abhängen  kann,  so  folgt, 

9.    dass    bei   einer   Discriminante   die  verschiedenen 
Perioden    entweder    alle    eine    gerade    oder    alle 
eine  ungerade  Gliederzahl  enthalten. 
Ist  D  gerade,  also  durch  4  theilbar,  so  muss  auch  t  gerade 
sein,  und  die  Gleichung  (7)  lässt   sich   Glied   für  Glied  durch  4 
theilen,    Ist  B  ungerade,  so  sind  auch  t,  u  entweder  beide  gerade 
oder  beide  ungerade;  sind  sie  beide  ungerade,  so  sind  ihre  Qua- 
drate, wie  alle  ungeraden  Qnadratzahlen ,  nach  dem  Moduls  mit 
1  congruent,  also  muss  D  ^  b  (mod  8J  sein.     Aber  es  ist  nicht 
immer   möghch,   wenn   D  ^  5   (mod  8)   ist,    die  Gleichung  (7) 
durch    ungerade    Zahlen    zu    lösend).     Ist    D^l    (mod  8),    so 
müssen  f,  u  gerade  sein. 

Die  Beispiele  des  §.  126   geben,  auf  diese  Weise  behandelt, 

die    folgenden    kleinsten    positiven    Lösungen    der    Pell' sehen 

Gleichung,  wobei  der  Factor  4,  wo  es  möglich  ist,  weggehoben  ist. 

5^  —  29.1^    =—4 

70ä  —  29.13^  ^  —  1 

170=  —  19.39^  =  1 

6ä  „  37.1S     z^  „  1 
35s  __  3463     =  1. 

'I  Vgl.  Cayley,  Note  sur  requation  x^  ^  Dy^  =  ±  4,  iJ  ~  5  (mod  8) 
Crelle'8  Journal,  Bd,  53.  Mathematieal  papei's,  Vol.  IV.  Tafeln  für  die 
LÖBuiigen  der  PelPacheu  Gleichung  in  der  Form  y^  =  ax^  -\-  1  hat 
Degen  berechnet  [Canon  Pelliauus,  Havniae  1817).  Auch  in  Legendre'a 
Zahlen theorie  (deutsch  von  Maser)  findet  sich  eine  solche  Tafel, 
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Ableitung   aller  Lösungen  der  PelTscheii   Gleichung 
aus   der  kleinsten   positiven. 

Ist  t,  u  irgend  eine  Lösung  der  PelTschen  Gleichung,  so 
ist  der  Ausdruck 

t^  —  Dti"- 
4 
der  den  Wertli  +  1  hat,  die  Norm  der  beiden  conjugirten  Zahlen 
t±uVD_      t~  uVD 
2  "       '  2         ■ 

Wir  wollen  sie  die  zu  VD  gehörigen  Einheiten  nennen. 
Sind  also  (ti,  ttj),  (t,,  %)  irgend  zwei  (positive  oder  negative) 
Lösungen  der  PelTschen  Gleichung 

ao  haben  die  beiden  Zahlen 

u,  —      ■     2         =       «'s  —  2 

die  Norm  i;  1,  und  das  Gleiche  gilt  also  auch  von  ihrem  Product 

Darin  ist 

kh-j-  Ml  tiü  D  _  (i  M,  +  (a  «1 

(,  -  2  .      ".  -  —^  ' 

und  ti  und  «j  sind,  wie  man  sofort  sieht,  ganze  Zahlen. 

Denn  wenn  D  gerade  ist,  so  sind  i,,  t^  gerade,  und  wenn  X) 
ungerade  ist,  ao  sind  i, ,  m,  entweder  beide  gerade  oder  beide 
ungerade,  und  ebenso  t.2;  %.  Es  ist  also  0,  gleichfalls  eine  zu 
Yd  gehörige  Einheit,  und  es  folgt,  dass  das  Product  zweier 
(und  folgHch  auch  mehrerer)  Einheiten  wieder  eine  Ein- 
heit ist. 

Ist  ®  eine  beUebige  Einheit,  so  ist  i®— ^  die  zu  @  conju- 
girte  Einheit.  Es  gehören  unter  den  von  i  1  verschiedenen 
Einheiten  immer  vier  zusammen, 

±0,      ±  @-\ 
unter  denen  eine  positiv  und  grösser  als  1  ist.    Diese  entspricht 
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den  positiven  Werthen  von  t,  u;  eine  zweite  ist  positiv  und 
kleiner  als  1  und  die  beiden  anderen  sind  negativ.  Ist  T,  ü 
die  kleinste  positive  Lösung  der  Pell'schen  Gleichung,  so  ist 

die  kleinste  unecht  gebrochene  zu  VB  gehörige  positive  Einheit, 
und  wir  können  nachweisen,  dase  in  der  Form  i  0",  worin  w 
eine  ganze  Zahl  bedeutet,  alle  zu  VB  gehörigen  Einheiten  ent- 
halten sind.  Es  genügt  dazu,  zu  zeigen,  dass  der  Ausdruck  0" 
fiir  ein  positives  n  alle  Einheiten,  die  grösser  als  1  sind,  liefert. 
Dies  ist  aber  sehr  einfach;  denn  ist  0^  irgend  eine  von  diesen 
Einheiten,  so  wird  sie  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Potenzen  von  @  liegen,  da  diese  Potenzen  mit  dem  Exponenten 
ins  Unendliche  wachsen;  also 

0"  S  @,  <  &''+\ 
mithin 

1    £    ®i  ©-"  <  0. 

Da  aber  0^  0—"  gleichfalls   eine  Einheit  ist,  so  ist,   wenn   nicht 
das  Gleichheitszeichen  gilt,  0,  0^**  grosser  als  1  und  kleiner  als 
0,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist,  dass  &  die  kleinste  unecht 
gebrochene  Einheit  sei;  es  muss  also 
@i  =  ©" 
sein,  was  zu  beweisen  war. 


Anmerkung,  die  Gauss'sche  Theorie   der  quadratischen 
Formen  betreffend  i). 

Wir  fugen,  um  die  Verbindung  unserer  Betrachtungen  mit 
der  sonst  bekannten  Gauas'schen  Theorie  der  quadratischen 
Formen  herzustellen,  einige  Bemerkungen  bei,  die  in  unserem 
Zusammenhange,  nicht  gerade  erforderlich  sind,  und  die  daher 
auch  übergangen  werden  können. 

Zwei  quadratische  Formen, 

{A,  B,  C),       (—  Ä,  B,    -  C) 
nach  der  Bezeichnung  von  Gauss,  sind   im  Gauss'schen  Sinne 
dann  und  nur  dann  mit  einander  ä4uivalent,,wenn   die  Periode 

1)  Vergl.  Dieq.  ar.  art.  183  ff,,  Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen 
über  Zahlenfheorie,     Viert«  Auflage.     §.  72  ff. 
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der  Kettenbrachentwickelung  aus  einer  ungeraden  (iliederzahl 
besteht.  Nun  ist  eine  reducirte  Zahl  ro  =  [a,  b,  c]  die  erste 
Wurzel  von 

(a,  i  &,  —  c)     oder     (2  «,  J,  —  2  c) 

(je  nachdem  B  gerade  oder  ungerade  ist)  und  die  zweite  Wurzel  von 

(—  a,  1 6,  c)     oder    (—  2  a,  6,  2  c). 

Sind  diese  beiden  Formen  äquivalent ,  bestehen  also  die 
Perioden  von  ra  aus  einer  ungeraden  Gliederzahl ,  so  entspricht 
jeder  zweiseitigen  Formenclasae  ein,  und  jedem  Paar  entgegen- 
gesetzter Classen  zwei  Systeme  äquivalenter  Zahlen  ra,  es  ist  also 
die  Classenzabl  im  Gauss'sclien  Sinne  ebenso  gross,  wie  die 
Anzahl  der  Perioden  der  reducirten  Zahlen  w. 

Wenn  aber  die  Zahl  der  Periodenglieder  gerade  ist,  so  sind 
die  Formen  (A,  B,  C),  (— -i,  B,  — C)  nicht  äquivalent  und  die 
Gauss'ache  Ulassenzahl  ist  doppelt  so  gross,  als  die  Zahl  der 
Perioden  der  o). 

§.  129. 

Genäherte   Berechnung   der   reellen   Wurzeln    einer 
numerischen   Gleichung  durch  Kettenbrüche. 

Auf  die  Theorie  der  Kettenbrüche  gründet  sich  ein  von 
Lagrange  herrührendes  Verfahren,  um  die  reellen  Wurzeln 
einer  numerischen  Gleichung  mit  beliebiger  Annäherung  zu  be- 
rechnen, das  sich  jetzt  mit  wenig  Worten  auseinander  setzen 
lässt. 

Es  seif(x)  =:  0  eine  reelle  Gleichung,  die  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel  hat.  Nach  einer  der  verschiedenen  Methoden  des 
VIII.  und  IX.  Abschnittes  können  wir  dann  immer  eine  ganze 
Zahl  ÜD  finden,  so  dass  zwischen  %  und  (i[|-|-^  ^^"^  °'^^i'  ni^hrcre 
der  Wurzeln  von  f(x)  liegen.  Transformiren  wir  also  f(x)  durch 
die  Substitution 

,     1 
X  =  üa  +  - 

in  fi(xi),  so  wird /i  (a!i)  eine  oder  mehrere  Wurzeln  haben,  die 
grösser  als  1  sind.  Wir  bestimmen  also  eine  positive  ganze 
Zahl  «1,  so  dass  zwischen  «j  und  a,  -f-  1  eine  oder  mehrere  der 
Wurzeln  von  /i(a:|)  liegen,  und  transformiren  fi(Xi)  durch  die 
Substitution 
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in  f!i{Xi).  Die  Gleichung  /^  =^  0  hat  dann  wiedßr  mindosteus 
eine  Wurzel,  die  grösser  ak  1  ist,  und  die  also  zwischen  den 
beiden  positiven  ganzen  Zahlen  a^  und  a^  -|-  1  liegt,  u.  s.  f. 
Schliesslich  wird  man  auf  diese  Weise  dazu  kommen,  eine  einzige 
Wurzel  zu  isoliren,  und  man  erhält  in  der  Reihe  der  Näherungs- 
brüche 

(«1)},         («o,    «i),         (ög,    %,    flg),         («0,    «ll    Mj,    «ä)    .    .    . 

eine  Reihe  rationaler  Zahlen,  die  abwechselnd  über  und  unter 
einer  der  Wurzeln  x  liegen  und  sich  dieser  Wurzel  unbegrenzt 
annähern.     Ist  man  so  his  zu  dem  Näherungsbruch 


("0, 


1  %  ■ 


e. 


vorgedrungen,  so  unterscheidet  sich  dieser  von  dem  wahren  Werth 
von  X  um  weniger  als  1  :  Qf.  Die  Grösse  des  Nenners  giebt 
also  unmittelbar  ein  Maass  für  die  bereits  erreichte  Genauigkeit. 

In  den  gewöhnlichen  Fällen  wird  man  die  Zahlen  «„,  an  «^ . . . 
einfach  dadurch  erhalten,  dass  man  auf  die  Zeichenwechscl  der 
Functionen  /,  /i,  /a  .  .  .  achtet. 

Um  dies  Verfahren  an  einem  Beispiel  zu  erproben,  nehmen 
wir  die  cubische  Gleichung,  die  wir  schon  früher  betrachtet 
haben : 

3:3  _  2  a;  —  2  =  0., 

Sie  hat  eine  Wurzel  zwischen  1  und  2,  also  haben  wir  au  r^  1 
zu  setzen. 

Man  erhält,  wenn  man  die  oben  angegebene  Transformatioti 
wirklich  ausführt,  die  folgende  Kette  von  Gleichungen: 


x-  —  ^x  —  ^   —  \J, 
Sx^  —  x^  —  Sx  —  l  ^  0, 

«0    —    1 

«1  =  I 

2x'  —  t,x'  -  8l  -  3  =  0, 

a,  =  S 

9l>—  22a!'  _  Ui  —  2  =  0, 

«,  =  1 

iSxt  -  6i>--32i  —  »  =  0, 

«3    =    2 

X'  —  Ux'  —  132»  — 46  =  0, 

0,  =  95 

3561  x^  —  9183  ics  —  191»—  1  ^  0, 
also 

X  =  (1,  1,  3,  2,  1,  95,  2  .  .  . 

Oo  =  2, 

und  die  Näherungsliriidie : 
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1      1      1      M      ^      2201       4425 
1'     1'     4'      y     13'     1244'     2501 

Wenn  wir  die  beiden  letzten  Brüche  in  Decimalbrüche  ver- 
wandeln, so  erlialten  wir  für  %  Hie  beiden  Grenzen: 

1,7692926;       1,76929228, 
und    der    Fehler    in    der    letzteren    etwas    zu    kleinen   Zahl    ist 
kleiner  als 

0,00000016. 

Dasa  man  hier  nach  wenig  Schritten  ein  gutes  Resultat 
erhält,  beruht  auf  dem  Umstände,  dass  hier  ziemlich  früh  ein 
grosserer  Theilnenner  95  auftritt  In  den  meisten  Fällen  be- 
kommt man  fiir  die  Theilnenner  kleine  Zahlen;  dann  wachsen 
die  Nenner  der  Näherungshrüche  langsam,  und  man  erhält  nur 
mühselig  ein  Resultat  von  grösserer  Genauigkeit, 

Die  Auffindung  grösserer  Theilnenner,  z.  B.  95,  wird  durch 
die  Bemerkung  erleichtert,  dass,  wenn  eine  Wurzel  einer  Gleichung 
einen  grossen  Werth  hat,  der  negative  Coefficient  der  zweithöchsten 
Potenz  der  Unbekannten  eine,  wenn  auch  nur  rohe  Annäherung 
an  diese  Wurzel  gieht,  wie  z.  B.  in  der  vorletzten  der  obigen 
Gleichungen  94  an  95. 

§.  130. 

Rationale   Wurzeln   ganzzahligor   Gleichungen. 
Reducible   Gleichungen. 

Wir  schliessen  diesen  Abschnitt  mit  einer  Betrachtung  über 
ganzzahlige  Gleichungen,  die,  wenn  sie  auch  nicht  unmittelbar 
mit  der  Theorie  der  Kettenbrüche  in  Beziehung  steht,  doch  hier 
am  passendsten  eine  Stelle  findet. 

Wenn  man  es  mit  Gleichungen  zu  thun  hat,  deren  Coeffi- 
cienten  rationale  Zahlen  sind,  so  wird  man  zunächst  nach  et- 
waigen rationalen  Wurzeln  suchen.  Wenn  die  Gleichung 
fix)  =  (hS?"  +  tti»;"-!  +  a^x«-^  +  ■  ■  ■  +  «»-i»^  +  «„  =  0 
rationale  Coefficienten  hat,  so  können  wir  immer  annehmen,  dass 
diese  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind;  man  hat  nur  nöthig,  um 
den  Fall  gebrochener  Coefficienten  darauf  zurückzuführen,  die 
ganze  Gleichung  mit  einem  gemeinschaftlichen  Vielfachen  aller 
Nenner  zu  multipliciren. 
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Wir  köiuwii  iibei'  auch  noch  weiter  ;iiinehmeii,  dasa  «0  =  1 
sei;  denn  setzen  wir  in  dem  Product  ffl"~'/(a^) 

90  wird  die  Gleichung 

«l"  -|-  ayS^—'^  -)-  Onü^x*-'^  +  ■  •  ■  +  <~'fln  =  0. 
Wir  wollen  also  jetzt  annehmen,  dass  in  der  Gleichung 

(1)        3^  -\-  Bi3-"-l  +  0!ä3;»-3  -(-...  -f-  (t„_i^  4-  a„  =   0 

die  Coefficienten  a,,  tja  .  .  .  a„  ganze  Zahlen  sind.  Eine  ratio- 
nale Wurzel  von  (1)  kann  nicht  eine  gebrochene  Zahl  sein; 
denn  nehmen  wir  an,   es  werde  (1)  befriedigt  durch  den  Bruch 

1" 
X  r=  —, 
1 
wo  p  und  g  ganze  Zahlen   ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  und 
q  positiv   und   grösser   als   1    ist,   so   folgt  durch  Multiplication 
mit  (f-^ 

E.  +  „,^n-i  j^  a,qp—^  + h  «»r-  =  0. 

Es  müsste  also  p"  :  q  eine  ganze  Zahl  sein,  wa.s   unmöglich  ist. 

Wenn  nun  die  (lleichung  (l)  dadurch  befriedigt  werden  kann, 
dass  man  für  x  eine  ganze  Zahl  setzt,  so  muss  diese  gallze  Zahl, 
wie  die  Gleichung  (1)  zeigt,  nothwendig  ein  Theiler  von  a„  sein, 
und  man  hat  also  nur  die  verschiedenen  Divisoren  von  a„,  mit 
positivem  und  negativem  Zeichen  behaftet,  versuchsweise  in  die 
Gleichung  einzusetzen. 

Auf  die  Frage  nach  rationalen  Wurzeln  einer  ganzzahligen 
Gleichung  kommt  auch  die  allgemeine  Frage  zurück,  ob  eine 
ganze  rationale  Function 

f(x)  =;  a;"  -|-  UiX^"''  +  ttiX"-^  _[^  .  .  .  _|_  a„-iX  -j-  a„, 
deren  Coefficienten  (ii,  a^  .  .  .  a„  ganze  Zahlen  sind,  durch  eine 
rationale  Function  von  niedrigerem  Grade  v: 

(p{x)  ^  X'  --\-  KjX'-''  -\-  aiX"-'^  -|-  .  .  .  -|-  (t^_^x  -\-  tt„ 
mit   rationalen   Coefficienten   «i ,   a^  ...  Kv  theilbar   sein   kann. 
Wenn  f(x)  durch   q>{x)   theilbar  ist,   so   ist   der  Quotient  ■iii{x) 
wieder  eine  ganze  rationale  Function  mit  rationalen  Ooefficioutcn 
vom  Grade  n  —  v: 

i,(ß)   =  X«-'-  +  ß,X"-^-^  -{ h  ßn-r-lX  +  /?,._., 

und  <\ii  f(x)  auch   durch  w(x)   theilbar  ist,   so   können   wir  bei 
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der  Entscheidung  unserer  Frage  w  ^  i «  annehmen.  Ausserdem 
folgt  aus  §.  2,  dass  die  Coefficientcn  w  und  ß  von  ip  und  ir 
ganze  Zahlen  sein  müssen. 

Um  nun  über  die  Möglichkeit  einer  solchen  Theilung  zu 
entscheiden,  nehme  man  die  Function  (p(x)  mit  unbestimmten 
Cocfficienten  «,  und  dividire  f(x)  durch  q>(x)  (nach  §.  3)^  Es 
ergiebt  sich  dann  ein  Rest  vom  Grade  v  —  1 ,  und  wenn  man 
dessen  Coefficienten,  die  sämmtlich  rationale  Functionen  der  « 
sind,  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  v  Gleichungen,  denen  diese 
Coefficienten  genügen  müssen.  Man  kann  durch  Elimination  {§.  50) 
eine  Gleichung  herstellen,  die  nur  noch  eine  dieser  Unbekannten 
enthält,  und  die  dann  eine  ganzzahlige  Wurzel  haben  muss.  Es 
wird  aber  oft  zweckmässiger  sein,  diese  Elimination  nicht  wirk- 
lich auszuführen,  sondern  direct  zu  versuchen,  dem  System  der 
V  Gleichungen  durch  ganzzahlige  Werthe  der  k  zu  genügen.  Die 
Auswahl  der  zu  erprobenden  Zahlen  kann  durch  manchen  Kunst- 
griff, der  auf  zahlentheoretischen  Sätzen  beruht,  sehr  eingeschränkt 
werden. 

Wir  wollen  beispielsweise  eine  Gleichung  zehnten  Grades 
aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  entnehmen ,  wo 
solche  Aufgaben  sehr  häufig  in  der  Weise  vorkommen,  dass  die 
Zerlegbarkeit  in  Factoren  bestimmten  Grades  theoretisch  fest- 
steht, und  wo  es  sich  dann  darum  handelt,  diese  Factoren  zu 
finden ').    Eine  solche  Gleichung  ist 

x^"  —  36a:3  -f-  528  a;«  —  3897  a;*  +  14354  a:^  —  21025  =  0. 

Wir  fragen,  ob  die  linke  Seite  in  zwei  Factoren  fünften 
Grades  zerlegbar  ist.     Wenn  der  eine  der  beiden  Factoren 

X'  -\-  ax^  -\-  ßx^  +  yx^  -^  öx  -}-  8 
ist,  so  ist  der  andere,    da  in   der  gegebenen   Gleichung    keine 
ungeraden  Potenzen  vorkommen, 

x^  ~  ux*  +  ßx'''  —  yx^  -\-  Sx  —  £, 
und  es  muss  also  sein: 

xio  _  SGx»  +  528«^  —  3897^-'  +  143543!^  —  21025 
3=  (x^  -j-  ßx^  +  8xf  —  (ax'  -f  y->2  +  e)^ 

^)  Vgl.  des  Verfassers  Werk;  „Ellijitiaehe  FuncUonen  und  algebraische 
Zahlen",  Braunschwpigl841.  Das  hier  behandelte  Beisj-iel  aus  der  Theorie 
der  Transformation  47'™  Grades  iat  aus  der  Allhandlung  gpnonnmen:  „Ein. 
Beitr^  Kur  Transformationstlieorie  der  elliptischen  Functionen  etc."  von 
H.  Weher  (1893).    MathemaUsche  Ännalen,  Bd.  43. 
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Setzt  man   entsprechende   Coefticicntcn   einander  gleich,  so 
folgt 

1.  c.^  ~  2ß  =  SC, 

2.  ß-^  -\-  1Ö  —  iKy  =  528, 

3.  y^  -\-  2aE  —  2ßd  =  3897, 

4.  6^  —  2ye  =  14354, 

5.  6ä  =  21025, 

und  es  sind  nun  ganznahlige  Werthe  von  «,  ß,  y,  S,  a  zu  suchen, 
die  diesen  fünfUleichungen  geniigen.  Zunächst  erhalt  man  aus  5.: 

f.  =  V21025  =  U5  =  5  .  29, 
und  man  kann  e  positiv  annehmen,  weil  das  von  x  unahhängige 
Glied  jedenfalls  in   einem  der  beiden  Factoren   positiv  ist.    Die 
Gleichung  4.  ergieht,  wenn  man  rechts  den  Beet  nach  dem  Modul 
145  nimmt, 

(4)  5"  =  —  1  (raod  145), 

und  diese  Oongruenz  hat  die  vier  Lösungen 

ö  =  ±  12,     ±17  (mod  145). 
Da  S  nach  4.  ausserdem  gerade  sein  muss,  so  könnte  ö  folgende 
Werthe  haben: 

d  =  ±  12,    ±  128,     ±  162. 
Weiter  wird  man  vorläufig  nicht  gehen,  da  grosse  Zahlwerthe  für 
ö  von  vornherein  unwahrscheinlich  sind.     Diesen  Werthen  von  d 
entsprechend  erhält  man  aus  4.  für  y: 

y  =  —  49,     7,     41. 
Wenden  wir  noch  den  Modul  5  an,  so  folgt: 
f  =  1,      —1,       1       (mod  5) 
und  aus  a, : 

ß  =  ±h      ±2,       ±1     (mod  5) 
und  aus  1.: 

«2=1  +  2,       1  +  1,      1+2     (mod  5). 

Daraus  ergicbt  sich,  da  nur  0,  1  und  4,  nicht  2  und  3  nach 
dem  Modul  5   mit  einem  Quadrat   congrnent  sein   können,   dass 
in  Ö  die  Zeichen  so  genommen  werden  müssen: 
ß  =  —  12,      -f  128,      —  162 
et.  =  ±  2,  0,  dz  2  (mod  5). 

Die  Gleichung  2.  zeigt  noch,  dass  der  mittlere  Fall   auszu- 
schliessen   ist,  da  die  rechte  Seite   nicht   durch   5   theilhar   ist. 
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Dass  auch  Ö  =  —  12  ausgeacbloasen  werden  nmss,  ergiebt  sich 
aus  der  GleichuDg  2.,  die  für  Ö  =  —  12,  y  =:  —  49  ilie  Congruenz 

ß^  =  &    (mod  7) 
zur  Folge  bat,  die  aber  nicht  lösbar  ist. 
Es  bleibt  also  nur  noch  übrig; 

S  =  —  162,    y  —  41. 
Aus  3.  folgt  für  fi  die  Congruenz: 

17ji  ^  93     (mod  145} 
oder 

ß=  —  \     (mod  5),       2/3^—1     (mod  29), 
also 

(3  =  14  (mod  liö). 
Nimmt  man  /3  ;=  14  an,   so  folgt  k  =;  —  8,  und  alle  Glei- 
chungen  1.  bis  5.  sind   befriedigt.     Es   bat   sieb   also   damit  die 
Zerlegung  ergeben,  die  nachträglicb  leicbt  zu  verüiciren  ist. 
xw  —  36a;3  -|-  528a;«  —  3897a;*  +  U354a;»  —  21025  = 
{x^  —  8a;*-|-  14a;s  +  41a;ä  —  162  a:;  +  145) 
(ajJ-f  8^*  +  Ux^  ^  Ux^—  162a;  ~  145). 
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Zwölfter   Abschnitt. 
Theorie  der  Einheits wurzeln. 


§.  131. 
Die   Einheits  wurzeln. 

Unter  einer  Einheitswurzel  versteht  man  allgemein  eine 
reelle  oder  imaginäre  Zahl  von  der  Beschaffenheit,  daas  irgend 
eine  ihrer  Potenzen  mit  einem  ganazahiigen  Exponenten  gleich 
1  ist.  Diese  Einheitavrarzeln  haben  wir  schon  im  §,  33  kennen 
gelernt  und  durch  trigonometrische  und  Exponentialf'unctioncn 
dargestellt.  Wir  haben  ferner  specielle  Fälle,  z.  B.  im  §.  35  die 
dritten  Einlieitsvuurzeln ,  benutzt,  die  dort  ohne  trigonometrische 
Functionen  ausgedrückt  wurden. 

In  allen  tiefer  gehenden  Untersuchungen  über  algebraische 
Gleichungen  ist  nun  eine  genauere  Kenntniss  der  Einheitswurzeln 
und  ihrer  Eigenschaften  unerlasslich.  Wir  werden  uns  daher  in 
diesem  Abschnitt  mit  dem  elementaren  Theil  der  algebraischen 
Theorie  der  Einheitswurzeln  eingehender  beschäftigen,  ohne  von 
ihrer  Darstellung  durch  trigonometrische  Functionen  Gehrauch 
zu  machen.  Wegen  der  geometrischen  Anwendung  auf  die  Con- 
struction  der  regulären  Vielecke,  auf  die  wir  schon  im  §.  33 
hingewiesen  haben,  wird  die  Theorie  der  Einheitswurzeln  auch 
die  Kreistheilungstheorie  genannt.  Sie  ist  im  Wesentlichen 
eine  Schöpfung  von  Gauss'). 

')  Gauss,  Diaq.  ai-.  Sectio  VII. 
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Wenn  die  m*'  Potenz  einer  Zahl  r  gleich  1  ist,  wenn  also 
die  Gleichung 

(1)  r»  =  1 

für  ein  ganzes  positives  n  befriedigt  ist,  so  heisst  r  eine  m" 
Einheitswurzel  oder  eine  Einheitswurzel  vom  Grade  n. 
Es  sind  also  alle  n*™  Einheitswurzeln,  und  nur  diese,  Wurzeln  der 
Gleichung  «""  Grades 

(2)  f(x)  =  »■  -  1  =  0. 
Es  ist 

(3)  f(x)  =--  «t-\ 

und  folglich  \\&i  f(x)  mit/'(a:)  keinen  Theiler  gemein;  also  hat 
f(x)  keine  mehrfachen  Wurzeln,  und  es  giebt  »  und  nicht  mehr 
von  einander  verscMedcne  «-*"  Einheitswurzeln, 

Ist  r  eine  m*°  Einheitswurzel,  ao  ist  es  auch  jede  ganze 
Potenz  von  r,  denn  aus  y»  z=  1  folgt  r'"^  =^  1,  wenn  fc  eine  be- 
liebige positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist  (auch  ft  =^  0  nicht 
ausgeschlossen);  also  ist  auch  r*  eine  t*"  Einheitswurzel.  Da  es 
aber  nur  n  Einheitswurzeln  vom  Grade  n  giebt,  so  sind  die  Po- 
tenzen r''  nicht  alle  von  einander  verschieden.  Hierüber  gilt  nun 
Folgendes : 

Wenn  zwei  Zahlen  fc,  7c'  sich  um  ein  Vielfaches  von  n  unter- 
scheiden, wenn  also 

(4)  li'  =  l    (mod  n) 
ist,  so  ist  auch 

(5)  ,*  =  ,-. 
Denn  ist  Ic'  =  Ic  -\-  h  n,  so  ist 

woraus,  da  r"  =  1  ist,  die  Gleichung  (5)  folgt. 
Es  sind  also  in  der  Reihe  der  Zahlen 

(6)  1,  r,  r\  rä  .  .  .  r"-» 

gewiss  alle  von  einander  verschiedenen  **  enthalten;  aber  es 
müssen  nicht  umgekehrt  die  Grössen  (6)  alle  von  einander  ver- 
schieden sein. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  h  und  k'  ^  /c  -|-  fi  zwei  Zahlen 
der  Reihe 

0,  I,  2  .  .  .  «  —  l 
und 
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SO  folgt,  dass  /•■"  =^  1  sein  mues.    Es  kann  also  in  der  Reilic  (6) 
kein  früher  dagewesenes  Glied  wiederkehren,  ehe  das  erste  Glied 
1  zum  zweiten  Male  vorkommt,  und  wenn  (i  die  kleinste  posi- 
tive Zahl  ist,  für  die  r"  =  1  ist,  so  sind  die  Zahlen: 
(7)  1,  r,  r°  .  .  .  f."-' 

alle  Ton  einander  verschieden. 

Es  muas  dann  /i  ein  Theiler  von  «  sein.    Denn  durch 
Division  lassen  sich  die  ganzen  Zahlen  h,  ft'  so  bestimmen,  dass 
«  ^  Afi  -|-  fi,';       0  <C  fi'  <  II. 

Dann  ist  aber  auch,  wie  aus 

r"  =  »■''■"  f'"' 
hervorgellt,  r"'  =  1,   d.  h.   da  /i  die  kleinste   positive  Zahl  sein 
soll,  für  die  r"  =  1  ist,  (t'  =;  0,  oder  n  durch  fi  theilbar. 

Es  ist  also  r  zugleich  fi''  Einheitawurzel,  aber 
nicht  Einheitswurzel  von  noch  niedrigerem  Grade. 

Man  nennt  die  Zahl  r  eine  primitive  )("'  Einheits- 
wurzel, wenn  sie  nicht  zugleich  Einheitswurzel  eines 
niedrigeren  Grades  ist. 

Aus  dieser  Definition  folgt,  dass  die  Zahlen  der  Reihe  (6), 
wenn  r  eine  primitive  n**  Einheitswurzel  ist,  alle  von  einander 
verschieden  sind,  und  dass  sämmtliche  n*™  Einheitswurzeln 
darunter  enthalten  sind,  dass  sie  aber  nur  einen  Theil  der  n**" 
Einheitawurzeln  ausmachen,  wenn  r  eine  imprimitive  m*^  Einbeits- 
wurzel  ist. 

Jede  Einheitswurzel,  deren  Grad  ein  von  n  verschiedener 
Thoiler  von  n  ist,  ist  zugleich  imprimitive  h"  Einheitawurzel, 

Ist  *■  zugleich  i^  und  m**  Einheitswurzel,  so  ist  es 
auch  fi'"  Einheitswurzel,  wenn  ji  der  grösste  gemein- 
schaftliche Tbeiler  von  n  und  m  ist. 

Denn  nach  §.  118  bann  man  die  ganzen  Zahlen  x,  y  so  be- 
stimmen, dass 

■ma;  +  M!/  =  (t 
wird,  und  folglich  ist 

Dem  entspricht  der  andere  Satz; 

Sind  ri,  r^  .  .  .  Einheitswurzeln  der  Grade  wj,  %  .  .  ., 
so  sind  sie  alle  zugleich  Einheitswurzeln  des  Grades  m, 
wenn  in  irgend  ein  gemeinschaftliches  Vielfaches  von 
Hl,  «2  .  .  .  bedeutet. 
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Dass  primitive  Einlieitswurzeln  für  jeden  Grad  n  existireii, 
haben  wir  im  vorigen  Paragraphen  noch  nicht  bewiesen.  Wir 
miisaen  dies  zunächst  nachholen  und  werden  dabei  auch  die 
genaue  Zahl  der  primitiven  Einheitswiirzeln  feststellen. 

Sei  der  Grad  n  in  zwei  Factoren  a,  6  zerlegt,  die  zu  ein- 
ander relativ  prim  sind,  also 

n  =  ab, 
und   sei   «   eine   «*=,   ß   eine   b'"   Einheitswurzel.     IJann   ist    das 
Product 

(1)  r  =  «/3 

eine  «**  Einheitswurzel.  Sind  «',  ß'  zwei  andere  a*«  und  6*«  Ein- 
heitswurzeln, so  ist  r'  =  «' ß'  auch  eine  Ji"  Einheitswurzel,  und 
es  ist  zu  zeigen,  dass  r'  von  r  verschieden  ist,  wenn  nicht  gleich- 
zeitig «  :^=  «'  und  ß  ■=  ß'  ist. 

Da  nämlich  a,  b  relativ  prim  sind,  so  kann  man  nach  §.  118 
die  ganzen  Zahlen  «,  y  so  bestimmen,  dass 

(2)  ax-\-ly=^\ 
ist;  und  dann  folgt  aus  (Ij 

p.    ^-    yhy^  ß    __    fax_ 

Demnach  ist   w   und   ß   durch  r  vollständig   bestimmt,  und 

wenn  a'  ß'  auch  gleich  r  sein  soll,  so  muss  «  =^  «',  ß  ^  ß'  sein. 

Lässt  man  also  in  (1)  k  alle  a^'^,  ß  alle  5'™  Einlieitswurzeln 

durchlaufen,   so   erhält  r   genau   ab  =  n  verschiedene  Werthe, 

und  es  folgt: 

I,    dass  in  der  Form  aß  alle  «*■="  Einheitswurzelu 
darstellbar   sind, 
und  weiter: 

II.    dass   r   dann   und   nur  dann   eine  primitive   »" 
Einheitswurzel  ist,   wenn  «  eine  primitive  «"^ 
und  ß  eine  primitive  6"  Einheitswurzel  ist. 
Denn  erstens  sei  fi  der  kleinste  positive  Exponent,  fiir  den 
r''  =  1  ist;  dann  ist  auch  a'^ß>'  ^  1,  und  daraus  folgt  nach  (2j, 
wenn  man  beiderseits  zur  Potenz  by  und  ax  erhebt, 
a«  =1,      ß''  =  1. 
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Wenn  nun  ji  <  n  iat,  so  kann  es  nicht  zugleich  durch  a 
und  durch  h  theilbar  sein,  und  also  können  aucli  a  und  b  nicht 
heide  die  kleinsten  positiven  Exponenten  der  Potenzen  von  «  und 
ß  sein,  die  gleich  1  werden,  d.  h.  also,  wenn  r  nicht  primitive 
ji'"  Einheitswurzel  ist,  so  sind  auch  «  und  ß  nicht  zugleich 
primitive  «"  und  b*^  Einheitswurzeln,  oder  wenn  «  und  ß  primi- 
tive ß*'  und  i'«  Einheitawurzeln  sind,  so  ist  ihr  Product  r  primi- 
tive «"*  Einheitswurzel,  Auf  der  anderen  Seite  ist  klar,  dass, 
wenn  a  oder  ß  zugleich  Einheitswurzel  von  niedrigerem  Grade 
als  a  oder  b  ist,  auch  r  Einheitswurzel  von  niedrigerem  als  dem 
»""  Grade  sein  wird. 

Zerfällt  n  in  mehrere  Factoren  a,  b,  c  .  .  .,  von  denen  je 
zwei  zu  einander  relativ  prim  sind,  und  sind  a,  ß,  y  .  .  .  Einheits- 
wurzeln der  Grade  a,b,c...,  und  setzt  man 

(3)  r  =  «/!,..., 

SO  schliesst  man  durch  mehrmalige  Anwendung  der  vorigen  Sätze, 
dass  in  (3)  alle  w*™  .Einheitswurzeln,  und  jede  nur  einmal,  ent- 
halten sind,  und  ferner,  dass  r  dann  und  nur  dann  primitive 
M**  Einlieitswurzel  ist,  wenn  a,  ß,  y  .  .  .  primitive  Eiuheitswnrzeln 
der  Grade  tt,  6,  c  . .  .  sind. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Anzahl  der  primitiven  n'^"  Einheits- 
wurzeln durch  (p  (n),  so  folgt  aus  dem  hier  Bewiesenen 

(4)  ?)(«)=  9)  («)q)  (6)  cp  (<;)..., 

n  =^  ahc  .  ■  . 
und  a,  b,  c  .  .  ,  Zahlen  sind,   die,  je  zwei  und  zwei,  zu  einander 
relativ  prim  sind. 

Nun  kann  man  jede  Zahl  n  auf  eine  und  nur  auf  eine  Weise 
in  ein  Product  von  Primzahlpotenzen  zerlegen 

worin  p,  Pi,  p^  ■  •  ■  verschiedene  Primzahlen  und  je,  %,  jt^  .  .  , 
positive  Exponenten  sind,  so  dass  aus  der  Formel  (4)  folgt: 

(5)  q>{n)  =  fip")  fpiP"')  <P{p!!')  ■  ■  ; 

und  dass  es  also  nur  noch  darauf  ankommt,  zu  entscheiden,  oh 
und  wie  viele  primitive  Einheitswurzeln  des  Grades  p"  existiren. 
Diese  Frage  ist  aber  sehr  einfach  zu  entscheiden.  Wenn 
nämlich  q  eine  Einheits Wurzel  vom  Grade  p"  ist,  so  ist  der 
niedrigste  Grad,  zu  dem  p  als  Einheitswurzel  gehört,  ein  Theiler 
von  p",  also  eine  Potenz  von  p,  und  wenn   er  also  nicht  gleich 
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p"  ist,  eil]  Theiler  von  p"^';  d.  li.  jede  nicht  primitive  Einlieits- 
wurzel  vom  Grade  p"  ist  zugleich  Einheitsv^urzel  vom  Grade 
P"-'-.  Da  es  aber  p"  Eiüheitswurzeln  vom  Grado  p"  und  nur 
pn-i  Einheitswurzeln  vom  Grade  p"-'^  giebt,  s 


'(-^) 


cp(«)  =  ,.n(i-i), 


primitive  Einlieitswurzeln  iJes  Grades  p"  vorhanden  sein.  Daraus 
erhält  man  nach  (5)  die  Anzahl  aller  primitiven  w'""  Einheits- 
wurzeln 

(6) 

worin  das  Productzeichen  77  sich  auf  alle  von  einander  ver- 
schiedenen in  n  aufgehenden  Primzahlen  bezieht.  Nur  für  den 
Fall  n  ^  l  passt  die  Formel  (6)  nicht  mehr;  in  diesem  Falle 
ist  ^(1)  =  1  zu  setzen.  Die  Zahl  ip(ii)  ist  also  niemals  gleich 
Null.  Da  es  hiernach  für  jeden  Grad  n  wenigstens  eine  primi- 
tive Einheits Wurzel  r  giebt,  so  lassen  sich  alle  w*™  Einheitswurzeln 
durch  die  Potenzen  von  r  darstellen: 
(7)  1,  r,  r3,  r=  .  .  .  r''-K 

Ist  ]*  irgend  eine  Potenz  von  r,  so  wird  dann  und  nur  dann 
^Äm  ^-.  i  se'm,  wenn  km  durch  n  theühar  ist.  Ist  also  «  =  n' n" 
und  n'  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  ft  und  n,  so  muss  m 
durch  n"  theilbar  sein  und  n"  ist  der  Exponent  der  niedrigsten 
Potenz  von  r*,  die  gleich  1  wird,  d.  h.  r''  ist  eine  primitive  m"'" 
Einheitswurzol.     Es  folgt  hieraus  der  Satz; 

III.  Ist  r  primitive  n^"  Einheitswurzel,  so  ist  t*  dann 
und  nur  dann  primitive  w'"  Einheitswurzel,  wenn 
k  relativ  prim  zu  n  ist 

Nehmen  wir  k  aus  der  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  3  ...  j*,  so 
ergiebt  sich  der  Satz  der  Zahlentheorie,  dass  ip(n)  gleich  der 
Anzahl  der  Zahlen  ist,  die  nicht  grösser  als  n  und  relativ 
prim  zu  n  sind.  Dies  ist  die  ursprüngliche  Dehnition  des  in 
der  Zahlentheorie  allgemein  gehrauchten  Zeichens  ip  (k) 

Ist  k  relativ  prim  zu  n,  so  kann  man  eine  ganze  Zahl  ic  so 
bestimmen,  dass  kx  ^  1  (mod  «)  wiid  Ömd  dann  »,  ri  zwei 
11*^  Einheits  würz  ein,  so  kann  nur  dann  **■  =  rj  sein,  v\enn  r  =  Ti 
ist,  wie  sieh  durch  Erhoben  zur  Potenz  x  eigiebt.  Danus  folgt 
nach  111. : 


y  Google 


4  Zwölfter  Abschnitt.  g,  133. 

IV.    Ist   k  relativ   prim   zu  n  und   durchläuft  r   die 
Reihe   der   primitiven   w'™  Einheitawurzeln,  so 
durchläuft  r*  dieselbe  Zahlenreihe,  wenn  auch 
in  anderer  Ordnung. 
Endlich  führen  wir  noch  den  Satz  an: 

V,  Ist  n  eine  Primzahl,  so  ist  jede  n^"  Einheits- 
wurzel mit  Ausnahme  von  1  primitive  n*^  Einheita- 
wurzel. 


§.  133. 

Gleichungen   für  die   primitiven   Einheitswurzeln 
ra""   trradea. 

Alle  k""  Eiuheitswurzeln  sind,  wie  wir  gesehen  haben, 
Wurzeln  einer  Gleichung /„(.-c)  =  0,  wenn 

(1)  /,(!)  =  r<:--l 

ist;  wenn  wir  die  Function  f»{x)  von  allen  Factoren  befreien, 
die  sie  mit  anderen  Functionen  derselben  Form  /„,  (x)  gemein  hat, 
was  durch  rationale  Operationen  geschieht  (§.  0),  so  erhalten  wir 
eine  Gleichung  X„  ^=  0,  der  die  primitiven  n""  Einheitswurzeln 
und  nur  diese  goniigen  und  X„  hat  die  Form 

(2)  X„  =  X'-  +  «1  x'-^  -\ \-  a,.. 

Der  Grad  v  ist  gleich  y(w)  und  die  Ooefficienten  «i,  a^  ...  a^ 
sind  rationale  Zahlen. 

Beim  Aufsuchen  der  gemeinschaftlichen  Factoren  von  /„  und 
/„,  können  wir  uns  für  jii  auf  die  Theiler  von  n  beschränken. 
Wie  man  die  Function  X„  einfach  bilden  kann,  werden  wir  gleich 
noch  näher  sehen.  Wir  beweisen  aber  zunächst  einen  allgemeinen 
Satz  über  diese  Functionen. 

Die  )t*™  Eiuheitswurzeln  umfassen  alle  primitiven  ;(.*«"  Ein- 
heitswnrzeln,  worin  ft  irgend  ein  Theiler  von  n  ist,  n  selbst  und 
1  eingeschlossen,  da  als  primitive  erste  Einheitswurzel  eben  die 
Einheit  1  selbst  zu  betrachten  ist.  Lassen  wir  also  /i  alle  Divi- 
soren von  n  durchlaufen  und  beachten,  dass  zwei  verscliiedene  X^ 
niemals  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  und  dass  sowohl 
fnix)  als  Xf,  keine  mehrfachen  Factoren  enthalten,  so  folgt 

(3)  Mx)  =  nx„ 


y  Google 


§.  133.  Einheitswurzelu.  415 

worin    sich    daa    Productzeichen    U   auf   alle   Tlieiler   (i   von   »; 
bezieht. 

Daraus    erhalten    wir    nebenbei    einen    Beweis    des    zablen- 
theore tischen  Satzes 
(4)  n=£q>(fi), 

wenn   wir   den  Grad    der  Functionen   auf   der   rechteu  und  der 
linken  Seite  von  (3)  einander  gleich  setzen. 

Andererseits  schliessen  wir  nach  dem  Gauss'schen  Theorem 
(§.  2),  dass  die  Coefficienten  der  sämmtlichen  X^  ganze  Zahlen 
sind.  Denn  tarnen  darunter  auch  gebrochene  Zahlen  vor,  so 
könnte  das  Product  nicht  lauter  ganzzahlige  Coefficienten  ent- 
halten, wie  es  doch  nach  (3)  und  (1)  sein  muss. 

Alle  Functionen /„ {x)  haben  den  Theiler  x  —  l,  und  wenn 
wir  die  Theilung  ausführen,  so  ergiebt  sich 

(■■''  ¥=^  =  "'"'  +  '"'  +  ■•■  +  »+!■ 

Hieraus  schliessen  wir,  dass,  wenn  r  irgend  eine  primitive 
oder  nicht  primitive  n^°  Einheitswurzel  ist,  mit  alleiniger  Aus- 
nahme von  r  =^  1,  immer 

(6)  l  +  ,  +  ^<  +  .  .  .  +  ,.-.  =  0, 

während   für   r  =  1    die  Summe   auf  der   linken  Seite   von   (fi) 
offenbar  den  Werth  n  hat. 

Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  giebt  es  ausser  1  keine  im- 
primitiven «t™  Einheitswurzeln,  und  daher  ist,  wenn  n  eine  Prim- 
zahl ist,  was  wir  dadurch  andeuten  wollen,  dass  wir  p  dafür 
setzen, 

(7)  Xp  =  3^»-i  -f  xf-^  H "+«  +  !• 

Ebenso  einfach  lässt  sich  X„  bilden,  wenn  n  eine  Prim- 
zahlpotenz  ist,  also 

n  ^=  p", 

oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung  jj""'  ^=  p'  setzen: 
n  =  p'p. 
Die  w*™  Ein heits wurzeln   bestehen  in   diesem  Falle  aus  den 
primitiven  is*™  Einheitswurzeln  und  aus  den  ji''™  Einheitswurzeln 
und  es  ist  also; 

(8)  X.  =  ^"^j-  =  xy«-«  +  I.'»-»  +  .  .  .  +  ar.'  +  1 
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Ist  p'  >  1,  also  sr  >  1 ,  so  fehlt  in  dieser  Gleichung  das 
Glied  mit  der  (y  —  1)""  Potenz  der  Unbekannten,  dessen  Coeffi- 
cient  der  negativen  Summe  der  Wurzeln  gleich  ist.  Wir  haben 
also  den  Satz: 

Die  Summe  aller  primitiven  »t'™  Einheitswwrzeln 
ist,  wenn  n  eine  höhere  Potenz  einer  Primzahl  ist, 
immer   gleich  Null. 

Zur  allgemeinen  Bildung  von  Xn  wollen  wir  ein  recurrentes 
Verfahren  anwenden;  wir  nehmen  X„  als  schon  gebildet  an, 
bezeiclmen  mit  p  eine  in  n  nicht  aufgehende  Primzahl,  mit  p' 
■wie  oben  die  (st  —  1)*^  Potenz  von  p,  und  bilden  nun  X„yp, 
worin  natürlich  p'  auch  gleich  1  sein  kann. 

Bezeichnen  wir  mit  r  die  primitiven  n«°  Einheitawurzcln, 
mit  tt  jede  Einheitswurzel  des  Grades  pp',  und  mit  «'  jede  Ein- 
heitawurzel  des  Grades  p',  so  erhält  man  die  sämmtlichen  primi- 
tiven Einheits wurzeln  des  Grades  npp,  wenn  man  von  den 
sämmtlichen  r«  die  ra'  wegnimmt  {§.  132,  II).  Die  »■«  sind  aber 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 

X„(a;J'i'')  =  0, 
weil  die  Grössen 

von  der  Reihenfolge  abgesehen,  mit  den  r  selbst  übereinstimmen 
(§.  132,  IV).     Ebenso  sind  die  ra'  die  Wurzeln  der  Gleichung 

X^fr"')  =  0; 
und  daraus  eigiebt  sich 

f9)  X„,,  (.)  =  ^^^. 

Hiervon  macht  auch  der  Werth  n  ^^  1  keine  Ausnahme, 
wenn  wir  unter  Xj  die  Function  x  ~~  1  verstehen.  Danach 
können  wu  X„  in  allen  Fallen  verhältnissmässig  einfach  bilden. 
Wir  betrachten  einige  besondere  Fälle. 

Nehmen  wu  an,   es  enthalte  n  nur  zwei  von   einander  ver- 
schiedene Piimzahlen  p   q  und  sei  also 
n  =  pp'qn', 
dann  ergiebt  die  Formel  (8)  und  (9): 

^  (a;"  —  1)  G^  -  l) 
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eine  Formel,  die  sich  leicht  durch  vollständige  Induction  folgcnder- 
maassen  verallgemeinern  lässt. 

Bezeichnet  man  mit  /t,  alle  Zahlen,  die  aus  n  entstehen, 
wenn  man  w  durch  eine  gerade  Zahl  verschiedener  Primtheiler 
von  w  dividirt  («  selbst  eingeschlossen),  mit  (tj  die  Zahlen,  die 
aus  H  entstehen,  wenn  mau  n  durch  eine  ungerade  Zahl  solcher 
Primtheiler  dividirt,  so  ist 

(10)  x.  =  "J  ■■'-'>. 

n{x'-^  —  1) 

Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  (9)  für  npp\  wenn  man  an- 
nimmt, die  Richtigkeit  sei  für  n  schon  bewiesen. 

Bedeutet  r  jede  der  primitiven  «**"  Einheitswurzeln,  so  sind 
bei  ungeradem  n  die  — r  die  primitiven  2«""  Einheitswurzeln 
(§.  132,  I,  II).     Demnach  ist  hei  ungeradem  n 
(U)  Z,.W  =  Z,(-r.). 

Ist  n  eine  Potenz  von  2,  so  ist  nach  (8): 

(12)  X„  =  ^l~  ^    =  a;^  +  1. 

X2  —  1 
Setzen  wir   in   der  Formel   (8)   s;  =  1 ,   so   erhält  X„   den 
Werth  j),  wenn  n  eine  Potenz  von  p  ist.     Dagegen   ergiebt  die 
Formel  (9),  wenn  «  >  1  ist,  für  X„jp-  den  Werth  1  (für  n  =  1 
würde  auf  der  rechten  Seite  Zähler  und  Nenner  =  0). 
Wir  erhalten  also  den  Satz: 

?.  Die  Function  X„  erhalt  für  x  =  1  den  Werth  p, 
wenn  w  eine  Potenz  der  Primzahl  p  ist,  und  den 
Werth  1,  wenn  n  mehr  als  eine  Primzahl  als 
Theiler  hat. 


§.  134. 
Irreducibilität. 

Die  Functionen  X„ ,  die  im  vorhergehenden  Paragraphen 
definirt  sind,  haben  die  für  ihr  tieferes  Studium  und  alle  An- 
wendungen sehr  wichtige  Eigenschaft  der  Irreducibilität,  d.  h. 

Es  ist  nicht  möglich,  eine  Function  X„  von  x  in 
Factor en    niedrigeren   Grades    zu    zerlegen,    die    selbst 
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ganze  rationale  Functionen  von  x  mit  rationalen  Zahlen- 
coefficienten  sind. 

Diesor  wichtige  Satz  ist  für  den  Fall,  dass  n  eine  Primzahl 
ist,  von  Gauss  aufgestellt  und  zuerst  bewiesen.  Später  sind 
noch  viele  andere  Beweise  gegeben  worden,  die  zum  Theil  all- 
gemeiner und  einfacher  sind.  Wir  folgen  hier  feinem  Beweis  vou 
Krön  eck  er. 

In  der  Function  X„  hat,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben,  die 
höchste  Potenz  von  x  den  Goefficienten  1,  während  die  übrigen 
Coefficienten  ganze  Zahlen  sind.  Nehmen  wir  nun  an,  es  könne 
X„  in  zwei  Factoren  mit  rationalen  Coefficienten 

(1)  X.=  v  («)♦(«) 

zerlegt  werden,  so  muss  das  Product  der  Coefficienten  der  höchsten 
Potenzen  von  a;  in  y  und  if»  gleich  1  sein ,  und  wir  können  also 
annehmen ,  dass  diese  höchsten  Coefficienten  in  (p  und  i>  selbst 
den  Werth  1  haben  (da  wir  anderenfalls  durch  das  Product  der 
beiden  Coefficienten  dividiren  würden).  Dann  folgt  aber  aus  dem 
Gauss'schen  Satz  (§.  2),  dass  die  übrigen  Coefficienten  von 
(p(x)  und  !/'(«)  ganze  Zahlen  sein  müssen,  dass  also  q>(x')  und 
Tpix),  wenn  für  x  eine  ganze  Zahl  gesetzt  wird,  selbst  in  ganze 
Zahlen  übergehen  müssen. 

Setzen  wir  also  a;  =  1,  so  folgt: 

,.(1)*(1)=  X,(l), 
also  nach  Satz  V,  gleich  1  oder  gleich  einer  Primzahl  p.     Dem- 
nach  muss  von   den  beiden   Factoren   g>(l),  if'(l)   gewiss   einer 
den  Werth  i  1  haben,  während  der  andere  gleich  i  1  oder  i  p 
ist.     Wir  nehmen  also  an,  es  sei 

(2)  ,>(1)  =  ±1. 

Die  Wurzeln  r  der  Gleichung  X„  =  0  vertheilen  sich  nun 
auf  die  beiden  Gleichungen  (p  =  0,  ijj  =  0,  und  da  keiner  der 
beiden  Factoren  ip,  ^  von  x  unabhängig  ist,  so  miiss  es  unter 
den  primitiven  w'™  Einheitswurzeln  r  gewiss  eine  geben,  die  wir 
mit  Q  bezeichnen  wollen,  für  die 

9 (p)  ^  0 
ist. 

Wenn  nun  r  irgend  eine  primitive  n^^  Einheitswiirzel  be- 
deutet, so  sind  unter  den  Potenzen 

r,  r^,  *■'...  r"~' 
alle  w""  Kinheits wurzeln  mit  Ausnahme  von  1,  also  auch  q  ent- 
halten, und  es  folgt  also,  dass  das  Product 
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(3)  ^(x)  =  fix)  (p(x^)  if(x^)  .  .  .  (p(x«-') 

für  a;  ^  r  verschwindet.  Da  aber  r  jede  Wurzel  von  X„  sein 
kann,  und  diese  Wurzeln  alle  von  einander  verschieden  sind,  so 
musa  0{x)  durch  X„  theilbar  sein,  also 

(4)  0(x)  =  X„W{x). 

Die  Function  *  (x)  hat,  wie  aus  ihrer  Biidungaweiae  hervor- 
geht, den  Coefficienten  1  der  höchsten  Potenz  von  x  und  sonst 
ganzKablige  Coefficienten;  ebenso  X„.  Es  muss  also  auch  W(x) 
den  Coefficienten  1  der  höchsten  Potenz  von  x  und  sonst  ganz- 
zahlige Coefficienten  haben.  Es  folgt  aber  aus  (2)  und  (3),  dass 
^(x)  für  a;  =^  1  den  Werth  i  1  erhält,  also 
(6)  ±1  =  X,(1)'J'(1), 

worin  'F(l)  eine  ganze  Zahl  sein  muss. 

Wenn  nun  n  eine  Primzahlpotenz  p"  ist,  so  ist  X„(l)  =:  p, 
und  dies  widerspricht  der  Gleichung  (ö).  Also  ist  die  Irreduci- 
bilität  von  X„  für  den  Fall  bewiesen,  dass  w  eine  Primzahl  oder 
eine  Potenz  einer  Primzahl  ist. 

Der  allgemeine  Beweis  verlangt  also  noch  Folgendes:  Sind 
a  und  b  zwei  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler, 
wird  ferner  vorausgesetzt,  dass  X^  und  Xb  irreducibel 
sind,  so  folgt,  dass  auch  Xa,,  irreducibel  ist. 

um  dies  zu  beweisen,  setzen  wir  n  =  ab  und   nehmen   an, 
es   sei   g?  (x)   ein  rationaler  Factor   von    X„.    Die   Wurzeln   von 
<p(x)  ^  0  sind  dann  unter  den  primitiven  «'™  Einheitswurzeln 
enthalten,  und  sind  also  von  der  Form 
(6)  p  =  aß, 

worin  k  und  ß  gewisse  primitive  a"  und  i*"  Einheitswurzeln 
bedeuten  (%.  132). 

Nun  lässt  sieh  (durch  einen  speciellen  Fall  der  Tschirn- 
hausen-Transformation) aus  (p(x)  eine  Function  0(x)  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  ableiten,  deren  Wurzeln  die  a^"'  Potenzen 
der  Wurzeln  von  <p  (x)  sind.    Es  sind  also  die  Wurzeln  von  0  (x) 

ß»  =  ^», 
d.  h.,  da  a  relativ  prim  zu  b  ist,  lauter  primitive  ¥'  Einheits- 
wurzoln,  und  wenn  also  überhaupt  ein  p  vorhanden  ist,  so  muss 
0(x)  mit  Xt  einen  nicht  conatanten  Factor  gemein  haben.  Nun 
haben  wir  aber  als  schon  bewiesen  vorausgesetzt,  dass  Xj  keinen 
rationalen  Factor  ausser  sich  selbst  habe;  also  muss  ^(x)  durch 

27* 
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Xi,  theilbar  sein,  und  die  ß''  und  folglich  auch  die  ß  selbst,  die 
in  (6)  vorkommen,  umfassen  zusammen  alle  primitiven  6*^" 
Einheitawurzeln.  Ebenso  wird  nun  bewiesen  daas  w  in  (6) 
alle  primitiven  a*'"  Einlieitswurzeln  duichlauft  und  dass  also  q 
alle  primitiven  n^-""  Einhcitswurzeln  durchlauft 

Die  Wurzeln  von  tp  (x)  stimmen  also  voUig  uberem  mit  den 
sämmtlichen  Wurzeln  von  X„,  und  tolghch  musa  wenn  wir  zur 
Bestimmung  eines  Zahlenfactors  etwa  noch  festsetzen,  dass  die 
höchste  Potenz  von  x  in  ^(x)  den  Coetficienten  1  haben  soll, 
(p{x)  mit  X„  identisch  sein. 

Es  ist  also  unter  den  gemichten  \  oi  lus^etzungen 
Xn  nicht  in  Factoren  niedrigeren  Grades  mit  rationalen 
Coefficientcn  zerlegbar. 

Mit  denselben  Hülfsmitteln  können  wir  den  folgenden  Satz 
von  Kronecker  beweisen,  der  die  Irreducibilität  der  Functionen 
X„  in  einem  weiteren  Sinne  ausspricht '). 

Die  Function  X„  kann  nicht  in  Factoren  zerlegt 
werden,  die  in  Bezug  auf  x  ganz  und  rational  sind,  und 
in  den  Coefficientcn  nur  rationale  Zahlen  und  Einheits- 
wurzeln enthalten,  deren  Grad  relativ  prim  zu  n  ist. 

Angenommen,  es  sei  a  relativ  prim  zu  n,  und  r  eine  primi- 
tive n'",  «  eine  primitive  «'*  Einhcitswurzel,  und  es  sei  tp  (x,  «) 
ein  Theilor  von  X„,  also  wenigstens  für  ein  r 

(7)  ,,(r,  »)  =  0. 

Es  sei  nun  p  eino  primitive  «a"  Einheitswurzel,  also  eine 
Wurzel  von  X„„  :=  0;.dann  ist  sowohl  r  als  a  eine  Potenz  von 
Q  (§.  131),  etwa 

worin  I  relativ  prim  zu  w,  aber  theilbar  durch  a,  rj  relativ  prim 
zu  a,  aber  theilbar  durch  n  ist     Es  ist  also 

(8)  y(sSs'.)  =  0. 

Nun  ist,  wie  wir  soeben  bewiesen  haben,  X„a  irreducibel, 
und  folglich  muss  die  Function  9(3;%  a:''),  die  mit  Xna  einen 
Theiler  gemein  hat,  durch  diese  Function  theilbar  sein,  d.  b. 
es  ist  für  jedes  ganzzablige  h,  was  zu  na  relativ  prim  ist: 

(9)  (pCp"-;  pM)  =  ü. 

1)  Mem.  aur  lea  factem's  irreduotiblea  de  rexpresaion  (it"  —  1).  Liüu- 
ville'E  Journal,  VoJ.  XIV. 
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Ist  nun  s  eine  beliebige  zu  n  theilerfremde  Zahl,  so  können 
wir  h  so  h e stimm eB,  dass 

Ä  ^  s  (mod  «),     /i  ^  1  (mocl  a) 
wird,  und  demnach  folgt  aus  (9) 

9,(r',  «)  =  0, 
d.  h.  die  Gleichung  (7)  ist  für  alle  Wurzeln  von  X„  befriedigt. 
Es  ist  also  ip  {x,  a)  durch  X„  theilbar  und  musa  also,  da  anderer- 
seits X„  durch  ip{x,  a)  theilbar  vorausgesetzt  war,  bis  auf  einen 
numerischen  Factor  mit  X„  identisch  sein. 

§.  135. 

Die  Discriminante   der  Kreistheilungsgleichung. 

Die  Einheitswurzeln  vom  Grade  n  lassen  sich  in  transcen- 
denter  Form  darstellen  durch 

(1)  r  =  e  "     =^  cos  - — -  +  t  sm 

^  ■'  «        '  n 

Diese  Einheitswurzel  ist  primitiv  oder  nicht  primitiv,  je 
nachdem  k  theil  er  fremd  zu  n  ist  oder  nicht  Die  einfachste 
unter  den  primitiven  erhalt  man  für  Ä  =;  1,  nämlich 

(2)  ro  ^  e  "    ^=  cos 1-  i  sin ■  =:  a  -\-  bi. 

Der  Winkel  2  7t  :  n  ist  der  n""  Theil  der  ganzen  Kreiaperi- 
pherie.  Die  verschiedenen  Theilpunkte,  die  man  erhält,  wenn  man 
diesen  Winkel  von  einem  beliebigen  Anfangs- 
punkte an  auf  der  Peripherie  aufträgt,  be- 
stimmen das  dem  Kreise  eingeschriebene 
reguläre  w-Eck, 

-'•^'i 11  Die  Theilpunkte  lassen  sich  construireo, 

wenn  man  r  und  damit  a  und  b  (oder  auch 
nur  eine  dieser  heiden  Grössen)  kennt.  Insbesondere  ergiebt  sich 
für  die  Seite  s  des  regulären  w-Eckes,  wenn  der  Radius  c  des 
I  Kreises  gleich  1  angenommen  wird, 


^=Vi^~-'^} 


Die   übrigen   Grössen  r   stehen   in   derselben   Beziehung   zu 
den    anderen    Tbeilpunkten.     Wegen    dieser    geometrischen    Be- 
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deutung  nennen  wir  die  Gleichung  X„  ^=  0,  deren  Wurzeln  die 
Grössen  (1)  sind,  die  Kreistheilungsgleicliung. 

Wir  bestimmen  jetzt  die  Discriminante  der  K r ei sth eilung s- 
gleichung  X„  =  0,  beschränken  uns  aber  auf  den  Fall,  dass  « 
eine  ungerade  Primzahl  ist. 

Es  ist  dann 

(3)  X.  =  s—  +  x-'  +  ---  +  x  +  l, 

und  da  nur  die  eine  imprimitive  n^^  Einheitswurzel  l  existirt, 
so  ist 

(4)  /„W  =  I--1  =  («-!)  X., 
also 

(5)  /;  (I)  =  ,  a?.-  =  Z,  +  (»  -  1)  X 

Ist  nun  D  die  Discriminante  von  X„,  so  ist  nach  §.  46 

worin  sieh  das  Prod  netz  eichen /7  auf  alle  Wurzeln  r  der  Gleichung 
Xn  ^^=  0  erstreckt,  und  worin,  da  n  ungerade  ist, 

gesetzt  werden  konnte. 
Es  ist  aber  nach  (Ö) 

(7)  «r—  =  (r^l)X;M, 

und  da  das  Product  aller  r  gleich  1  ist  (weil  es  gleich  dem  von 
X  unabhängigen  Gliede  in  X„  ist),  und  da 

n{x  -  r)  =  77 (r  —  x)  =  X„, 
also 

n{r-  1)=  Z.(l)  =  „,  (§.133) 

so  folgt  aus  (6)  und  (7) 

(8)  D  =  (_- if^  n-'. 

Die  Wurzeln  von  Z„  sind,  wenn  r  eine  von  ihnen  ist,  alle 
in  der  Form  enthalten 

r,  r^,  r''  .  .  .  r"~^, 
und  wenn  wir  also  das  Difforenzenproduct 
9)  F  =  {r  —  r^)  (r  ~  r^)  .  .  .   (r  —  r"-i) 

(r'  -  '■')  ■  .  .  (r^  -  y-^) 
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einführen,  so  ist  (§.  46) 

Es  ist  also  auch  nach  (8) 

(10)  I'=.,'--^V{-i)^,, 

wodurch  P,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  bestimmt  ist.  Es  ist  P 
reell,  wenn  n  ^  1,  und  imaginär,  wenn  n  ^  —  1  (med  4)  ist, 
also  reeli  für  w  =  5,  13,  17,  29,  37  .  .  .,  imaginär  für  n  =:  S,  T, 
11,  19,  23,  31  .  .  .  Das  Vorzeichen,  das  wir  in  (10)  der  Wurzel 
zu  geben  haben,  hangt  davon  ab,  welches  r  wir  in  dem  Ausdruck 
(9)  gewählt  haben. 

Wählen  wir  ein  bestimmtes  r,   z.  B.  r  =  Va ,   so  können  wir 
das  Vorzeichen  in  (10)  noch  bestimmen.     Um   dies   auszuführen, 
theilen  wir  die  binomischen  Factoren  von  P, 
r'  —  r-'.,     V  <  fi, 

deren  Anzahl  -^  — -^  beträgt,  in  zwei  Classen.  Die  Difierenzen 
der  einen  Classe  bilden  das  Product 

(11)  Q  =  {r~  r"-i)  (r^  -  r"~^)  .  .  .  ir~^  —  r~^X 
das  also  alle  die  Factoren  enthält,  in  denen  fi  -(-  v  =  w  ist. 

Die  übrigen  Factoren  lassen   sich  in  Paaren   von  folgender 
Form  zusammenfassen 

(12)  B  =  <r-  ,f)  (r-c  -^"-). 

Die  Anzahl  der  Factoren  in  Q  ist  — - — ,   und   also  ist   die 
Anzahl  der  Paare  B, 

1  /« (*^  —  1  j  _  «  —  i\  _  /«  —  ly 


Nun  ist,  wenn 


B  =  ^  2  +  ^--  +  ,-.-  =  -  2(1  -  cos  '"^'■1'---^  h), 

d.  h.  B  ist  immer  negativ.     Folglich   hat   das   Product   aller  R 
das  Vorzeichen 

Es  ist  ferner 
(13)      ^  =  (2»)  a     sm sin sin  '^ -^ — , 
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unrl   (las  Vorzeichen   hiervon   ist  von   k   abhängig.     Nehmen   wir 
aber  fc  =r  1,  also  r  =  r«,  so  sind  alle  die  Winkel 
ij^      4^  (n  -  1). 

«   '       M  n 

zwischen  Null  und  x  gelegen  und  die   Sinus   alle   positiv.     Wir 
sohüessen  hieraus,  dass  in  diesem  Falle 

(u)       ^        p=(-i)V,„Vv'i 

ist,  und  ]/n  positiv  zu  nehmen  ist. 

Das  Vorzeichen  des  Produetes  der  B  hängt  von  der  Wahl 
von  r  nicht  ab,  sondern  nur  von  der  Beschaffenheit  von  n.  Es 
ist  daher  von  Interesse,  das  Product  Q,  dessen  Vorzeichen  von 
der  Wahl  von  *■  ahhaJigt,  für  sieh  zu  bestimmen.  Wir  erhalten 
es  auf  folgende  Weise: 

Multipüciren  wir  den  Ausdruck  (11)  mit 


und  sodann  mit 

SO  erhalten  wir 

r^Q  =  (r^  _  1)  (r.  -  1)  .  .  .  (r—^  _  l) 

r^V^_  (l  _  ^.-.j  (1  _  ,.»-4^  .  .  .  (1  _  ^). 

Da  nun  die  Exponenten  2,  4...«—  1,  n  — 2,  n  — 4...  1 
zusammen  alle  Zahlen  1,  2  ...  n  —  1  umfassen,  so  ergiebt  sich 
durch  Multiplication  dieser  beiden  Ausdrücke: 

«'  =  (~\)^n{r  -  1)  =  (-1)"^», 
also 

(lö)  q  =  ±i~^  V». 

Die  Vergleichung  mit  (13)  ergiebt 

(16)     2   ä     sin sm  ■  ■  ■  sin '- =  4-  V  n. 

•    ■'  n  n  n 

Das  Vorzeichen  in  dieser  Formel  hängt,  wie  in  (15),  noch 
von  J;  ab;  es  ist  aber  das  positive,  wenn  h  =^  X  ist.  Im  Uebrigen 
wollen  wir  über  dies  Vorzeichen,  das  weiterhin  noch  genauer 
untersucht  werden  wird,  noch  einen  wichtigen  Satz  ableiten. 


y  Google 


Nach  der  Definition  (11)  ist  Q  eine  ganze  rationale  Function 
von  r,  die,  wenn  man  sie  nach  Potenzen  von  r  ordnet,  ganze 
rationale  Zahlencoefficienten  erhält.     Setzen  wir  also 

r  =  rj, 
so  wird 

worin  F  das  Zeichen  für  eine  rationale  Function  ist,  deren 
Coefficienten  von  k  nicht  abhängig  sind.  Setzen  wir  nun  für 
fc  der  Reihe  nach  die  Werthe 

i  =  1,     2  ...  w  —  1, 
so   stellt  rj   alle  Wurzeln   der   Kreistheihingsgleichung  X„  ^=  0 
dar,  und  die  Summe 

i  e  =  Fin)  +  -FW)  H h  Fft-') 

ist  eine  bjmmetrische  Function  der  Wurzeln  dieser  Gleichung; 
sie  lasst  sich  also  rational  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung, 
d  li  duich  rationale  Zahlen  ausdrücken  und  ist  mithin  seihst  eine 
rationale   Zahl.     Andererseits  ist  aher  nach  der  Formel  (15) 

wenn  h  eine  ganze  Zalil  bedeutet,  nämlich  die  Anzahl  der  Fälle,  in 
denen  in  (15)  das  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist,  vermindert  um 
die  Anzahl  der  Fälle,  in  denen  das  negative  Zeichen  gilt.  Beides 
ist  aber  nur  dann  mit  einander  verträglich,  wenn  h  =  0  ist; 
und  damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

1.  Durchläuft  ft  die  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  3,...  n  ^\, 
so  gilt  in  der  Formel  (16)  ebenso  oft  das  positive 
wie  das  negative  Zeichen. 

Es  braucht  kaum  besonders  erwähnt  zu  werden,  dass  man 
für  Ic  auch  ein  anderes  volles  Restsystem  von  n,  mit  Ausschluss 
der  durch  n  theilharen  Zahl,  nehmen  kann. 


Primitive   Oongruenzwurzeln. 

Parallel  mit  der  Theorie  der  Einheitswurzeln  geht  eüie 
Theorie  der  sogenannten  binomischen  Congruenzen,  ohne  die  in 
der  Theorie  der  Kreistheilungsgleichungen  weitere  Schritte  nicht 
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gemacht  werden  können,  deren  Grundzüge  passend  hier  einge- 
schoben werden ,  wo  sich  die  Analogie  mit  der  Theorie  der  Ein- 
heitswurzeln deutlich  zeigt. 

Es  sei  also  jetzt  n  eine  Primzahl  und 

(1)  f(x)  =  a.x'"  +  ffl,a;~-i  H h  «— la^  +  «™ 

eine  ganze  Function  von  x,  deren  Coefficienten  a  ganze  Zahlen 
sind,  und  a^  nicht  durch  n  theilbar.  Setzen  wir  für  x  eine  solche 
ganze  Zahl  k,  dass  /(«)  durch  n  theilbar  wird,  so  sagen  wir 
(nach  Analogie  der  Gleichungen),  «  sei  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenz  »«'™  Grades: 

(2)  f{x)  =  0    (mod  n). 

Wird  M  um  ein  Vielfaches  Yon  n  vermehrt,  so  bleibt  es 
Wurzel  der  Congruenz  (2),  Solche  nach  dem  Modul  n  con- 
gruente  Wurzeln  gelten  nicht  als  verschieden.  Unter  dieser 
Voraussetzung  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

1.  Eine  Congruenz  m*^"  Grades  für  einen  Primzahl- 
roodul  kann  nicht  mehr  als  m  verschiedene  Wur- 
zeln haben. 

Der  Satz  ist  richtig  für  m  =  l,  denn  die  Congruenz  o;oa:-(-(i^O 
(mod  n)  hat  nur  eine  Wurzel,  nämlich,  wenn  a'tt  so  bestimmt  wird, 
dass  an  a'r,  ^  1  (mod  m)  ist,  k  ^  —  »ß'o  (mod  n).  Wir  nehmen 
unseren  Satz  also  jetzt  als  bewiesen  an  für  den  Grad  m  —  1 
und  leiten  seine  Richtigkeit  für  den  Grad  m  daraus  her.  Nach 
§.  4  können  wir,  wenn  zunächst  a  beliebig  ist,  setzen 

(3)  ZM^^)  =/.(,), 

worin  fi{x)  eine  ganze  Function  vom  (m  —  1)*™  Grade  ist,  die, 
wenn  «  eine  ganze  Zahl  ist,  ganzzahlige  Coefficienten  hat.  Wenn 
also  /(«}  ^  0  ist,  so  folgt  aus  (3) 

(4)  f(x)  =  ix-a)f,(x)    (modM). 

Jede  Wurzel  ß  der  Congruenz  (2)  muss  also  der  Bedingung 
(ß  —  a) /i(ß)  ^  0  (mod  n)  genügen.  Also  ist  entweder  ß  —  c 
oder  fi  {ß)  durch  w  theilbar. 

Nun  giebt  es  nach  Voraussetzung  höchstens  mj  —  1  Werthe 
ß,  für  die  f^(ß)  durch  n  theilbar  wird;  giebt  es  also  noch  eine 
w"  Wurzel  von  (4),  so  muss  diese  gleich  k  sein. 

Wenn  also  eine  Congruenz  von  der  Form  f{x)  ^  0  (mod  n) 
mehr  Wurzeln  hat,  als  ihr  Grad  beträgt,  so  schliessen  wir,  dass 
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die  Congruenz  identisch  ist,  d.  h.  das9  alle  Coefficienten  voii/(^} 
durch  n  theilbar  sein  müssen. 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  sieht,  ganz  analog  dem  alge- 
braischen Satz,  dass  eine  Gleichung  nicht  mehr  Wurzeln  haben 
kann,  als  ihr  Grad  angiebt.  Es  iässt  sich  aber  nicht  der  andere 
Satz  übertragen,  dass  jede  Gleichung  auch  wirklich  so  viele 
Wurzeln  hat.  Eine  Congruenz  m^"  Grades  kann  weniger,  selbst 
gar  keine  Wurzeln  haben.  Um  so  bemerkenswerther  ist  eine 
besondere  Congruenz,  bei  der  die  Zahl  der  Wurzeln  immer  dem 
Grade  gleichkommt,  auf  Grund  eines  Lehrsatzes,  der  der  Fermat'- 
sche  Lehrsatz  genannt  wird,   und   den  wir  hier  so  formuliren. 

2,    Die  Congruenzen 
(5j  x"  —  X  ^  0,      x"-^  —  1=0       (mod  n)  - 

haben,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  viele  Wurzeln 
al8  ihr  Grad  betragt,  nämlich  n  und  n  —  1. 

Beide  Behauptungen  sind  nicht  wesentlich  verschieden,  denn 
die  erste  der  Congruenzen  (5)  hat  alle  Wurzeln  der  zweiten  und 
ausserdem  die  Wurzel  0,  die  der  zweiten  nicht  genügt  Ebenso 
hat  die  zweite  alle  Wurzeln  der  ersten,  mit  Ausnahme  der 
Wurzel  0. 

Da  es  nun  für  den  Modul  n  überhaupt  nur  n  verschiedene 
Zahlen  giebt,  so  ist  also  zu  beweisen,  dass  für  jede  ganze  Zahl 
«  die  Congruenz  besteht 

(6)  K"  =  w     (mod  n). 

Diese  Congruenz  ist  richtig  für  k  ^  0  und  «  =  1,  Wir 
beweisen  sie  also  wieder  durch  vollständige  Induction,  indem  wir 
aus  der  als  richtig  vorausgesetzten  Congruenz  (6)  die  Richtig- 
keit von 

(7)  (»  +  !).  s=»  +  l     (mod«) 

ableiten.  Dies  ist  aber  aus  dem  binomischen  Satz  zu  schliessen, 
wenn  man  beachtet,  dass  alle  Binomialcoefficienten ,  mit  Aus- 
nahme des  ersten  und  des  letzten,  die  gleich  1  sind,  nämlich 

n(n~l)        n  (n  —  1)  (n  —  2) 
■'^'  1.2       '  1.2.3  '  ■  " 

durch  n  theilbare  ganze  Zahlen  sind,  weil  der  Zähler,  nicht  aber 
der  Nenner  durch  n  theilbar  ist.    Demnach  ist 

(k  -|-  1)"  =  «"  4-  1     {"lO'i  **)i 
also  folgt  die  Formel  (7)  aus  der  Formel  (6). 
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Die  Differenz 

x{x  —  1)  {x  —  2)  .  .  .  {x  —  n  ^  i)  —  X"  ^  X 
ist  eine  Function,  höchstens  vom   n  —  1'™  Grade.     Sic  ist  aber 
fiir  n  Werthe  von  cc,  nämlich  für  x  =  0,  1,2,...»  —  1   con- 
gruent  mit  Null,  und  daher  haben  wir  identisch 

x(x  —  1)  (ic  —  2)  .  .  .  (x  —  n  -\-  l)  ^  x"  —  X    (mod  n). 
Daraus  ergieht  sich  der  Wilson'sohe  Lehrsatz: 
1  .  2  .  3  .  .  .  (w  ~  1)  =  —  1     (mod  m), 
wenn  man  die  Coefficienten  der  ersten  Potenz  von  x  beiderseits 
vergleicht. 

Wir  beschränken  uns  jetzt  auf  die  zweite  der  Congruenzen  (5) 

(8)  3;"~^  ^  1     (mod  n) 
und  beweisen  zunächst  den  Satz: 

3.    Ist  a  ein  Theiler  von  n  —  1,  so  hat  die  Congruenz 

(9)  x^  =  1     (mod  n) 
genau  a  verschiedene  Wurzeln. 

Denn  es  ist,  wenn  n  —  1  =  ab  ist, 

x"-^  —l  =(0^—1)  (3^lft-i)  +  x'^f"-^)  H ^z-^l), 

und  da  jede  Wurzel  der  linken  Seite  Wurzel  entweder  des  einen 
oder  des  anderen  Factors  auf  der  rechten  Seite  sein  muss,  so 
folgt,  dass,  wenn  x"  —  1  ^0  weniger  als  a  Wurzeln  hätte,  der 
zweite  Factor  mehr  Wurzeln  haben  müsste,  als  sein  Grad  angieht, 
entgegen  dem  Satz  1, 

Ist  «  eine  durch  n  nicht  theilhare  Zahl,  und  a  die  kleinste 
positive  Zahl,  fiir  die  «"  ^  1  (mod  n)  wird,  ist  femer-Ä  irgend 
eine  positive  ganze  Zahl,  für  die  a"*  ^  1  (mod  tt)  ist,  so  ist  a 
nothwendjg  ein  Theiler  von  h,  insbesondere  also  a  ein  Theiler 
von  «  ^  1. 

Denn  setzen  wir  h  =  qa  -\-  a',  worin  q  eine  ganze  Zahl  und 
a'  <  a  ist,  so  ist  auch  k"'  ^  1 ;  also  muss  m'  ^^  0  sein,  weil  a  die 
kleinste  positive  Zahl  sein  sollte,  wofür  diese  Congrucnz  befriedigt  ist. 
Eine    Wurzel    w    der    Congruenz    (9)    von    der 
Eigenschaft,    dass    keine    niedrigere    als    die    «'* 
Potenz   der   Einheit   congruent  wird,   heisst   eine 
primitive  Wurzel  dieser  Congruenz,    oder    primi- 
tive tt*^  Congruenzwurzcl  der  Primzahl  «,  und  eine 
primitive  Wurzel  g  der  Congruenz  (8)  nennen  wir 
auch   kurz  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  n. 
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Wir  wollen  beweisen,  dass  für  jede  Primzahl  n  primitive 
Wurzeln  existiren  und  ihre  Anzahl  bestimmen,  und  gehen  dabei 
denselben  Weg,  wie  bei  den  Einheits wurzeln. 

Es  seien  a  und  h  zwei  Theiler  von  n  —  1 ,  die  unter  sich 
relativ  prim  sind,  und  a  eine  a*%  ß  eine  &"  primitive  Congruenz- 
wurzel  von  n.  Setzen  wir  ab  =  c,  so  ist  y  =  aß  eine  primi- 
tive c"  Congruenzwurzel ,  und  umgekehrt  lasst  sich  auch  jede 
primitive  c'*  Congruenzwurzel  in  der  Form  aß  darstellen. 

Denn  es  ist  erstens:  (a ß)'  ~  «•=  ß"  ■^.  l  (modnj,  und  zweitens: 
wenn  (mß)''  =  a,'' ß''  ^  1  (mod  n)  ist,  SO  ist  auch  k** /5''''  ^  1, 
also  a^''  ^  1,  also  kb  durch  a  theilbar,  also  auch  h  durch  a 
theilbar,  und  ebenso  schÜesst  man,  dass  h  durch  b,  also  auch 
durch  ab  ^=  c  theilbar  sein  muss;  d.  h.  aß  ist  primitive  c" 
Congruenzwurzel. 

Ist  umgekehrt  y  eine  primitive  c^  Congruenzwurzel,  so  be- 
stimmen wir  die  positiven  ganzen  Zahlen  x,  y  so,  dass 
(10)  ay  -\-bx  ^  l     (mod  c) 

wird,  indem   wir  zunächst  x  aus  bx  ^  l  (mod  a)   und   dann  j/ 


zu  b  und  X  relativ  prim  zu  a.    Hiernach  ist 

y  ^  y''^  yv  =  aß  (mod  n) 
und  /'^  =  a  ist  primitive  »**  Congruenzwurzel,  y"^  =  ß  primi- 
tive  6"  Congruenzwurzel   (weil  «''  =;  y''^''  nur   dann  ^  1   sein 
kann,  wenn  h  durch  a  theilbar  ist). 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  die  Productc  rxß  alle  von  ein- 
ander verschieden  sind,  d.  h,  dass  die  Congruenz 
(U)  aß  =  oi'ß'    (mod  »?), 

wenn   «,  w';   ß,  ß'  primitive   a*^  und  6'"  Congruenzwurzeln   sind, 
nur  befriedigt  werden  kann,  wenn 

K  =  «',      ß  ^  ß'    (mod  n) 
ist.     Dies  folgt  aber  nach  (10),  wenn  man  (11)  in  die  Potenz 

bx  ^  l       (mod  a) 
erhebt,  woraus  sich  a  ^  cc'  ergiebt,  und  dann  auch  ß  ^  ß'. 

Bezeichnen  wir    also   die   Anzahl   der   primitiven  a*"'   Con- 
gruenzwurzeln  mit  <p  (ff),  so  folgt  aus  dem  Bewiesenen 
(12)  y(c)  ^fp(a)<p(b). 
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Es  bleibt  noch  übrig,  wenn  p  eine  Primzabl  und  pp^  eine 
in  n—  1  aufgehende  Potenz  von  p  ist,  9>(ppi)  zu  heatimmen. 

Ist  K  eine  nicht  primitive  Congruenzwurzel  vom  Grade  p" 
und  p™— '  =  jjj,  so  ist,  wenn  ce''  die  niedrigste  nach  dem  Modul 
«  mit  1  congruente  Potenz  von  k  ist,  h  ein  Theiler  von  j>j>„ 
d.  h.  eine  Potenz  von  p;  da  A  aber  kleiner  als  ppi  sein  soll,  so 
ist  es  auch  ein  Theiler  von  p^,  und  folglich  01*1  ^  1  (mod  jj), 
also:  eine  nicht  primitive  Congruenzwurzel  des  Grades  ppi  ist 
zugleich  eine  Congruenzwurzel  des  Grades  p^.  Umgekehrt  ist 
jede  Congruenzwurzel  des  Grades  fi  zugleich  eine  imprimitive 
Congruenzwurzel  des  Grades  pp^.  Da  nun  die  beiden  Con- 
gruenzen  x^^>  ^  1,  xp^  ^  1  so  viele  Wurzeln  haben,  als  ihr  Grad 
beträgt,  so  bleiben  pp^  —  pi  primitive  Congruenzwurzeln 
der  ersten  übrig,  und  es  ist  also 
(13)  (S>{.Pvd  =Pi(p  —  !)■ 

Die  Function  y  (es)  hat  also  dieselbe  Bedeutung,  wie  im  §.  132, 
und  ea  ist  damit  zugleich  die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln 
der  Primzahl  n  gleich  )p  {n  —  1)  gefunden.  Wir  sprechen  also 
noch  den  Satz  aus: 

4.  Eine  Primzabl  n  hat  (p(n  —  1)  primitive  Wurzeln. 
Damit  ist    die   Existenz    von   primitiven  Wurzeln    für   jede 

Primzahl  nachgevriesen  und  zugleich  ihre  Anzahl  bestimmt.  Zur 
Auffindung  der  primitiven  Wurzeln  haben  wir  freilich  keine 
andere  allgemeine  Methode  als  das  Prohiren,  was  durch  einige 
Kunstgriffe  etwas  abgekürzt  werden  kann. 

Ist  g  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  n,  so  sind  die 
Reste  der  Potenzen 

(U)  1,  (/,  'ß,  y^  ...  t-^ 

alle  von  einander  verschieden,  da,  wenn  p«  ^  (/™  +  ^  wäre,  (/■"  ^  1 
sein  müsste,  was  nicht  möglich  ist,  so  lange  ft  kleiner  als  w  —  1 
ist  Es  musa  also  unter  den  Resten  der  Reihe  (14),  unter  denen 
der  Rest  0  nicht  vorkommt,  jede  der  Zahlen 

(15)  1,  2,  S  ...  K  —  1 

und  jede  nur  einmal  enthalten  sein,  oder  mit  anderen  Worten: 

5.  Ist  a  eine  durch  n  nicht  theilhare  Zahl,  so 
giebt  es  eine  und  nur  eine  Zahl  «  aus  der  Reihe 
der  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  «  —  2,  durch  die  die  Con- 
gruenz 

(16)  g"  =  u    (mod  «) 
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befriedigt  wird.  Dieselbe  Congruenz  wird  aber 
auch  befriedigt,  wenn  als  Exponent  eine  mit 
K  nach  dem  Modul  n  —  1  congruente  Zahl  ge- 
setzt wird,  und  man  findet  in  jedem  vollen 
Restsystem  nur  eine  solche  Zahl  «. 
Der  Exponent  a  heiset  der  Index  von  a  m  Bezug  auf  die 
Basis  g,  und  es  wird  geschrieben 

(17)  a  ^  inda    (raod  «  —  1), 

Man  hat  also  für  jede  durch  n  nicht  theilbare  Zahl 

(18)  sf'"«""  ^  a     (mod  n). 
Aus  den  beiden  Formeln 

(19)  3'"^«  +  '"^*  ^  ab,      ff^-i^i"  ^  «"•     (mod  n) 
ergiebt  sich  der  Satz: 

6.    Der     Index     eines     Productes    ist     gleich     der- 

8umme    der   Indices    der    Factoren;   der   Index 

der  m*™  Potenz  von  a  ist  gleich   dem  mfacben 

des  Index  von  a. 

Diese   Sätze   sind  ganz   analog   den   entspreobenden    Sätzen, 

die  sich  auf  die  Rechnung  mit  Logarithmen  bezieben,   und   die 

Analogie  lässt  sich   noch   weiter   verfolgen.     So   wird    z.  B.   der 

Uebergang   von   einer  Basis  g  zu   einer  anderen  Basis  y'   durch 

die  Formel 

(20)  ind«  ^  ind/  inda    (mod  n  —  1) 
vermittelt. 

Wir  wollen  noch  den  leicht  zu  beweisenden  Satz  anführen, 
dass  unter  den  durch  n  nicht  theilbaren  Zahlen  a  die  und  nur 
die  primitive  Wurzeln  sind,  deren  Indices  relativ  prim  zu  «  —  1 
sind. 

Für  praktische  Rechnungen  bedient  man  sich  zweckmässig 
sogenannter  Indextabellen,  die  den  Logarithmentafeln  entsprechen. 

Mau  nennt  in  der  Congruenz  (17)  w  den  Index  und  a  den 
Numerus,  und  stellt  am  besten  zwei  Tabellen  auf,  von  denen  die 
eine  zu  jedem  Index  den  Numerus,  die  andere  zu  jedem  Numerus 
den  Index  giebt,  wo  die  zweite  durch  Umstellung  aus  der  ersten 
gewonnen  wird.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  für  die  Indices  der 
Modul'«  —  1,  für  die  Numeri  der  Modul  n  in  Betracht  kommt 
tind  congruente  Zahlen  als  gleichwerthig  gelten.  So  erhält  man 
z.  B.  für  »  =:  13  und  die  Basis  2 
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0123456789     10 

11 

iY  1 

1     2     4     8     3     fi     12   11     9     5     10 

7 

N  1 

1     2    ;■.    4    r,    0     7    8     9     10     U 

12 

7J014     2     95    1138     10     7       0 

Im  Gauon  Arithmeticua  von  Jacobi  (1839)  sind  für  alle  Prim- 
zahlen im  ersten  Tausend  Indextabellen  zusammen  gestellt.  In 
kleinerem  umfange  nach  Berechnungen  von  Ostrogradsky  in  der 
„Theorie  der  Congruenzen"  von  Tachebyscheff  (deutsch  von 
Schapira,  Berlin  1889). 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  der  Index  von  1  immer  gleich 
0  ist,  nnd  dass  der  Index  von  —  1  (oder  von  n  —  1)  immer  gleich 

hat,   so 

muss  —1,  da  es  nicht  den  Index  0  hat,  und -das  Doßpelte  seines 
Index  gleich  0   oder  n  —  1   ist;  den   Index     - -„   -     haben;    in 
Formeln : 
(21)  indl^O,       ind(— 1)  =  ^^^^-  (mod  w— 1). 


§■  137. 

Multiplication   und  Theilung   der  trigonometrischen 
Functionen. 

Wir  haben  schon  auf  den  Zusammenhang  hingewiesen,  der 
zwischen  der  Theorie  der  Einheitswurzoln  und  der  geometrischen 
Aufgabe  der  Theilung  der  Kreisperipherie  besteht.  Die  Verall- 
gemeinerung dieser  Aufgabe  führt  auf  die  Theilung  eines  be- 
liebigen Winkels,  Auch  diese  Aufgabe  fuhrt  auf  algebraische 
Gleichungen,  von  denen  wir  die  für  die  Dreitheilnng  schon  früher 
für  die  allgemeine  Auflösung  der  cubisehen  Gleichungen  benutzt 
haben  (§.  112). 

Wir  beginnen  jetzt  mit  der  Aufstellung  der  allgemeinen 
Formeln. 

Nach  dem  Moivre'schen  Satze  (§.  33)  ist,  wenn  n  eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl  und  9  ein  beliebiger  Winkel  ist, 
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(1)  cos  ncp  -\-  i sin nip  =  (cos gj -|~  ? sin  9;}", 

und  wenn  wir  auf  der  rechten  Seite   den   binomischen  Satz  an- 
wenden ,  so  folgt  durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären 
cos  nq>  ^  e09  y"  —  B^'^  cos"^^  tp  sin^  (p 

-4-  54"'cos"~*  q?sin*q)  —  .  .  . 

(2)  ^.^^,^^ 

— ; — —  ^=  Mcos"— '(c  —  B3"'cos"~'cpsin^ffi 
bin  9  ^  TT 

-\-  Bb"'  cos"—"^  <p  sin*  (p  —  ■  ■  ■ 
worin  B*"'  wie  früher  die  Binomialcoefficienten  sind,  und  die 
Summen  auf  der  rechten  Seite  so  weit  fortzusetzen  sind,  als  keine 
negativen  Exponenten  von  cos  tp  vorkommen.  Da  nun  sin*  9 
=^1  —  cos^iji  ist,  so  lassen  sich  diese  beiden  Ausdrücke  ratio- 
nal durch  cos  (p  darstellen ;  wir  setzen 

(3)  2  cos  q)  =  X, 
und  führen  die  Bezeichnung  ein 

(4)  ^cmnw  ^  An(x\     ^^^^  ^  B„(x), 

worin  also  A„(x)  und  £n(x)  ganze  rationale  Functionen  von  x 
sind,  Äa(x)  vom  Grade  n,  Bn(x)  vom  Grade  n  —  1.  Wir  wollen 
das  allgemeine  Gesetz  dieser  Functionen  ermitteln.  Wir  stellen 
sie  für  die  ersten  Werthe  n  :^  1,  2,  3  .  .  .  auf,  und  leiten  dann 
eine  Recursionsformel  zur  Berechnung  der  höheren  Functionen 
ab.    Man  findet 

A,ix)  =  X  B,{x)  =  1 

(5)  AA^)  =  ^'-%       B,(x)  =  x 
As(x)  =  x^  —  äx,    B^(x)  ^  x^  —  l. 

Nun  ist  aber  nach  bekannten  Formeln 

cos  («  +  1)  7>  +  cos  (si.  ~  1)  q)  =  2  cos  93  cos  w  cp 
sin  («  -|-  1)  9  +  sin  (n  —  1)  90  =  2  cos  tp  sin  n  (p, 
woraus  für  A^  und  B„  die  Kecursionsformcln  folgen : 

Daraus  kann  man  A„^  B^  für  jedes  beliebige  »  berechnen, 
wenn  diese  Functionen  für  11  =  \  und  n  =  2  bekannt  sind.  So 
findet  man 


y  Google 


434  Zwölfter  Ähsehnitt.  §.  1: 

Ä^(x)  ^  X*  —  ix^  -}-  2 
A^(x)  =  3;^  —  6x^  -j-  5x 
A^{x)  =  x^  —  Gx*  -{-  ^x^  ■—  '2, 

S^{x)  =  x"'  —  Ix 

B;  (a;)  =  ir'  —  3  a^ä  -f  1 

B^(p)  =  x^  —  43;s4-33;, 
und  so  kann  man  fortfahren.     Man   Icommt   durch  Induction   ' 
folgendem  allgemeinen  Gesetz: 


(7)  A.{I)  =  i'  (^  1)-  j^^  ü?  -'  »"-",    05,5-, 

(8)  B.ljo)  =  Z  (-  !)■  «— -"  a?-'— ,        0  5  «  5  "^^ , 

WO  die  Summen  mit  r  =  0  beginnen,  und  so  lange  fortzusetzen 
sind,  als  die  Exponenten  von  x  nicht  negativ  werden. 

Da  sich  diese  Formeln  in  den  ersten  Fällen  als  richtig  er- 
weisen, so  ist,  um  sie  allgemein  zu  beweisen,  nur  noch  der 
Nachweis  nöthig,  dass  sie  die  Formeln  (6)  veriiiciren.  Bilden 
wir  zu  diesem  Zweck 

'•  '  •       '   n  — -v—  1 

lind  setzen  v  —  1  an  Stelle  von  v,  so  folgt 

(9)  A_,(x)  =  -  i  (-  !)■  '-tri  _BS-->  ».-..+., 


Wenn  wir  B'Z\  =  0  annehmen,  können  wir  auch  hierin  v 
von  0  an  wachsen  lassen. 

Die  Werthe,  dio  v  in  der  Formel  (7)  annimmt,  unterscheiden 
sich  dann  von  denen  in  der  Formel  (9)  nur  wenn  n  ungerade 
ist,  weil  dann  der  Werth  v  ^  (w  -|-  1)  :  2  in  (9),  aber  nicht  in 
(7)  vorkommt.  Wir  können  aber  diesen  Werth  in  (7)  zufügen, 
wenn  wir 


annehmen.     Dann  ergieht  sieb 
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(10)  XÄ„(x)  —  Ä„-i  (x) 

Nun  ist  aber,  wie  sich  aus  den  Ausdrücken  für  die  Binomial- 
coefficienten  leicht  ergiebt  (§.  8), 

auch  in   den  beiden   Grenzfällen   i;  =  0,  v  =  [n  -\-  l)  :  2,   und 
somit  stimmt  also  (10)  mit  dem  überein,  was  sich  aus  der  rechten 
Seite  von  (7)  durch  Vertauachung  von  n  mit  «  -f-  I  ergiebt. 
Ganz  ebenso  ergiebt  die  Formel  (8) 

xB^(x)  —  B„-i(x)  =  i:  (~  l)"«"-^''  (M""""  +  -Bl"-i""")' 
und  da 

ist,  so  ist  damit  auch  (8)  allgemein  bewiesen. 

Der   Uebersicht  halber   setzen   wir  die  Formeln  etw^s   aus- 
führlicher her: 
(U)  A„(x}  =  X»  -nx^~' 

h(»~-3)      _         n(n  —  i)(n~b)      _6  _i_ 

+  "^T2~  *     "  -^'~rrY~d     ""    + " "  ■ 

(12)  B„{x)  =  x"-^  —  («— 2)a^-3 
(n-3)  (n-i)  (»-4)(n-5)(«-6) 

_|  ___  X"      ~  1.2.3  ^        ^ 

Nehmen  wir  cosny   und  sinwgj  als   gegeben  an,   so   dient 
die  Gleichung  n**"  Grades 

(13)  2  cos  «9  —  A„{a:) 

zur  Bestimmung  der, Unbekannten  x  =  2cosy.  Die  Bedeutung 
der  n  Wurzeln  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  daraus,  dass  der 
Cosinus  sich  nicht  ändert,  wenn  der  Winkel  um  ein  Vielfaches 
von  2  TT  wächst.  Demnach  genügt  der  Gleichung  (13)  jeder 
Werth 


(U)  ».  =  2.C08(_v+^, 


wenn  v  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet, 
Man  erhält  aber  alle  von  einander  verschiedenen  Werthe  von 
(14),  wenn  man  v  ein  volles  Restsystem  in  Bezug  auf  n  durch- 
laufen läsat,  also  z.  B.  v  =;  0,  1,  2  .  .  .  m  —  1  setzt,   und  man 

28* 
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sieht  auch  leicht,  dass  diese  n  Wertbe  aile  von  einander  ver- 
schieden sind,  wenn  man  von  dem  besonderen  Falle  absieht, 
dass  qo  ein  Vielfaches  von  rc  ist.  Denn  zwei  Cosinus  sind  nur 
dann  einander  gleich,  wenn  die  Summe  oder  die  Differenz  der 
Winkel  ein  Vielfaches  von  2  jr  ist. 
Die  Gleichung 

(15)  sinwcp  r=  sin  qj  JB„  (jc) 

bestimmt,  wenn  .B„(a:)  nicht  gleich  Null  ist,  sin  <p  eindeutig 
durch  X. 

Suchen  wir  in  der  Gleichung  (13)  das  von  x  unabhängige 
Glied,  so  ergiebt  sich   mit  Benutzung  von  (6j  für  ein  gerades  n 

2( — ^1)^  —  2cos«y, 
und  für  ein  ungerades  n 

■ —  2  cos  «9, 
und  wenn  man   dies  dem  positiven   oder  negativen  Product   der 
Wurzeln  gleichsetzt,  so  erhält  man  für  ein  gerades  n 

(16)  2"-i  n  cos  (91  H —)  =  (—  1)^  —  cosn(p, 

und  für  ein  ungerades  n 

(17)  2"—'  //  cos  f  ip  -| j  =  CO"  n  cp, 

und  diese  Formeln  gelten  da  lechts  und  link'!  stetige  Functionen 
von  (p  stehen  auch  noch  fui  den  zunächst  lusg  «ichlossenen  Fall, 
wo  tp  ein  Vielt-iches  von  n  ist 

Hierin  können  wir  untei  dem  Pi oductzeichen  vm  für  v  setzen, 
wenn  m  irgend  eine  zu  n  theileifiemde  Z\h\  ist  weil  dann  vm 
zugleich  mit  v  ein  volles  Re-ät-ijstem  nich  dem  Modul  n  durch- 
Ituft  Sondern  wn  den  Werth  v  ^=  0  ib  und  lassen'  dann  v 
sowohl  die  positiven  als  die  negativen  Zahlen  durchlaufen,  die 
absolut  kleiner  als  k  :  2  sind,  so  erhalten  wir  aus  (17)  die  für 
jedes  ungerade  n  gültige  Formel 

(18)  2"-'    77   cos  ( (p  -^ 1  cos  {  ro  — 1  =  -— ^• 

'  «--i        \^    '        n     J         y  11     }  cosy 

Setzen  wir  hierin  ep  ^=  ii  und  ziehen  die  Quadratwurzel,  so 
ergiebt  sich 
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worin  einstweilen  das  Vorzeichen  noch  unbestimmt  bleibt. 

Wenn  wir  aber  in  (18)  qo  in  ro  :  2  übergehen  lassen,  so  er- 
hält die  rechte  Seite,  die  sich  unter  der  unbestimmten  Form  0 : 0 

darstellt,   den  Grenzwerth  ( — 1)  ^    n,  und  wir  erbalten   wieder 
die  Formel,   die  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  eine  Primzahl 
n  abgeleitet  haben,  allgemein  für  jedes  ungerade  n 
2vmx 


(20) 


n 


--±Vh: 


und  für  m  =  1  ist  das  positive  Zeichen  zu  nehmen. 

Die  Function  B„,  die  in  Bezug  auf  x  vom  (n  —  1)*^"  Grade 
ist,  verschwindet,  wenn  n^,  aber  nicht  (p,  ein  Vielfaches  von  ;r 
ist,  also  für 
(21)  X  =  2cos— ^, 

worin  h  eine  ganze,   nicht   durch  n  theilbare  Zahl  ist.     Nehmen 
wir  zunächst  n  gerade  an,  so  erhalten  wir  alle  in  (21)  enthaltenen 


verschiedenen  Wertbe,  wenn  wi 
theilerfremde  Zahl  setzen  und 
(22)  h  =  »t,     2  »j,     3  Wi  . 

annehmen;  denn  es  ist  nur  dann 


für  m  eine  beliebige  zu  n 


hhi 


wenn  entweder  h  -\-  h'  oder  h  —  h'  ein  Vielfaches  von  2  n  ist, 
was  nicht  eintreten  kann,  wenn  h  und  h'  beide  aus  der  Reihe 
(22)  genommen  sind. 

Unter  den  Werthen  (21)  ist  einer,  nämlich  der  dem  Werth 
k  =  nm:2  entsprechende,  gleich  Null  und  die  übrigen  sind  paar- 
weise entgegengesetzt.    Hiernach  ergiebt  sich  für  ein  gerades  n 


(23) 


B.ix)  : 


n    L 


x-^  - 


-  4  cos* 


Wenn  n  ungerade  ist,  so  ist  B„{x)  nur  von  x'^  abhängig; 
also  sind  je  zwei  der  Werthe  (21)  entgegengesetzt  gleich  (für  h 
und  fe  -|-"  ")■    Wenn  man,  indem  man  wieder  m  zu  n  relativ  prim 
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h  =  2»i,     im,     Gm,  .  .  .  (n  —  l)m 
annimmt,  so  erhält  man  in  (21)  weder  zwei   gleiclie,   noch   Kwei 
entgegengesetzte  Werthe,  und  es  ergeben  sich  alle  von  einander 
verschiedenen  Werthe  von  x^. 

Es  wird  also  für  ein  ungerades  n 

(24)  B^ix)  =    n_^(x^-^  cos^  ^^)- 

Setzen  wir  in  dieser  Formel 

„               ,        ,(,        ■  ,    ,         „  'ivma        ,         .   ,  Ivmx 
X  ^  2cosy,  x^  =  i\\  — em'qo),  cos^  —     —  ^1  —  sin^ , 

so  können  wir  sie  so  darstellen : 

(25)  —. — ^  =  {—  Ij  s     2"-'     TT      sin'cp  —  sm^  , 

^     '        sm  9  ^       ■'  ,^--i  V  «     / 

wieder  für  »p  =  0  die  Formel  (20)  folgt. 

Da  POS  n  cp  bei  ungerailem  «  verschwindet,  wenn 

,     .     2vm7t 

cosffl  =  +  sin 

^  n 

so   haben   wir    damit    auch   für   diesen   Fall   die   Factoren- 

der  Function  Ä„(x)  gefunden.   Es  ist  für  ungerades  » 


,,{x)  =  X     h     (x^ 


Die  Grössen 

(27)  K  =  siu2  ^^^^^ 

sind  also  die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade 
(«  —  1)  :  2 

g>^{x)  =  0, 
und  wir   erhalten  die  Function  ^„(a;),  wenn   wir  an  Stelle   der 
Variablen  x^  in   der  Function  j4„  {x) :  x   eine   neue  Variable  4  x 
setzen  und  durch  2"-^  dividiren.    Es  wird  daher  [Formel  (11)] 

(28)  *„(«)  =  Ä(a;-  «) 
und  für  (25)  können  wir  schreiben 
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§.  138. 

Voi'zeiclienlieatimmung.     Quadratische   Reste. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  zwei  Formeln  abgeleitet, 
in  denen  noch  Vorzeichen  zu  bestimmen  waren,  nämlich 

(1)  2   a     77  cos  - 

(2)  2^  n  sin  - 

worin  m  relativ  prim  zu  der  ungeraden  Zahl  n  ist  und  c  die 
Reibe  der  Zahlen 

(")  1.  2.  ■  •  •  "-i- 

durchläuft.     Wir   wollen    das   Zeichen   v   für   die   Zahlen   dieser 

Reihe  hier  festhalten. 

Jede  beliebige  ganze  Zahl  giebt  bei  der  Theilung  durch  n 
als  Rest  eine  der  Zahlen  v  oder  0  oder  w  —  v-  Statt  n  —  v 
können  wir,  wenn  wir  auch  negative  Reste  zulassen,  —v  wählen, 
und  wenn  wir  also  von  den  durch  n  theilbaren  Zahlen  absehen, 
so  bleibt  eine  der  Zahlen  +  v  als  Rest.  Wir  nennen  diese  den 
absolut  kleinsten  Rest  (zum  unterschied  von  dem  kleinsten 
Rest  im  gewöhnlichen  Sinne,  der  aus  den  Zahlen  1,  2,  . . .  ra  —  1 
genommen  ist). 

Es  sei   nun  also  m   eine   zu  n  theilerfremdc  Zahl;  wir  be- 
trachten die  Reihe  der  Zahlen 
{m  v)  m,     2  m,     3  JM  ■  ■  ■  ^^—  "* 

und  bilden  zu  jeder  den  absolut  kleinsten  Rest  p: 

{q)  ±  Vi,      ±  *'2i     ±  "3   ■  ■  ■  +  ''I|„-.ni 

unter  diesen  Zahlen  q  kommen  nicht  zwei  gleiche  und  auch 
nicht  zwei  entgegengesetzte  vor;  denn  wenn  die  Summe  oder  die 
Differenz  zweier  Zahlen  (p),  also  Q  -\-  &'  oder  p  —  q'  gleich  Nxül 
wäre,  so  müsste  für  zwei  verschiedene  Zahlen  r,  v'  aus  (v) 

durch  »  theilbar  sein,  also  müsste  auch  v  +  v'  durch  n  tbeilbar 
sein,  was  unmöglich  ist,  da  jede  der  Zahlen  v,  v'  kleiner  als 
n  :  2  ist. 
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Die  Gesammtheit  cler  Zahlen  (())  stimmt  also,  vom 
Vorzeichen  und  von  der  Reihenfolge  abgesehen,  mit 
der   Gesammtheit  der  Zalilen  (v)  üborein. 

In  den  Formeln  (1)  und  (2)  können  wir,  aber  wegen  der 
Periodicität  von  Sinus  und  Cosinus,  vm  durch  p  ersetzen,  und  da 
cos( —  rp)  =  coaip  ist,  so  können  wir  in  der  Formel  (1)  mv 
auch  durch  v  ersetzen,  d.  h.  das  Vorzeichen  ist  von  m  nicht  ab- 
hängig. Um  es  zu  bestimmen,  berücksichtigen  wir,  dasa  der 
Cosinus  eines  "Winkels  im  ersten  Quadranten  positiv,  im  zweiten 
Quadranten  negativ  ist,  dass  also  das  Vorzeichen  in  (1)  positiv 
oder  negativ  ist,  je  nachdem  von  den  Winkeln 


eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl   im  zweiten  Quadranten 
Hegt,   oder  je  nachdem   eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl 

von  Zahlen  v  zwischen  —  und  -^  liegt. 

Wir  bezeichnen,  wenn  x  irgend  eine  nicht  ganze  Zahl  ist, 
mit  E(x)  die  grösste  ganze  Zahl,  die  kleiner  als  x  ist,  so  dass 
X  zwischen  E(x)  und  E(x) -\-  1  liegt.  Die  Anzahl  der  ganzen 
Zahlen,  die  zwischen  zwei  Zahlen  x  und  y  liegt,  ist  dann  gleich 
ia(y)  —  E(x),  und  wir  haben  also  zu  untersuchen,  ob 


-'(?)--© 


eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Wir  müssen  vier  Fälle 
unterscheiden ,  wie  sich  aus  der  folgenden  Zusammenstellung 
ergiebt,  worin  Ä  eine  nicht  negative  ganze  Zahl  bedeutet: 


8t +1,     E(J)  =  4t, 

E(|)  =  .t, 

8S+3,    e(|)  =  41+1, 

Kt)="- 

8* +5,     e(^\  =  lk+% 

E(i)  =  2t+1, 

8t +  7,    E(|)  =  4t  +  3, 

Kf)=^"+>- 

Es  ist  also  in  (1)  das  positive  Zeichen  zu  nehmen,  wenn  n 
von  der  Form  8 fc  -|^  1  oder  Sh  -\-  T,  das  negative ,  wenn  n  von 
der  Form  Sh  -\-  S  oder  8  Ä  -|-  5   ist.     In  den   ersten  Fällen   ist 
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— eine  gerade,  in  den  beiden  letzten  eine  ungerade  Zahl, 

und  demnach  erhalten  wir  die  genaue  Formel  (1): 
(B)  2^  n  cos  ^'"^"  =  {—  1)^^. 

In  der  Formel  (2)  hängt  das  Vorzeichen  von  m  ab;  es  ist 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  unter  den  Zahlen  (q)  eine 
gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl  negativer  vorkommt. 

Wir  setzen  nun,  um  die  Abhängigkeit  des  Vorzeichens  von 
m  und  n  in  der  Bezeichnung  auszudrücken,  für  (2) 

(4)  2*-^     h    siE  ii^  =  (^)  V», 

■worin 

ist. 

Das  Symbol  [  — )   ist  von   einer   anderen  Seite   her   und  in 

speciellerer' Fassung  von  Legen dre  in  die  Zahlentheorie  ein- 
geführt und  von  Jacobi  verallgemeinert  worden.  Wir  wollen 
es  das  Legendre'sche  Symbol  nennen.  Seine  Bedeutung  für 
die  Zahlentheorie  wird  sich  gleich  ergeben;  zunächst  haben  wir 
den  Satz: 

1.    Es  ist  (—\  gleich  -f-  1  oder  gleich  —  1,  je  nach- 
dem  die  Anzahl   der  negativen   unter   den  ab- 
solut   kleinsten   Resten    von    mv    eine    gerade 
oder   eine   ungerade  ist. 
Für  m  =  1  gilt,  wie  wir  schon  gesehen  haben,  das  positive 
Zeichen  in  der  Formel  (2);  also  haben  wir,  wie  auch  die  Formel 
(4)  direct  zeigt, 


ö  = 


Verwandeln  wir  m  in  — j«,  so  ändert  sich  in  allen  Factoren 
des  Produetes   auf  der  linken  Seite  von  (4)  das  Vorzeichen;  da 

die  Anzahl  der  Factoren  — - —  beträgt,  so  ergiebt  sieh 


(^)  =  (->)-© 
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Setzen  wir  2  m  für  m  und  benutzen  die  Formel 

.     ivmn        ^   .     Ivm^t         Ivmx 
sin  — —  =:  2sm  -— — —  cos  -— -, 

■n  '       n  n 

so  folgt  aus  (3) 

(^)-(-')-© 

und  für  m  :=  1 

Äendert  man  m  um   ein  Vielfaches  -von  n,   so  bleiben   alle 
Factoren  des  Productea  (4)  ungeändert,  und  daraus  folgt: 
7.    Es   ist 

wenn  m^m'  (mod  n). 
"Wir  setzen  jetzt  nicht  nur  n,  sondern  aiicli  m  als  ungerade 
und  positiv  voraus   und  wenden   die  Formel  (29)  des   §.  137  an, 
in  der-  wir  n  durch  m  ersetzen : 

£inm^  =(-!)'¥  2—  Ä  (sin« ,.  -  fl, 

worin   ß   die    sammtlichen   Wurzeln   der   Gleichung   ^m{^)  =  0 
durchläuft,  die  den  Ausdruck 

(6)  (i  =  ,i„=  l^ 

haben,     Ist  nun  tn'  eine  zu  n  theilerfremde  Zahl,  so   durchläuft 

,„.,  .  „2vm'TC 

(7)  K  =  sm^ 

die  sammtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  ^„(.r)  =  0,   und  wenn 
wir  in  (6) 


setzen  und  das  Product  in  Bezug  auf  alle  v  nehmen,  so  folgt: 

„    .     'ivmm'  n 

Jl  sm  _ — — — _  _    ,  _jj     (  _iw  _  ) 
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Die  rechte  Seite  dieser  Formel  ist  aber  von  m'  ganz  unab- 
häügig.  Der  Werth  der  linken  Seite  ist  also  derselbe,  als  ob 
m'  =  1  wäre,  und  wenn  man  für  die  Producte  die  Werthe  aus 
(4)  setzt,  so  folgt 


Hier  war  zunächst  vorausgesetzt,  dass  m  und  m'  positiv  und 
ide  seien.  Nach  3.  und  5.  aber  bleibt  8.  .mch  noch  richtig, 
wenn  m  oder  m'  negativ  oder  gerade  ist,  wenn  nur  m  und  m' 
relativ  prim  zu  n  sind. 

Nehmen  wir  wieder  m  ungerade  und  positiv  an,  so  folgt 
jetzt  aus  (4)  und  (9) 

C"'      (»)  =  <"  i)'^^"  2'"t^  n  j2  («  -  (J). 

Wenn  wir  hierin  m  mit  )i  vertauschen,  so  ändert  in  dem 
Doppelproduct  auf  der  rechten  Seite  jeder  Factor  sein  Vorzeichen ; 
alles  Andere    bleibt    ungeändert.    Die  Anzahl    dieser   Factoren 


und  daraus  folgt 

oder  (  —  1  ist  gleich  ( — ),  wenn  von  den  beiden 
ungeraden   Zahlen   m,   n    wenigstens    eine    von 
der   Form   4fc-|-l    ist,   und    ( —  J   ist   entgegen- 
gesetzt  zu   (^),    wenn    beide   Zahlen    von    der 
Form  ik  -\-  3   sind. 
Dieser  berühmte  Satz  ist  unter  dem  Namen  des  Reciproci- 
tätsgesetzes  bekannt.    Der  hier   gegebene   Beweis  rührt  von 
Eisenstein  her.    Man  kann  mit  seiner  Hülfe  und  nach  5.  und 

erniitteln,  indem 


den  Werth   des  Symbols  ( — J   sehr  schnell 
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man  so  T^rfälirt,  als  üb  es  sich  um  die  Bestimmung  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Theilers  von  m  und  n  handelte. 

Aus  8.  und  9.  ergiebt  sich  noch  ein  letzter  Satz,  der  gilt,  wenn 
n  und  n'  zwei  positive  ungerade  zu  m  theilerfremde  Zahlen  sind: 


(f)(f)  =  (5> 


(i) 


Seine  ßiuhtjgkcit  ergiebt  sich,  wenn  m  ungerade  und  positiv 
ist  auf  Grund  der  Oongruenz 
(7)  (,,_i)(n'-ij 

=-  (nn'  —  -\)  —  (n— 1)  —  (n'  —  l)  =  0  (mod  4), 
wenn  man  auf  beide  Seiten  Yon  10.  die  Formel  9.   und  dann  8. 
anwendet,  und  wenn  m  gerade  oder  negativ  ist,  aus  4,  und  6. 

Nach   diesen   Sätzen   kann   man   ( —  |   auf  ein  Product  von 
Werthen  (  —  )   zurückführen,  worin  ^,  q  Priranahlen   sind.     Die 

Berechnung  von  ( — )  geschieht  aber  leichter  nach  9.  ohne  diese 
"ägung. 
Wir  wollen  nun  noch  eine  andere  Bedeutung  des  Symbols 
kennen  lernen,  für  den  Fall,  daas  p  eine  ungerade  Prim- 
zahl ist,  durch  die  ursprünglich  das  Symbol  von  Legendre  ein- 
geführt ist. 

Wenn   wir  alle  durch  p  nicht  theilbaren   ganzen  Zahlen  x 
ins   Quadrat  erheben  und   die  Reste  der  Division   durch  p  auf- 

suchen,   so   erhalten    wir   im    Ganzen    nur  ^—^ —    verschiedene 

Reste ;  denn  erstens  geben  die  Quadrate  congruenter  Zahlen  die- 
selben Reste,  und  zweitens  geben  die  Quadrate  entgegengesetzter 
Zahlen   auch  dieselben  Reste.     Wir  bekommen   also   gewiss  alle 

Reste,  wenn  wir  die  ■■-    -      Zahlen  v 

(v)  1.  2,  3  .  .  .  i^'. 

ins  Quadrat  erheben.  Auf  der  anderen  Seite  ergeben  auch  die 
Quadrate  dieser  Zahlen  v  lauter  verschiedene  Reste;  denn  es 
kann,  wenn  v  und  v'  verschiedene  von  ihnen  sind,  niemals 

»■-•'"  =  («-«')(«  +  •'■) 


y  Google 


§.   138.  QuadratiacliP   Reste.  445 

durch  f  theilbar  sein,  weil  sowohl  v  —  v'  als  v  -\-  v'  kleiner  ah 

p  ist.    Unter  den  Zahlen 

(s)  1,  2,  3  ,  .  .  y  —  1 

kommt  also  die  Hälfte  unter  den  Resten  von  x''  vor,  die  Hält'to 

nicht.     Die   erateren   Zahlen    und   alle  mit  ihnen    nacli  p   con- 

grnenten  heissen  die  quadratischen  Reste  von  jo,  die  anderen 

die  quadratischen  Nichtreste  von  p- 

Wenn  nun  m  quadratischer  Rest  ist,   so  ist   die  Congruenz 
«ä  ^  ■,Y^  (mod  p) 
möglich,  und  aus  7.  und  8.  folgt 

(f)-(i)=(fy=+'- 

Es  ist  also  { — 1  ^^  -j-  1,  wenn  m  quadratischer  Rest  von 
p  ist. 

Es  ist  aher  in  §.  135,  i.  der  Satz  ausgesprochen,  dass,  wenn 

für  m  die  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  .  .  ,  p  —  1  gesetzt  wird,  ( —  \ 

ebenso  oft  das  positive  wie  das  negative  Zeichen  hat,  und  daraus 
ersieht  man,  dass  das  negative  Zeichen  gilt,  wenn  m  quadratischer 
Nichtrest  ist,  es  folgt  also: 

11,    Ist  jp  eine  ungerade  Prjm?:ahl  und  m  durch  p 
nicht  theilbar,  so  ist  (^  ^  +  1  oder  =  —  1, 

je   nachdem   m   quadratischer   Rest   oder   qua- 
dratischer Nichtrest  von  p  ist. 
Darin   sind   alle   Hauptsätze  über   die    quadratischen    Reste 
enthalten,  z.  B.  der  Satz: 

Das  Product  zweier  quadratischer  Reste  oder  zweier  Nicht- 
reste ist  ein  Rest;  das  Product  aus  einem  Rest  und  einem  Nicht- 
rest ist  ein  Nichtrest. 
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Dreizehnter   Abschnitt. 
Die   Galois'sche   Theorie 


§.  139. 
Der   K  ö  r  p  e  rb  e  g  r  i  ff. 

Ein  System  von  Zahlen  wird  ein  ZahikÖrper  genannt, 
wenn  es  so  in  sich  vollendet  nnd  abgeschlossen  ist,  dass  die  vier 
fundamentalen  Rechenoperationen  (die  vier  iSpecies),  die  Addi- 
tion, die  Subtraction,  die  Multiplieation  und  die  Divi- 
sion, ausgeführt  mit  irgend  welchen  Zahlen  des  Systems,  aus- 
genommen die  Division  durch  Null,  immer  auf  Zahlen  führen,  die 
demselben  System  angehören.  Dieser  Begriff,  der  eine  Eintheilung 
der  Zahlenarten  nach  einem  natürlichen  Gesichtspunkte  giebt,  ist 
von  Dedekind  eingeführt  (Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie,  2.  Aufl.  1871,  §,  159).  Er  ist  für  die  Algebra 
von  der  grüssten  Bedeutung,  und  es  ist  nicht  gleichgültig,  dafür 
einen  bezeichnenden  und  ausdrucksvollen  Namen  zu  haben.  Das 
Wort  Zahlkörper  ist  von  Dedekind  nach  zahlreichen  Ana- 
logien gebildet,  in  denen  das  Wort  Körper  (corpus,  corps)  in  ähn- 
licher Weise  eine  Vereinigung  von  zusammengehörigen  Dingen, 
der  eine  gewisse  Vollständigkeit  zukommt,  bedeutet. 

Der  Begriff  des  Zahlkörpers  kann  erweitert  und  auf  alle 
Grössen  übertragen  werden,  mit  denen  nach  den  Regeln  der 
vier  Species  gerechnet  werden  kann;  insbesondere  also  auf 
rationale  Functionen  irgend  welcher  Veränderlichen. 

Wir  nennen  also  einen  Functionenkörper  ein  System  von 
Functionen  von  einer  oder  mehreren  Veränderlichen  von  der 
Beschaffenheit,  dass  in  diesem  Syatem  die  Rechnungen  mit  den 
vier  Species  unbegrenzt  ausgeführt  werden  können  und  immer 
auf  eine  bestimmte  Function  desselben  Systems  führen  (immer 
mit  Ausnahme    der   Division    durch   Null).     Die   Veränderlichen 

Weber,  Algebra.   I.  29 
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können  ganz  von  oinander  unabhängig  sein;  es  ist  aber  aucii 
der  Fall  nicht  ausgeschlossen,  daas  gewisse  Beziehungen  zwischen 
ilmen  festgesetzt  sind,  die  beim  Rechnen  zu  berüokaichtigen  sind. 

Eine  Function  eines  Functionenkörpers  gilt  nur  dann  als 
Null,  wenn  sie  identisch,  d.  h,  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werthe  der  Veränderlichen,  verschwindet 

Da  wir  vorläufig  unsere  Betrachtungen  nicht  einschränken 
wollen,  so  werden  wir  jetzt  von  Körpern  schlechtweg  sprechen, 
und  die  Objecto,  mit  denen  die  Rechnungen  auszuführen  sind, 
die  sowohl  Zahlen  als  Functionen  sein  können,  als  Grössen 
oder  auch  als  die  Elemente  des  Körpers  bezeichnen  '). 

Ein  Körper  ist  dann  also  ein  System  von  Grössen  von  der 
Vollständigkeit,  dass  in  ihm  die  Grössen  addirt,  snbtrahirt,  multi- 
plicirt  und  dividirt  werden  können. 

Wenn  alle  Grössen  eines  Körpers  in  einem  zweiten  Körper 
enthalten  sind,  so  lieisst  der  erste  Körper  ein  T hei  1er  des 
zweiten. 

Ist  iß  ein  Theiler  von  £i',  so  werden  wir  auch  sagen,  il'  ist 
ein  Körper  über  ß. 

Streng  genommen,  bildet  die  einzige  Zahl  „Null"  fiir  sich 
einen  Körper.  Diesen  wollen  wir  aber  der  Kürze  wegen  ein-  für 
allemal  ausnehmen. 

Dann  ist  das  nächstliegende  Beispiel  eines  Körpers  der  In- 
begriff aller  rationalen  Zahlen, 

Dieser  Körper  ist  ein  Theiler  von  jedem  anderen  Körper; 
denn  jeder  Körper  enthält  wenigstens  eine  von  Null  verschiedene 
Grösse  ra,  also  auch  den  Quotienten  ro  :  ra  =  1,  d.  h.  die  Zahl  I, 
also  auch,  da  alle  ganzen  Zahlen  durch  Addition  und  Subtraction 
von  Einern  entstehen,  alle  ganzen  Zahlen;  und  aus  den  ganzen 
Zahlen  kann  man  wieder  durch  Division  alle  Brüche  ableiten. 

Ändere  Beispiele  von  Zahlkörpern  sind:  der  Inbegriff  aller 
complexen  Zahlen  von  der  Form  x  -j-  yi,  worin  i  =  V  —  l,  x 
und  y  alle  rationalen  Zahlen  bedeuten;  femer  der  Inbegriff  aller 
(rationalen  und  irrationalen)  reellen  Zahlen,  oder  der  In- 
begriff aller  überhaupt  existirenden   complexen  Zahlen  x -\- yi. 

Als  Beispiel  eines  Fimctionenkörpers  mag  der  Inbegriff  aller 
ganzen  und  gebrochenen   rationalen  Functionen  einer  Verändcr- 

1)  Vgl.  des  Verfassers  Abliandlunf; ;  „Die  allgemeinen  Grundlagen 
der  Galoia'schen  Gleichunggtheorie."     Mathematische  Annalen,  Bd.  43. 
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liehen  (mit  Einachluss  der  Constaiiteii)  dienen,  wobei  man  die 
constanten  Coefficienten  auf  einen  beliebigen  Zalilkörper,  etwa 
auf  den  der  rationalen  Zahlen  beschränken  oder  auch  ganz  un- 
beschränkt annehmen  kann. 

Wir  wollen  hier  nicht  weiter  die  Beispiele  häufen,  da  die 
genaue  Untersuchung  von  Körpern  besonderer  Art  eine  der 
Hauptaufgaben  unserer  späteren  Ausfuhrungen  sein  wird. 


§•  140. 

Adjun  ction. 

Wenn  einem  Korper  irgend  welcher  Grössen,  den  wir  mit  ü 
bezeichnen  wollen,  irgend  eine  Grösse  m  hinzugefügt  wird,  dif 
nicht  in  ihm  enthalten  ist,  so  entsteht  ein  neues  GrÖssensystem 

ß,  «, 
das  aber  kein  Körper  sein  wird;  um  daraus  einen  Körper  abzu- 
leiten, muss  man  alle  Grossen  hinzufügen,  die  sich  durch  die 
Verbindung  von  a  mit  den  Zahlen  von  £1  mittelst  der  Grund- 
reclmungsarten  ableiten  lassen,  So  erhält  man  einen  erweiterten 
Körper  £1',  der  zugleich  a  und  £i  enthält,  und  der  durch  «  und 
ß  völlig  bestimmt  ist.    Wir  wollen  ihn  den  Körper  ß,  k  nennen. 

Dies  Hinzufügen  einer  neuen  Grösse  k  zu  einem  Körper  Si 
heisst  Adjungiren,  und  man  sagt,  der  Körper  £1'  entsteht  aus 
ß  durch  Adjunction   von  ct. 

Zu  ß'  kann  man  wieder  eine  Grösse  «'  adjungiren ,  und 
erhält  einen  dritten  Körper  ß",  der  dann  ß,  a  und  «'  ent- 
hält u.  s.  f.  Man  kann  aber  gleichzeitig  zwei  oder  mehrere 
Zahlen  zu  ß  adjungiren,  und  erhält  so  denselben  Körper  ß", 
wenn  man  gleichzeitig  a  und  «'  dem  ß  adjungirt.  Man  kann 
auch  einem  Körper  einen  zweiten  Körper  adjungiren  und  erhält 
so  einen  Körper,  der  zugleich  die  Zahlen  der  beiden  Körper 
enthält.  In  dem  obigen  Beispiel  würde  man  durch  Adjunction 
des  Körpers  ß,  a'  zu  dem  Körper  ß'  =^  ß,  «  wieder  denselben 
Körper  ß"  erhalten. 

Adjungirt  man  einem  Körper  einen  seiner  Theile,  so  entsteht 
kein  neuer  Körper. 

So  erhält  man  z.  B.,  wenn  man  zum  Körper  der  rationalen 
Zahlen,   der  mit   Sft   bezeichnet  sein  mag,   die  Zal^l  i  =^  V —  1 
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adjungirt,  den  Körper  der  complexen  Zahlen  x  ^  yi,  mit  ratio- 
ualen  a;,  y,  den  wir  55  nennen  wollen.  Durch  Adjunction  einer 
Variablen  u  zum  Körper  iH  erhält  man  den  Körper,  der  ans  allen 
ganzen  und  gehrochenen  rationalen  Functionen  von  m  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  besteht,  durch  Adjunction  von  m  und  i  zu  0! 
den  Körper  der  rationalen  Functionen  von  u,  deren  Coefficienten 
Zahlen  in  3  sind  u.  s.  f. 

Es  sei  schliesslich  noch  bemerkt,  dass  ein  Körper  von 
Grössen  vielfach  auch,  nach  Kronecker's  Vorgang,  ein  Ratio- 
nalitätsbereich genannt  wird.  Es  ist  bisweilen  nützlich,  den 
Ausdruck  Rationalifcätsbereich  für  einen  Körper  dann  zu  brauchen, 
wenn  damit  ausgedrückt  werden  soll,  dass  bei  einer  bestimmten 
Aufgabe  die  Grössen  dieses  Körpers  als  bekannt  oder  rational 
betrachtet  werden  sollen. 

§■  141- 
Functionen   in   einem  Körper. 

Wir  haben  oft  Veranlassung,  ganze  rationale  Functionen 
einer  VeränderUchen  x 

(1)         fix)  ~  aoa?"  +  aiaf»-i-| |-a™_ia:  +  a„ 

zu  betrachten,  deren  Coefficienten  einem  bestimmten  Körper  ß 
angehören,  und  die  wir  in  ß  enthaltene  Functionen,  oder 
kurz  Functionen  in  ß  nennen  wollen.  Sie  sind  nicht  zu  ver- 
wechseln mit  Functionen,  die  etwa  dem  Körper  ß  angehören, 
wenn  ß  ein  FnnctionenkÖrper  ist. 

Im  dritten  Abschnitt  haben  wir  gesehen,  dass,  wenn  die 
Coefficienten  «o,  a^  .  .  .  a,^  bestimmte  Zahlenwerthe  haben,  m 
Wurzeln  «i,  «3  ...  ««  voafix)  existiren,  die  gleichfalls  bestimmte 
Zahlenwerthe  haben,  unter  denen  aber  mehrere  einander  gleiche 
vorkommen,  wenn  die  Discriminante  -^(a)  der  Function  (1)  ver- 
schwindet. Sind  die  Coefficienten  a  von  f{x)  unabhängige 
Variable,  so  giebt  es  für  jedes  bestimmte  Werthsystem  der  a  ein 
bestimmtes  Wertlisystem  der  k  und  die  a  ändern  sich  stetig  mit 
den  a  {§.  40).  So  lange  wir  also  die  Veränderung  der  a  auf  ein 
hinlänglich  enges  Gebiet  beschränken,  in  dem  solche  Werthe  nicht 
vorkommen,  für  welche  die  Discriminante  ^(a)  verschwindet,  so 
sind  die  m  Grössen  «  als  Functionen  der  a  volbtändig  bestimmt 
und  von  einander  unterschieden,  wenn  derWerth  einer  jeden  von 
ihnen  für  irgend  ein  bestimmtes  Werthsystem  der  a  gegeben  ist. 
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Sind  die  a  nicht  unabhängige  Veränderliche,  sondern  selbst 
wieder  Functionen  von  anderen  Veränderlichen ,  so  bleibt  alles 
dies  gültig,  so  lange  nur  die  Aenderungeii  der  a  nach  der 
Stetigkeit  erfolgen. 

Wir  können  also  hiernach  in  allen  diesen  Fällen  von  den  m 
Wurzeln  einer  Gleichung  m*™  Grades  sprechen,  die  als  Zahlen  oder 
als  algebraische  Functionen   ihrer  Coefficienten  aufzufassen  sind. 

Wenn  nun  ß  ein  beliebiger  Körper  und  f{x)  eine  Function 
in  ß  ist,  so  sind  zwei  Fälle  möglich. 

Die  Function /(a;)  ist  entweder  zerlegbar  oder  nicht  zerlegbar 
in  Factoren  niedrigeren  Grades,  deren  Coefficienteu  dem  Körper 
il  angehören.  Im  ersten  Falle  heisst  die  Function /(a:j  redu- 
cibel,  im  zweiten  irreducibel  in  ß.  Man  spricht  bisweilen 
auch,  wenn  der  Körper  ß  als  bekannt  und  feststehend  betrachtet 
werden  kann,  wenn  es  z.  B.  der  Körper  der  rationalen  Zahlen 
ist,  schlechtweg  von  reducibeln  oder  irreducibeln  Functionen, 
ohne  die  Bezeichnung  „im  Körper  ß"  ausdrücklich  hinzuzufügen. 
Dass  aber  an  sich  die  genaue  Präcisirung  des  Körpers,  auf  den 
sich  die  Reducibilität  bezieht,  oder  der  als  Rationalitätsbereich 
betrachtet  wird,  sehr  wesentlich  ist,  ergiebt  sich  aus  folgenden 
Bemerkungen. 

Eine  lineare  Function  ist  selbstverständlich  in  jedem  Körper 
irreducibel.  Multiplicirt  man  mehrere  Functionen  der  Form  (1) 
mit  einander,  so  entsteht  eine  Function  derselben  Form,  die  aber 
dann  natürlich  reducibel  ist,  da  sie  wieder  in  die  Factoren  zer- 
legt werden  kann,  aus  denen  sie  entstanden  ist. 

Eine  Function  f{x\  die  in  ß  irreducibel  ist,  kann  in  einem 
erweiterten  Körper  ß',  der  aus  ß  durch  irgend  eine  Adjunction 
entstoht,  reducibel  werden;  so  wird  jede  Function  f{x)  reducibel 
in  dem  Körper  ß',  der  aus  ß  durch  Adjunction  einer  Wurzel  « 
von  f{x)  =  0  entsteht;  denn  es  kann  von  f(x)  ein  linearer 
Factor  x  —  a,  abgesondert  werden.  In  dem  Körper,  der  aus 
allen  Zahlen  besteht,  ist  jede  Function  mit  Zahlencoefficienten 
reducibel. 

I.  Eine  irreducible  Function  f{x)  kann  mit  einer 
anderen  Function  F{x),  deren  Coefficien ten 
demselben  Körper  angehören,  keinen  gemein- 
samen Theiler  haben,  wenn  nicht  F{x)  durch 
f{x)  theilbar  ist, 
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Dieser  Satz,  der  uns  in  der  Folge  noch  sehr  wichtige  Dienste 
leisten  wird,  ist  fast  selbstveratändlich ;  denn  der  grÖsste  gemein- 
schaftliche Theiler  zweier  Functionen  F(x)  und  f(x)  lässt  sich 
durch  rationale  Rechnung  finden,  und  ist  daher  auch  in  ß  ent- 
halten. Da  nun  aber  /(x)  keinen  in  £1  enthaltenen  Theiler  hat 
als  sich  selbst  oder  eine  Constante  (d.  h.  eine  in  Sl  enthaltene 
Grosse),  so  muss  also  dieser  grösste  genieinschaftUche  Theiler 
entweder  eine  Gonstante  oder  f(x)  selbst  sein. 

Es  folgt  aus  diesem  Satz,  dass  eine  irreducible  Function 
niemals  mehrfache  Factoren  haben  kann;  denn  sie  müsste  sonst 
mit  ihrer  Ableitung  /'{x)  einen  gemeinsamen  Theiler  haben; 
also  müsste  f'(x)  durch  f(x)  theilbar  sein,  was  unmöglich  ist, 
da  der  Grad  von/'(a;)  niedriger  ist  als  der  von  f(x). 

Wir  können  dem  Satze  I  auch  den  folgenden  Ausdruck 
geben : 

II.    Ist /(a:)  irreducibel,  und  verschwindet  F{x)  für 
eine  Wurzel   von  f(x'}  =  0,   so  verschwindet  es 
auch  für  alle  anderen  Wurzeln  von  /(x)  =  0. 
Insbesondere  können  wir  daraus  schliessen: 
III.    Ist  F^x)   von   niedrigerem   Grade   als   die  irre- 
ducible Function  f{x),   und  verschwindet  F(x) 
für   eine  Wurzel   von  f(x),   so   muas   F(x)   iden- 
tisch   verschwinden,    d,   h.    alle    Coöfficienten 
von  F{x)  müssen   Null  sein. 
Auch   ganze  rationale  Functionen  von    mehreren  Variablen, 
f(x,y,s...),   deren   Cocfficienten    dem   Körper   £i   angehören, 
heissen   Functionen  in  il.    Auch   diese  werden  als   reducible 
und  irreducible  Functionen  bezeichnet,  je  nachdem  sie  zer- 
legbar oder  nicht  zerlegbar  sind  in  mehrere  Factoren,  die  selbst 
Functionen   in   ß    sind,    und    wenigstens   einige    der   Variablen 
x^  y,  0  .  .  .  wirklich  enthalten. 

Hier  ist  aber  auf  einen  Unterschied  aufmerksam  zu  machen. 
Unter  den  Functionen  von  mehr  als  einer  unabhängigen 
Veränderlichen  giebt  es  solche,  die  überhaupt  nicht  in  Factorwi 
niedrigeren  Grades,  die  rational  von  den  Veränderlichen  ab- 
hängen, zerlegbar  sind,  und  wieder  andere,  die  zwar  zerlegbar 
sind,  aber  nur  in  solche  Factoren,  deren  Coefficienten  nicht  in 
Sl  enthalten  sind,  und  endlich  drittens  Functionen,  die  in  mehrere 
Functionen  in  ß  zerlegbar  sind;  nur  die  letztere  Art  werden  wir 
reducibel  in  ß  nennen,  während  die  der  zweiten  Art  als  zerleg- 
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bare,  die  der  ersten  Art  als  unzerlegbare  Functionen  be- 
zeichnet werden,  Ist  z,  B,  ß  der  Körper  der  rationalen  Zahlen,  so 
ist  x^  —  y"  ^  (x  —  j/)  (x  +  y)  reducibel  in  £i.  Die  Function 
x^  —  2»/*  ist  zwar  in  die  Factoren  x  -^  yV%  x  —  yy'2  zerleg- 
bar, aber  diese  Factoren  sind  nicht  Functionen  in  £i.  Die  Func- 
tion x^  -{-  y^  -{-  l  endlich  ist  überhaupt  nicht  zerlegbar.  Eine 
in  einem  Körper  ß  irreducible,  aber  zerlegbare  Function  wird 
in  einem  erweiterten  Körper  reducibel. 

Die  fundamentalen  Sätze  über  irreducible  Functionen  haben 
wir  in  §.  51  kennen  gelernt.  Bei  jenen  Ausführungen  war  zwar 
zunächst,  dem  dortigen  Standpunkte  entsprechend,  der  Köi-per  aller 
Zahlen  als  Rationalitatsbeieich  voiaasgesetzt,  m  dem  der  Unter- 
schied zwischen  unzerlegbar en  und  iireducibeln  Functionen  weg- 
fällt. Benutzt  ist  aber  immei  nur  die  Reducibilität  oder  Irreduci- 
bilität  einer  Function,  und  die  besondeie  Nttur  des  Körpers  ß 
kommt  nicht  in  Betracht  So  ist  also  dann  dei  Beweis  des  Satzes 
enthalten : 

IV.  Eine  reducible  Function  in  ß  kann  nur  anf 
eine  Art  in  irreducible  Factoren  zerlegt  wer- 
den, wenn  man  rationale  Functionen,  die  sich 
nur  durch  einen  conetanten  Factor  unter- 
scheiden, als  nicht  verschieden  betrachtet. 


§.   142. 

Algebraische   Körper. 

Ist  ß  ein  beliebiger  Körper,   und  F(x)  eine  Function  in  ß, 
so  heisst  die  Gleichung 
(1)  F(x)  =  0 

eine  Gleichung  in  ß.  Diese  Gleichung  heisst  reducibel  oder 
irreducibel,  je  nachdem  die  Function  F(x)  reducibel  oder  irre- 
ducibel  ist  Durch  Adjunction  einer  Wurzel  «  einer  solchen 
Gleichung  zu  ß  entsteht  (wenn  w  nicht  selbst  schon  zu  ß  gehört) 
ein  neuer  Körper  ß',  den  wir  einen  algebraischen  Körper 
„über"  ß  oder  auch,  wenn  Zweifel  über  die  Bedeutung  aus- 
geschlossen sind,  kurz,  einen  algebraischen  Körper  nennen 
wollen.  Wir  brauchen  für  einen  solchen  Körper  das  Zeichen 
Sl(tt). 
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Siiiil  ß,  y  .  .  .  Wurzeln  von  anderen  Gleichungen  in  ß  oder 
auch  andere  Wurzeln  derselben  Gleichung,  so  erhalten  wir  durch 
gleichzeitige  Adjunction  von  a,  ß,  y  .  .  .  gleichfalls  algebraische 
Körper  üher  ß,  die  wir  mit 

bezeichnen.  Wir  werden  gleich  sehen,  dass  diese  Erweiterung 
des  Begriffes  algebraischer  Körper  nur  eine  scheinbare  ist,  und 
bleiben  also  zunächst  bei  der  Adjunction  einer  Grösse  «,  also 
bei  der  Betrachtung  von  Si(a)  stehen. 

Die  Gleichung  (1),  deren  Wurzel  k  ist,  kann  reducibel  sein. 
Unter  den  irreducibeln  Factoren  von  F(x)  ist  aber  wenigstens 
einer,  der  für  x  =  «  ver-^chwindet,  den  wir  mit  f(x)  bezeichnen 
wollen;  diese  Function /(j.)  ist,  wenn  wir  den  Coefficienten  der 
höchsten  Potenz  von  ,r  gleich  1  annehmen,  völlig  bestimmt,  weil 
nach  dem  vorigen  Paragraphen  a;  =  a  nicht  die  Wurzel  von  zwei 
verschiedenen  irreducibeln  Gleichungen  sein  kann. 

Die  Gleichung  /(,r)  =  0  hat  also  die  Form 

(2)  a^  +  a,x"-'  +  a^s^-^  -\ j-  «„^i»;  -[-«„=:  0, 

worin  ai,  a^  .  .  .  a»  Grössen  in  ß  sind.  Ist  n  der  Grad  dieser 
Gleichung,  so  nennen  wir  n  auch  den  Grad  des  Körpers  £l(a). 

Alle  Grössen  &  des  Körpers  ß  (w)  lassen  sich  ableiten  durch 
Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  aus  «  und  aus 
Zahlen  in  ß;  sie  lassen  sich  also  darstellen  als  rationale  Func- 
tionen von  K  mit  Coefficienten  in  ß,  oder  in  der  Form 

(3)  &  =  44, 

worin  x(x)  und  ii!(x)  Functionen  in  ß  sind.  Da  aber  ip{(x)  von 
Null  verschieden  sein  muss,  so  ist  iS>  (x)  nicht  durch  f(x)  theilbar, 
und  da  f(x)  irreducibel  angenommen  ist,  so  ist  ^(x)  relativ 
prim  z\if(x). 

Danach  können  wir  nach  §.  6,  Satz  II  die  Functionen  Q(x), 
fp(x)  in  ß,  und  zwar  <p(x)  höchstens  vom  Grade  n  —  1,  so  be- 
stimmen, dass 

(4)  Qix)fix)  +  ,p(^)i>{x)  ^x(x) 

wird,  und  wenn  wir  also  hierin  x  =  a  setzen,  so  dass  /(«}  f=  0 
wird,  so  folgt 
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Bezciehnen  wir  die  Coei'ficienten  von  ^(x),  die,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  Grössen  in  Sl  sind,  mit  c„,  Ci  .  .  .  c„_i,  so  kann 
also  jede  Grösse  &  in  ß(«)  in  der  Form  dargestellt  werden: 

®  =  Co  +  Ci  K  +  «^2  w=  -I f-  Cn-i «"-'. 

Diese  Darstellung  ist  nur  auf  eine  Art  möglich;  denn  ist 
gleichzeitig 

(6)  @  =  ci  -i-  ci«  +  csw^  _j-  .  .  .  ^  c;_iw''-', 

so  verschwindet  die  Function  (n  —  1)**"  Grades 

Co  —  Co  +  (''i  —  ^d^  +  fe  —  C3)a;2  H [-  (c„_i  —  c'„-i),r"~' 

für  a:  ^^  «.     Das  ist  aber  nach   dem  Satz  III  des  vorigen  Para- 
graphen nur  möglich,  wenn 

Cq   =  Co,      Ci   =  c'i,  .  .  .  C„—i   =   Cij_i 
ist. 

Wenn  wir  die  Grössen  des  Körpers  ß  als  die  gegebenen,  seine 
Grössen  als  rational,  den  Körper  Sl  (a)  als  den  daraus  abgeleiteten 
betrachten,  so  bezeichnen  wir  eine  rationale  Function  in  ß  auch 
kurz  als  eine  rationale  Function,  und  können  demnach  auch 
sagen: 

Der    Körper    ß(K)    besteht    aus 
Functionen  von  a. 


allen    rationalen 


§.  143. 

Gleichzeitige   Adjunction   mehrerer  algebraischer 
Grössen. 

Einer  genaueren  Untersuchung  des  Körpers  £i(a)  schicken 
wir  einen  allgemeinen,  sehr  einfachen,  aber  doch  folgereichen 
Satz  voraus. 

1,  Sind  0^  {x,  ys  B  .  .  .),  ^■ii^,  P,  ^  ■  ■  -X  *3(^i  !/i  ■^  -■■)-■  ■ 
ganze  rationale  Functionen  der  Veränder- 
lichen X,  y,  «...  mit  beliebigen  Coefficienten, 
die  in  keiner  der  Functionen  alle  zugleich 
verschwinden,  so  kann  man  für  die  Veränder- 
lichen auf  unendlich  viele  Arten  solche  ratio- 
nale Zahlwerthe  setzen,  dass  keine  der  Func- 
tionen S>j,  ^j,  ^3  .  ,  .  verschwindet, 
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Der  Satz  ist  zunächst  evident,  wenn  die  Functionen  ^|,  S^, 
^a  .  ,  .  nur  von  einer  Veränderlichen  abhängen;  denn  dann  gieht 
es  überhaupt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Zahlwerthen  für 
diese  Veränderliche,  wofür  eine  dieser  Functionen  Null  wird. 

Dann  aber  können  wir  die  Richtigkeit  des  Satzes  für  Func- 
tionen von  n  -{-  l  Veränderlichen  leicht  einsehen,  falls  wir  ihn 
für  Functionen  von  n  Veränderlichen  als  bewiesen  betrachten. 
Denn  ordnen  wir  die  Functionen  nach  der  (n  -\-  1)'™  Veränder- 
lichen t,  so  können  wir  für  die  übrigen  n  Veränderlichen  nach 
Voraussetzung  solche  rationale  Werthe  setzen,  dass  in  keiner 
der  Functionen  alle  Coefficienten  der  Potenzen  von  (  ver- 
schwinden ;  dann  haben  wir  Functionen  der  einen  Veränderlichen 
t  und  können  für  diese  einen  aolchen  rationalen  Werth  setzen, 
dass  keine  der  Functionen  verschwindet.  Damit  ist  also  der 
Satz  allgemein  bewiesen. 

Es  soll  jetzt  zunächst  nachgewiesen  werden,  dass  man  die 
gleichzeitige  Adjunction  mehrerer  algebraischen  Grössen  durch 
die  Adjunction  einer  einzigen  ersetzen  kann,  mit  anderen 
Worten,  dass  jeder  Körper  SI(k,  ß,  y  .  .  .)  angesehen  werden 
kann  als  ein  Körper  Sl(tt). 

Es  seien  also  a,  ß,  y  .  .  .  algebraische  Grössen  in  beliebiger 
Anzahl  und 

(1)  Ä(x)  =  0,     JB{x)  =  0,     C(x)  =^  0  .  .  . 

Gleichungen  in  Si,  deren  Wurzeln  x  ^=  rx,  x  =  ß,  x  =:  y  .  .  . 
sind.  Keine  dieser  Gleichungen  soll  eine  mehrfache  Wurzel 
haben,  eine  Voraussetzung,  durch  die  die  Allgemeinheit  nicht 
beschränkt  wird. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  gesehen,  dass  sich  jede 
Grösse  eines  Körpers  ß(K)  als  ganze  rationale  Function 
in  ß  von  w  darstellen  lässt.  Setzen  wir  in  diesem  Satze  an 
Stelle  des  Körpers  ß  den  Körper  ß(^,  y  .  .  .),  so  folgt,  dass  jede 
Zahl  in  ß(«,  ß,y  .  ,  .)  als  ganze  rationale  Function  von  a.  mit 
Coefficienten  aus  ß  (/J,  y  ■  ■  .)  dargestellt  werden  kann;  und 
wenn  wir  dieselbe  Schlussweise  in  Beziehung  auf  die  Coefficienten 
wiederholen,  so  ergiebt  sich: 

2.  Jede  Grösse  des  Körpers  fl  («,  /5,  ;^  .  .  .)  kann 
als  ganze  rationale  Function  in  iL  von  «,  |3,  y ... 
dargestellt  werden. 


y  Google 


S-  U3.  Mohriache  Adjunction.  459 

Wir  Ijüdeii  eine  lineare  Function  der  a,  ß,  y  .  .  . 

^  =  XK^ijß-i^  0y-\ , 

and  beachten,  dass  jede  der  Gleichungeii  (1)  nicht  nur  eine, 
sondern  mehrere  Wurzeln  hat,  deren  Zahl  gleich  dem  Grade  der 
Gleichung  ist.  Ist  also  «',  ß\  y'  .  .  .  irgend  eine  von  a,  ß,  y  .  .  . 
verschiedene  Comhination  von  je  einer  Wurzel  von  jeder  der  Glei- 
chungen (1),  so  setzen  wir: 

und  bilden  auf  die  gleiche  Weise  |",  |"'  .  ,  .     Die  Anzahl  der  so 
gebildeten  Grössen   |   ist,   wenn   a   der   Grad   von  A(x),  h   der 
Grad  von  B{x),  c  der  Grad  von  C{x)  ist  u.  s.  f., 
m  =  ahc  .-.  . 

Die  Differenzen  |  —  |',  |  —  |",  ^'  ^  |"  .  .  .  sind  lineare 
Functionen  von  x,  y,  s  ,  .  .  und  keine  von  ihnen  ist  identisch 
Null,  da  wir  angenommen  haben,  dass  keine  der  Gleichungen  (1) 
gleiche  Wurzeln  habe.  Nach  dem  Satz  1  können  wir  also  für 
X,  y,  z  .  .  .  solche  rationale  Zahlen  setzen,  dass  keine  von 
diesen  Diiferenzen  verschwindet,  dass  also  die  m  Werthe  |,  |',  |" , . . 
alle  von  einander  verschieden  sind. 

Nun  ist  jede  rationale  Function,  die  in  Bezug  auf  die  Wurzeln 
jeder  der  Gleichungen  (1)  symmetrisch  ist,  rational  durch  die 
Coefficieaten  dieser  Gleichungen  ausdriickbar,  d,  h.  es  ist  eine 
Zahl  in  ß.  Dazu  gehören  auch  die  Coefficienten  der  Function 
j,[ien  Grades  von  i: 

(2)  F{1)  =  (i  _  I)  (j  ^  p)  (i  -  I")  .  .  ., 

und  jF(()  =:  0  ist  also  eine  Gleichung  in  ß,  die  keine  gleichen 
Wurzeln  liat,  und  deren  eine  Wurzel  |  ist. 

Ist  ferner  ®  eine  Grösse  in  £1  (k,  ß,  y  .  .  .),  also  eine  ganze 
rationale  Function  von  a,  ß,  y  .  .  .,  und  bezeichnen  wir  mit 
&' ,  @"  .  .  .  die  Grössen ,  die  aus  dieser  rationalen  Function 
hervorgehen,  wenn  die  Variablen  durch  «',  ß',  y'  .  .  .  oder 
u",  ß"  y"  ■  .  .  u.  s.  f.  ersetzt  werden,  so  ist 


-«(r^ 


-r  ■  f-s' 


®"  +...)  =  *(() 


als  symmetrische  Function  der  a  und  der  ß  .  .  .  eine  ganze 
rationale  Function  (m —  1}'™  Grades  von  t  in  ß,  und  wenn 
man  i  :^  |  setat,  so  folgt 
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und  &  ist  also  in  £i(i)  enthalten.  Da  umgekehrt  auch  jede 
(jTÖ3S6  in  ß(§)  zugleich  in  £i{a,  ß,y  .  .  .)  enthalten  ist,  so  sind 
beide  Körper  identisch,  d,  h.  es  ist 

ß(0  =  a(«,  ftr...). 

Damit  ist  aber  unsere  Behauptung  ermesen. 


Primitive   und   imprimitive   Körper. 

Nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  beschränken  wir  uns 
jetzt  auf  die  Betrachtung  algebraischer  Körper  iß(o!j,  worin  « 
die  Wurzel  einer  Gleichung  in  il  ist.  Diese  Gleichung  möge, 
von  mehrfachen  Factoren  befreit,  mit 

(1)  FW  =  0 

bezeichnet  und  vom  Grade  m  sein.     Ihre  Wurzeln  seien 

(2)  «,«„«,...  «™_.. 

Es  kann  F{x)  in  ß  reducibel  sein ;  dann  wird  es  einen  und 
nur  einen  irreducibeln  Factor  f(x)  von  F(x)  geben,  so 
dass  K  eine  Wurzel  der  Gleicliung 

(3)  /W  =  0 

ist.  Der  Grad  von  f(x)  sei  n  und  die  Wurzeln  von  (3),  die  alle 
unter  den  Wurzeln  (2)  enthalten  sind,  seien 

(4)  »,«„»,...  «.-,. 

Der  Grad  des  Körpers  Si(a)  ist  dann  nach  der  in  §.  142 
gemachten  Festsetzung  gleichfalls  n. 

Jede  der  Grössen  (4)  giebt  zu  einem  algebraischen  Körper 
Anlass,  und  so  entstehen  die  Körper 

(5)  ß(«),  ßK)...  ßK_,). 

die  wir  die  mitß(«)  conjugirten  Körper  nennen.  Es  kann 
sein,  dass  diese  Körper  alle  oder  theilweise  identisch  sind,  sie 
können  aber  auch  alle  von  einander  verschieden  sein,  wovon 
später  Näheres. 

Nach  §.  142  erhalten  wir  jede  Grösse  &  in  ß(«),  wenn  wir 
in  einer  ganzen  rationalen  Function  x(t)  in  il,  höchstens  vom 
Grade  (n  —  1),  für  die  Variable  t  die  Zahl  a  setzen. 
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Setzen  wir  für  t  in  x(f)  die  verschiedenen  Grössen  (4),  so 
erhgjten  wir  n  Grössen,  eine   aus  jedem  der   conjugirten  Körper 

(6)  0  =  zK  01  =  zK)  ■  ■  ■  ®»-i  =  Z(«n-=), 
und  diese  heissen  die  mit  &  conjugirten  Grössen. 

Jede  symmetrische  Function  dieser  Grössen  ist  zugleich  eine 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  Gleichung  (3),  und 
mithin  in  il  enthalten. 

Unter  diesen  symmetrischen  Functionen  wollen  wir  zwei,  die 
häufig  vorkommen,  durch  besondere  Namen  und  Bezeichnungen 
hervorheben;  es  ist  die  iSumnie 

(7)  S(®)  =   ®  +  @,  +  ©2  -| h  &„-!, 

die  wir  die  Spur  von  @  nennen,  und  das  Product 

(8)  jV(0)  =  @©i@a  -  ■  ■  ©«-1, 

das  die  Norm  von  ®  heisst.    Conjugirte  Zahlen  haben  hiernach 
dieselben  Spuren  und  Normen. 
Das  Product 

(9)  ((  -  ©)  (i  -  ©,)...{!-  ©„_,)  =  «(() 

ist  eine  ganze  rationale  Function  n*""  Grades  von  i  in  ß  und 
ihre  Wurzeln  sind  &  und  die>mit  &  conjugirten  Grössen.  Daraus 
ergiebt  sich  der  Satz; 

1.  Jede  Grösse  in  ii(«)  ist  Wurzel  einer  Gleichung 
h'™  Grades  in  ß,  deren  übrige  Wurzein  die  mit 
0  conjugirten  Grössen  sind. 

Die  Berechnung  der  Function  ^(t)  aus  f{x)  ist  nichts 
Anderes  als  die  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  im  vierten 
und  sechsten  Abschnitt  betrachtete  Tacbirnhausen-Trans- 
formation. 

Wir  haben  nun  die  Function  0{f)  auf  ihre  Irreducibilität 
zu  untersuchen. 

Wenn  die  Function  ^{t)  reducibel  ist,  so  hat  sie  einen  irre- 
ducibeln  Factor  (p{t),  in  dem  wir  den  Coefficienten  der  höchsten 
Potenz  von  t  gleich  1  annehmen  können,  und  jeder  solche  Factor 
verschwindet  wenigstens  für   einen  der  Werthe  0,  0,  .  .  .  0„-i. 

Es  sei  also 

9.(0)  =  9>[Z(«J]-.O, 
d.  h.   die  Gleichungen  <p  [%  (x)]  =  0   und  f(x)  =  0  haben   eine 
gemeinsame  Wurzel,     Da  aber  f(x)  irreducibel  vorausgesetzt  ist, 
so  muss  tpixifoy]  nach  dem  Theorem  II,  §.  141  für  alle  Wurzeln 
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«,  «1,  «i  .  .  .  K„_i  von  f{x)  =  0  verschwinden,  d.  h.  es  ist 
cp{&)  =  0,  9)(0i)  =  0,  q;(03)  ==  0  .  .  .  >p(&n-i)  =*■ 
Wenn  also  die  mit  0  conjugirten  Werthe  alle  von  einander 
verschieden  sind,  so  ist  q)(t)  mit  ^(t)  identisch,  d.  li.  ^(t)  ist 
irreducibel.  Sind  aber  unter  den  mit  &  conjngirten  Werthen  nur 
«1  von  einander  verschiedene  vorhanden,  etwa  0, 0;,  ©3...  0„, _i, 
so  ist 

(10)  ip  (t)  =  (f  —  0)  ((  _  ®j)  .  .  .  (t  —  0„^_,), 

und  jeder  andere  irreducibele  Factor  von  ^(t)  ist,  da  er  wenig- 
stens für  einen  der  conjugirten  Werthe  &  und  folglich  für  alle 
verschwinden  muss,  mit  ip(t)  identisch.  Es  ist  also  <&(()  eine 
Potenz  von  qo  ((),  etwa 

(11)  f(t)  =  ,>(()"■ 

und 

(12)  n  ^  «1«^. 

Daraus  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

2.  Die  Function  0(t)  ist  entweder  irreducibel 
oder  sie  ist  eine  Potenz  einer  irreducibeln 
Function.  Die  n  mit  einer  Zahl  in  iJ(«)  conju- 
girten Zahlen  sind  entweder  alle  von  einander 
verschieden,  oder  sie  zerfallen  in  «1  Systeme 
von  je  %  unter  einander  gleichen  Zahlen.  Im 
ersten  Falle  ist  S(f)  irreducibel,  im  zweiten 
die  %'*  Potenz  einer  irreducibeln  Function 
jj^t™  Grades  in  ß. 

Eine  Grösse  0  in  SI(k),  die  von  allen  ihren  conjugirten 
Zahlen  verschieden  ist,  und  die  also  einer  irreducibeln  Gleichung 
w""  Grades  genügt,  heisst  eine  primitive  Grösse  des 
Körpers.  Nach  dem  Satz  §.  143,  1.  lassen- sieh  unendlich  viele 
solche  primitive  Grössen  bestimmen,  sogir  w,  dasa  die  Coefh- 
cienten  von  0  =  ;[(«)  rationale  Zahlen  sind  Man  biaucbt  nui 
über  die  Coefficienten  von  %  so  zu  verfügen,  dass  untei  den  con 
jugirten  Grössen  x(^)  keine  gleichen  voikommen 

3.  Jede  Grösse  o  des  Körpers  ß(«)  kann  lationtl 
durch  eine  beliebige  primitive  Grosse  0  des 
Körpers  ausgedrückt  werden. 

Denn  sind  o,  toi,  Wg  ,  .  .  (a„_i  die  zu  ta  conjugirten  Zahlen, 
0i,  ©3  .  .  .  ©H—i  die  zu  0  conjugirten  und 
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■  W{t) 


t  —  &^^  ^  t—  @„_ 

eine  ganze  rationale  Function  n  —  1^°  Grades  von  f,  deren 
Coefficienten  Zahlen  in  ß  sind,  und  daraus  ergiebt  sich,  wenn 
man  (  =  0  setzt, 

_  ^{@)_ 

'^  ~    0'{&)  ' 

worin  (&'(0)  von  Null  verschieden  ist. 

Es  ist  hiernach  der  Korper  iß(@)  mit  dem  Körper 
a(K)  identisch. 

4.    Ist  @  nicht  primitiv,  so  kann  nicht  jede  Grösse 

in  ß(«)  rational  durch  &  ausgedrückt  werden. 

Der  Körper  ß(@J  ist   ein   Theilor  des  Körpers 

ß(D!)   und    der   Grad    von   £1(0)   ist   ein   Theiler 

des  Grades  von  £i(K). 

Denn  jede  Zahl  des  Körpers  Sl(@)  genügt   einer  Gleichung 

in  £i  vom  Grade  Wi,  wenn  n,  ein  Theiler  von  n  und  kleiner  als 

M  ist.     Also  kann   eine  primitive  Grösse   des  Körpers  il(ix),   die 

einer  irreducibeln  Gleichung  #™  Grades  genügt,  nicht  in  ß(@} 

enthalten  sein. 

Der  Körper  £l(tt)  heisst  primitiv,  wenn  er  ausser 
den  Grössen  in  Sl  keine  imprimitiven  Grössen  ent- 
hält, imprimitiv,  wenn  er  noch  andere  imprimitive 
Grössen   enthält. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  zunächst,  dass  ein  Körper, 
dessen  Grad  eine  Primzahl  ist,  nothwendig  primitiv  ist;  denn 
eine  imprimitive  Grösse  0  in  Si(K')  genügt  einer  Gleichung, 
deren  Grad  ein  von  n  verschiedener  Theiler  des  Grades  n  von 
Sl(a)  ist.  Wenn  dieser  Theiier  gleich  1  ist,  so  ist  &  in  Sl  ent- 
halten. 

Wir  wollen  jetzt  noch  einige  der  wichtigsten  Eigenschaften 
der  iraprimitiven  Körper  kennen  lernen. 

Hat  ß(w)  einen  von  ß  verschiedenen  Theiler  il',  der  seiner- 
seits Sil  als  Theiler  enthält  (ist  also  Si'  Körper  über  ß),  und  ist 
/i  eine  Grösse,  die  dem  Körper  Sl',  aber  nicht  fl  angehört,  so  ist 
der  Körper  Sl  ((3)  ein  algebraischer  Körper  über  Sl  und  zugleich 
ein  Theiler  von  Sl'  und  von  Sl(a),  und  nach  dem,  was  wir  vorhin 
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bewiesen  haben,  ist  der  Grad  %  des  Körpers  ß  ((3)  ein  Theiler  von 
n.  Ist  nun  durch  £i  (ß)  der  Körper  £i'  nicht  erschöpft,  so  netimen 
wir  eine  Grosso  y  in  ß',  aber  nicht  in  Si(ß);  dann  ist  der  Körper 
il  (ß,  y)  ein  Theiler  von  £1'  und  von  Sl  (a)  und  hat  seinerseits 
£1  (ß)  zum  Theiler.  Der  Grad  von  ß  (ß,  y)  ist  also  grösser  als 
der  von  ß  (ß)  und  kleiner  als  der  von  ß  (a).  Ist  damit  ß'  noch 
nicht  erschöpft,  so  fahren  wir  so  fort,  iniisaen  aber  endlich  zum 
Äbschloas  kommen,  da  die  Grade  der  Körper  £l(ß),  Sl(ß,y)... 
immer  wachsen  und  doch  kleiner  als  n  bleiben.    Daraus  folgt: 

5.  Jeder  Theiler  von  ß(«),  der  den  Körperß  ent- 
hält, ist  ein  algebraischer  Körper  ß(/3)  über  ß. 
Der  Grad  von  £l(ß)  ist  ein  Theiler  des  Grades 
von  ß{«),  und  wenn  beide  Körper  den  gleichen 
Grad  haben,  so  sind  sie  identisch. 

Wir  können  daher  unsere  Definition  auch  so  fassen: 

6,  Ein  algebraischer  Körper  über  ß  ist  primitiv, 
wenn  er  ausser  ß  und  sich  selbst  keinen  Kör- 
per über  ß  zum  Theiler  hat. 


§.  145. 
Normalkörper.     Oalois'sche   Resolvente. 

Ist  ß(«)  ein  algebraischer  Körper,  so  sind  die  conjugirten 
Körper 

ß  («),«(»,)■■•  ö("—.) 

alle  von  gleichem  Grade,  und  wenn  also  einer  von  ilinen  im 
anderen  enthalten  ist,  so  sind  beide  identisch. 

Ein  Körper,  der  mit  allen  seinen  conjugirten  Körpern  iden- 
tisch ist,  heisst  ein  Normalkörper,  In  den  Normalköi-pern 
herrschen  viel  einfachere  Gesetze,  und  der  grosse  Fortschritt,  den 
die  Algebra  Galois  verdankt,  beruht  im  Wesentlichen  darauf, 
dass  beliebige  Körper  auf  Normalkorper  zurückgeführt  werden. 
Die   Normalkörper  heissen   daher  auch  Galois'sche  Körper. 

Wenn  ein  Körper  fi'™  Grades  ß(p)  die  Eigenschaft  hat, 
dass  die  zu  q  conjugirten  Zahlen  pi,  ps  .  .  .  p^-i  alle  in  ß(p) 
enthalten  sind,  so  ist  es  ein  Nonnalköqjer ;  denn  dann  sind  die 
Körper  ß(pi),  ß(p!;)  .  .  -  ß(tijt_i)  auch  alle  in  il(Q)  enthalten 
und  also  alle  mit  SI(q)  identisch. 
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Wir  wollen  eine  Gleichung  eine  Normalgleichuüg 
wenn  sie  irreducibel  ist,  und  die  Eigenschaft  hat,  daas 
alle  ihre  Wurzeln  rational  (in  iJ)  durch  eine  von 
ihnen  ausgedrückt  werden  können.  Dann  ist  ein  primi- 
tives Element  eines  Normalkörpers  /i*™  Grades  Wurzel  einer 
Normalgleichung  ((.*»"  Grades,  Aber  es  gilt  auch  das  Umgekehrte, 
dass  nämlich,  wenn  p  eine  Wurzel  einer  Normalgleichung  ist, 
ß(p)  ein  Norraalkörper  gleichen  Grades  ist.  Denn  ist  q^  die 
Wurzel  der  Normalgleichung,  durch  die  alle  anderen  rational 
ausgedrückt  sind,  so  ist  sicher  ß(9o)  ein  Norraalkörper.  Mit 
diesem  ist  aber  SI^q)  conjugirt  und  also  identisch.  Es  folgt 
daraus  noch,  dass  hei  einer  Normalgleichung  jede  Wurzel  nicht 
nur  durch  eine  bestimmte  unter  ihnen,  sondern  durch  jede 
beliebige  rational   ausdrüokbar  ist. 

Man  kann  nun  auf  folgendem  Wege  beliebige  algebraische 
Körper  auf  Normalkörper  zurückführen. 

Es  sei 

(1)  ^X^)  =  0 

eine  beliebige  reducible  oder  irreducible  Gleichung  in  il  vom 
m*""  Grade,  von  der  wir  nur  voraussetzen  wollen,  dass  sie 
keine  mehrfachen  Wurzeln  habe.    Ihre  Wurzeln  seien 

(2)  «,   «j   .  .  .  Wm-1- 

Man  erhält  daraus  m  algebraische  Körper 
{?>)  ßH  ii(«,)'--ßK-i), 

und  man  kann  offenbar  die  Function  F{x)  so  wählen,  dasa  unter 
den  Körpern  (3)  irgend  welche  gegebene  algebraische  Körper 
über  Sl  vorkommen.  Wir  nennen  den  aus  allen  Grössen  (2), 
d.  h.  aus  allen  Wurncln  der  Gleichung  (1)  abgeleiteten  Körper 
über  ii 

(4)  Jf  =  ß(K,  Wi  ..  .  «,„_,) 

den  Galois'schen  Körper  der  Gleichung  F(x)  =  0. 

Ist  F{x)  irreducibel,  so  sind  die  Körper  (3)  die  mit  iß(«) 
conjugirten  Körper.  In  diesem  Falle  soll  der  Körper  N  die 
Norm    eines   jeden    der    Körper   iß(«),   ß(Q;i)  .  -  .  il(ci,„^t) 


Ist  ß(wj  ein  Normalkörper,  so  ist  er  mit  seiner  Norm  iden- 
tisch. Im  allgemeinen  Falle  ist  nachzuweisen,  dass  JV  ein 
Normalkörper  ist.  Wir  wählen  ein  primitives  Element  p  des 
KÖrpei-s  N  (nach  §.  143)  und  können  dann  den  Körper  JV  auch 
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durch  £1(q)  bezeichnen.  Ist  (i  der  Grad  von  JV",  so  genügt  p 
einer  irreducibeln  Gleichung  /i'^"  Grades 

(5)  1,(1)  =  0, 

von  der  zu  zeigen  ist,  dass  es  eine  Normalgleichung  ist.  Zu 
diesem  Zweck  bemerken  wir  zunächst,  dass  die  eine  Wurzel  q 
dieser  Gleichung  eine  rationale  Function  der  «,«,.,  ,  Wm-i  ist, 
weil  sie  in  N  enthalten  war.     Setzen  wir,  um   dies  anzudeuten, 

und  bilden  nun  alle  verschiedenen  Anordnungen  der  Ziffern 

0,  1,  2  ...  »K  —  1, 
deren  Anzahl  n(t)t)  beträgt: 

(6)  {0,l,2...m  — 1J,(0',  1',  2'...  (m—l)'),(0",l",2". ..(»»— 1)").., 
worin  die  Ziffern  mit  einem,  zwei  etc.  Accenten  dieselben  sind, 
wie  die  ohne  Accent,  nur  in  anderer  Reihenfolge,  und  bilden 
hieraus  die  Functionen 

(7)  &  =  pK,  «,  .  .  .  «„-,),  p'  =  p{«o',  Kr  .  .  .  «(,n-iy). 

P"^PK,,«, «,™-,y.)..., 

uuhekümmert  darum,  ob  darunter  etwa  unter  einander  gleiche 
vorkommen  oder  nicht. 

Wenn  wir  in  allen  den  Anordnungen  (6)  ein  und  dieselbe 
Veitauschung  vornehmen,  z.  B.  0  mit  1,  so  ändert  sich  die 
Gesammtheit  dieser  Anordnungen  nicht,  sondern  nur  ihre  Reihen- 
folge wird  eine  indtie  Denn  erstens  kann  durch  eine  solche 
Veitauschung  nichts  Anderes  entstehen,  als  Anordnungen  der 
Ziffern,  und  zweitens  können  nicht  zwei  verschiedene  Anordnungen 
durch  eine  und  dieselbe  Vertauschung  in  dieselbe  Anordnung 
iibei  gehen 

Es  weiden  also  auch  durch  jede  solche  Vertauschung  die 
Functionen  (7)  nur  unter  einander  permutirt  werden.  Bilden 
wir  also  das  Product 

G(f)  =  ((-(,)(!-  (,')  ((  _  p")  .  .  . 

für  eine  Veränderliche  t,  so  bleiben  seine  Coefficienten ,  die 
gewiss  Functionen  von  «,«!,..  «,„_i  sind,  ungeändert,  wenn 
diese  Grössen  irgendwie  permutirt  werden;  d,  h.  es  sind  sym- 
metrische Functionen  der  Wurzeln  der  Function  F(x),  und  also 
ist  G(()  eine  Function  von  (  iu  Sl.  Alle  Wurzeln  von  G(()  sind 
Grössen  in  N,  da  sie  durch  die  «  rational  ausgedrückt  sind. 
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Nun  haben  G(t)  und  g{f)  eine  Wurzel  gemein.  Da  aber 
g(t)  irreducibel  ist,  so  muss  G-(t)  durch  y(t)  theilbar  sein;  also 
sind  auch  alle  Wurzeln  von  g{t)  in  JV"  enthalten,  d.  h.  N  iat  ein 
Normalkörper,  w.  z,  b,  w. 

Jede  Gleichung  (/(()  =  0  heisst  eine  Galois'sche  Resol- 
yente  der  Gleichung  F(x)  =  0,  und  eine  Galois'sche  Resol- 
vente ist  also  durch  folgende  Bestimmung  definirt: 

Eine   Gleichung  g{t)  =  0   ist   eine  Galois'- 
sche   Resolvente    einer    gegebenen    Gleichung 
F(x)  —  0   in   ß,    wenn    1)    {/(t)    irreducibel    ist, 
wenn  2)  alle  Wurzeln  von  F{x)  rational   durch 
eine  Wurzel  q  von  g(t)  ausdrückbar  sind,   und 
3)    eine    Wurzel    von    g(t)    rational    durch    die 
Wurzeln  von  F(x)   ausdrückbar  ist. 
Denn   nach   2)   ist  N  in  £1(q)   enthalten,   und   nach   3)   ist 
einer  der  mit  ßfp)  conjugirten  Körper,  Si(Qj),  in  N  enthalten. 
Die  Grade  von  JV"  und  ß(p)  können  also  nicht  verschieden  sein 
und  folglieh  ist  N  =  ß(p). 

Jede  Galois'sche  Resolvente  ist  eine  Nor- 
malgleichung, und  eine  Normalgleichung  ist 
ihre  eigene  Galois'sche  Resolvente. 


Die   Substitutionen   eines   Normalkörpers, 

Es  sei  jetzt  ß(p)  ein  Normalkörper  (t'™  Grades  und  p  eine 
seiner  primitiven  Zahlen,  ferner 

(1)  !/(0  =  0 

die  irreducible  Gleichung  fi"'"  Grades,  deren  eine  Wurzel  (  =  q 
ist.     Die  zu  p  conjugirten  Elemente  seien 

(2)  p,  p„  Ps  .  •  ■  0^-1- 

Da  nach  der  Definition  des  Normalkörpers  die  Grössen  (2) 
alle  in  £i  (p)  enthalten  sind,  so  können  wir  @,  ((),  ©„  (0  ■  •  ■  '©,"  - 1  (0 
als  ganze  rationale  Functionen  in  ß,  höchstens  vom  Grade  ;(  —  1, 
so  bestimmen,  dass 

(3)  pi  =  &,iQ),     Q,  =  @,(9l  ■  ■  ■  P.-i  =  H.-i(c) 
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wird.     Ist   ra   oino   beliebige  Grösse   iq  ß(p),   so   kann   man   die 
mit  Q)  conjugirteii  Grössen  so  darstellen: 
(4)  «  =  9{p),     o»!  =  9>(9i)  .  .  .  w,„-,  ^  9>(p,.,-i), 

worin  <p  (f)  eine  rationale  Function  in  Si  ist. 

Da  nun  g{t)  iiTeducibel  ist,  so  gilt  der  Satz  §.  141,  II,  den 
wir  jetzt  so  aussprechen: 

1.  Wenn  eine  rationale  Function  t&{()  in  Sl  eine 
Wurzel  mit  ^(t)  geraeinsam  hat,  so  verschwin- 
den  alle  conjugirten   Grössen 

*W,  *((■.)•  ■•»fe.-O- 

Wenn  in  einer  der  Functionen  0)t(p),  durch  die  nach  (3) 
die  Wurzeln  von  (1)  ausgedrückt  sind,  y  durcli  eine  andere 
Wurzel  pft  ersetzt  wird,  so  entsteht  daraus  wieder  eine  der 
Wurzeln;  denn  ist 

g[&,(Qy]  =  0, 
so  ist  nach  1-  auch 

9  [».(»)]  =  0. 
und  die  Reihe  der  Grössen 
(6)  Qu,    ®,fe),    ®,  ((.,.)...  8.-1  (e.) 

stimmt,  von  der  Anordnung  abgesehen,  mit  der  Reihe 

(6)  5,     ©,((.),     8,(6.)...e,_,(«) 

überein.  Dies  wird  erwiesen  sein,  wenn  wir  zeigen,  dass  in  (5) 
keine  zwei  gleichen  Werthe  vorkommen.  Bezeichnen  wir  der 
üebereinstimmung  halber  mit  @o{p)  oder  @(p)  die  Wurzel  q 
selbst,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  zweier  der  Grössen  (5) 

(7)  ®,(9.)  =  %(?..) 
nach  dem  Satze  1, 

(8)  8,(?)  =  ©.(C). 

was  aber,  wenn  *  von  k  verschieden  ist,  nicht  möglich  ist.  Also 
sind  zugleich  mit  den  Grössen  (6)  auch  die  Grössen  (y)  unter 
einander  verschieden. 

Wir  können  dies  als  Satz  zusammenfassen: 

2.  Vertauscht  man  p  mit  p*,  so  geht  zugleich  jede 
mit  Q  conjugirte  Grösse  in  eine  bestimmte  andere 
über,  und  niemals  zwei  verschiedene  in  dieselbe. 

Wenn  wir  in  allen  Functionen  von  q  statt  q  eine  andere 
Wurzel  Q„  setzen,  so  führen  wir  eine  Substitution  aus.  Wir 
bezeichnen  diese  Substitution  mit 
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o\,  ^  (9,  p„),  «  =  0,  1,  2  .../(.—  1, 

wobei  unter  ö,,  oder  ö  die  sogenannte  identisciie  Substitution 

(p,  q)   verstanden   wird,   die   darin   besteht,   dass   p  durch   sich 

selbst  ersetzt  wird,  also  alle  Zahlen  in  iQ(p)  ungeäudert  bleiben. 

Wenn  wir  in  einer  beliebigen  der  Wurzeln  (3) 

die  Substitution  ß,(  ausführen,  so  geht  ps  in  eine  andere  Wurzel 
Pi  über,  die  bestimmt  ist  durch 

Es  ist  also  pii  dieselbe  Function  von  p^,  wie  p^  von  p. 

Eine  beliebige  Grösse  ra  =7  qp  (p)  des  Körpers  £1  (p)  geht 
durch  die  Substitution  <J„  in  o,,  :=  viQa)  über.  Drücken  wir  ro 
durch  p/,  und  ra„  durch  pjj  aus: 

fo  —  *  (pft),     w„  =  ^  (pi), 
so  sieht  man,  dass  w  in  ei„  übergeht  durch  die  Substitution 
(9)  e„  -  i9H,9k)  =  (9k,&k&AQ)% 

und  dies  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Substitution  (p,  p„). 

Hierin  ist  pf,  eine  beliebige  Wurzel  von  g{t)  und  das  zu- 
gehörige Qt  ist  durch  Un  bestimmt.  Man  kann  aber  bei  gegebenem 
6„  auch  pi,  beliebig  annehmen,  und  das  zugehörige  ps  bestimmen, 
indem  man  in  @ä(p„)  den  Index  k  die  Wcrthc  0,  1,  2  ...  (t  —  1 
durchlaufen  lässt,  wobei, jede  Wurzel  p^  einmal  zum  Vorschein 
kommt     Also : 

3.  Jede  Substitution  ö«  kann  in  der  Form  (pi,,  pt) 
dargestellt  werden,  worin  entweder  p^  oder  p^ 
eine  beliebig  gegebene  der  ji  Wurzeln  p  ist, 
während  die  andere  durch  (f„  völlig  bestimmt  ist. 

Die  Anzahl  aller  von  einander  verschiedenen  Substitutionen 
e«  ist  also,  die  identische  Substitution  mit  gerechnet,  gleich  dem 
Grade  des  Körpers  ß(p),  den  wir  oben  schon  mit  n  bezeichnet 
haben.  Jede  dieser  Substitutionen  führt  die  Gesammtheit  der 
Grössen  des  Körpers  ß(p)  in  sich  selbst  über,  so  dass  jede  in 
eine  bestimmte  andere  übergeht,  und  niemals  zwei  verschiedene 
Grössen  in  die  gleiche  [Formel  (7),  (8)]. 

Wir  nennen  daher  die  ff„  die  Substitutionen  des  Kör- 
pers ßCp). 

Wenn  gj  =  (p(p)  im  Körper  ß{p)  ungehindert  bleibt,  wenn 
p  durch  Pu  ersetzt  wirdj  wenn  also 
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q){p)  =   (p(p„) 
ist,  so  sagen  wir,  ra  erlaubt  oder  gestattet  die  Substitution 
(p,  p„)  oder  0a. 

Die  Grössen  ro,  die  ausser  der  identischen  Substitution  keine 
Substitution  6^  gestatten,  sind  die  primitiven  Elemente  des 
Körpers  iß(p). 

4.  Eine  Grösse,  die  alle  Substitutionen  ö„  gestattet, 
ist  nothwendig  ein  Element  von  ß. 

Denn  eine  solche  Grösse  ist  mit  allen  ihren  conjugirten 
Grössen  identisch,  und  genügt  also  nach  §.  144  einer  Gleichung 
ersten  Grades  in  Si. 

§■  1". 

Zusammensetzung   der   Substitutionen. 

Wenn  wir  in  irgend  einer  Function  von  p  die  Wurzel  p 
zuerst  durch  p„  und  dann  p„  durch  p),  ersetzen,  so  ist  der  Erfolg 
derselbe,  als  ob  wir  gleich  von  vornherein  p  mit  p»,  vertauscht 
hätten.     Setzen  wir  also 

(1)  ö  =  (p,  0«),      Ö'  =  (9.,  pt,),      ö"  =  (p,  pfc), 

80  ist  es  für  das  Ergebnjss  gleichgültig,  ob  wir  in  allen  Zahlen 
des  Körpers  Si  (p)  zuerst  die  Substitution  ö  und  dann  die  Substi- 
tution ö'  ausführen,  oder  ob  wir  für  einmal  die  Substitution  0" 
machen, 

1.  Wir  nennen  daher  ö"  aus  e  und  0'  coniponirt  oder 
zusammengesetzt,  und  bezeichnen  diese  Bezie- 
hung durch  die  symbolische  Gleichung 

(2)  Ö6'  =  6". 

Da  wir  nach  dem  Satz  3.  des  vorigen  Paragraphen  in  der 
Bezeiclinung  einer  Substitution  (pft,  p^)  das  erste  oder  das  zweite 
Element  beliebig  wählen  können,  so  lassen  sich  p„,  pt  so  aus- 
wählen, dass  e,  0'  zwei  beliebig  gegebene  unter  den  fi  Substi- 
tutionen des  Körpers  ^(q)  sind;  ö"  ist  aber  dadurch  völlig 
bestimmt.  Ebenso  ist  aber  auch,  wenn  ß  und  0"  gegeben  sind, 
ö'  eindeutig  bestimmt.  Denn  wählen  wir  p  beliebig,  so  ist  p„ 
durch  fl  völlig  bestimmt  und  pi,  durch  0",  womit  auch  ö'  =  (p«,  Qi,) 
gegeben  ist.  Ist  endlich  ff'  und  0"  gegeben,  so  ist  ö  eindeutig 
bestimmt,  da  zunächst  p^  durch  ff"  und  dann  p„  durch  0'  be- 
stimmt ist.     Wir  haben  daher: 
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2.  Von  den  durcli  die  symbolische  Gleichung  öu'^^  ö" 
verbundenen  drei  Substitutionen  des  Körpers 
iJ2(p)  können  irgend  zwei  beliebig  gegeben  sein, 
während  die  dritte  dadurch  eindeutig  bestimmt  ist. 

Wir  haben  die  Composition  dei  Substitutionen  symbolisch 
durch  das  Zeichen  der  Multiplication  ausgedruckt.  Es  ist  hier 
aber  wohl  auf  die  Reihenfolge  der  Factoren  oder  Componenten 
zu  achten,  weil  ee'  von  ö'ö  verschieden  sein  kann;  d.  h.  bei  der 
die  Composition  ausdrückenden  symbolischen  Multiplication  gilt 
nicht  das  commutative  Gesetz  der  gewöhnlichen  Multiplication; 
wohl  aber  gilt  das  sogenannte  associative  Gesetz,  das  sich  in 
folgendem  Satz  ausspricht: 

3.  Sind  ö,  ö',  ö"  irgend  drei  der  p,  Substitutionen  des 
Körpers  jß(p),  so  ist 

(3)  (öö')ö"  =  s(ö'e"}. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach;  denn  nach  dem  Satz  3.,  §.  146 
können  wir  p^,  q^,  q^  so  bestimmen,  dass 

(4)  e  =  (p,  p,j,     ö'  =  (pb,  pfi),     o"  =  (p6,  e.), 
und  dann  ist 

ßö'    =.   (p,  pt),        (Öö')ö"  =  (p,  Ph)(pi,  p,)   =  (p,  p,), 
ö'ö"  =  (p,„  Q,),      6(ö'ö")  =  (p,  p„){p„  p,)  =  (p,  p,). 
Wir  bezeichnen  daher  kurz  die  aus  den  drei  Substitutionen 
ö,  ö',  ö"  zusammengesetzte  Substitution  mit 

6  g'  ö", 
und   können   überhaupt    aus   beliebig    vielen   Componenten   eine 
bestimmte  Substitution 

6  0'  ii"  &" .  .  . 

dadurch  zusammensetzen,  dass  wir  nach  einander  immer  zwei 
benachbarte  unter  den  Componenten  zu  einer  einzigen  Substi- 
tution vereinigen,  bis  das  ganze  symbolische  Product  sich  auf 
eine  einzige  Substitution  zusammengezogen  hat.  Denn  wir  können 
nach  §.  146,  3.  setzen 

ß  =   (Q,  9a),      Ö'  =   (P.<,   Ps)'       ö"  =   (p,„  p,),      Ö'"  =:    (p„  p,), 

und  erhalten  immer 

(e,  e«)(p»,  (>h)(Qt,  p.}(pn  9e)  =  (q,  eO. 

was  offenbar  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Componenten  aus- 
gedehnt werden  kann, 
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Auf  Grund  rlor  Eigenschaften  1,,  2.,  3.  nennen  wir  die  Ge- 
sammtheit  der  ft  Substitutionen  des  Normalkörpers  ß(p)  eine 
Gruppe,  und  zwar  eine  endliche  Gruppe  vom  Grade  (t.  Sie 
heisst   auch   die  Gruppe   der   Substitutionen   des   Körpers 

Mit  der  allgeineinen  Theorie  der  Gruppen  werden  wir   uns 
Abschnitten  eingehend  beschäftigen. 


P  e  r  ni  u  t  a  t  i  0  n  s  g  !■  u  p  p  6  n. 

Im  §.  145  haben  vnv  gesehen,  wie  man  zu  einer  behebigen 
Gleichung  in  il  vom  Grade  m 

(1)  FW  =  0, 

von  der  nur  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  keine  gleichen  Wurzeln, 
hat,  einen  Normalkörper  SI(q)  bestimmen  kann,  dem  alle  Wurzein 
von  (1)  angehören.     Wenn  also  die  Wurzeln  von  (1)  mit 

(2)  »,  «„  «.  .  .  .  «,.-, 
bezeichnet  werden,  so  ist 

(3)  w  =  z  (ß),   «1  =  xi  (9),  ■  ■ .  «.«-1  ^  X'"-!  (e)> 

und  die  x  ^'"^  rationale  Functionen  in  £1. 

Setzen  wir  aber  für  p  eine  mit  p  conjugirte  Grösse  pi, 
führen  wir  also  eine  Substitution  ö  :^  (p,  p,)  aus,  so  geht  jede 
Wurzel  M  in  eine  bestimmte  andere  über,  und  niemals  zwei  ver- 
schiedene in  dieselbe;  denn  wenn 

-FW  =  -F[«(!>)]  =  0 
ist,  so  ist  nach  §,  146,  I: 

d.  h.  %  (pij  ist  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1),  Dass  aber 
nicht  zwei  verschiedene  Grössen  des  Körpers  ß(pj  durch  eine 
Substitution  ö  in  die  gleiche  Grösse  übergehen  können ,  haben 
wir  im  §.  146  schon  allgemein  gezeigt. 

1.  Eine  Substitution  e  ruft  also  unter  den  Wurzeln 
M  eine  gewisse  Permutation  hervor,  indem  jeder 
der  Indices  0,  1,  2  ...  »j  —  1  durch  einen  be- 
stimmten anderen  ersetzt  wird. 
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Dies  filhrt  uns  also  darauf;  ilie  Permutatioiien  von  m  Zift'erü 
0,  1,  2  ...  m  —  1 
und  ihre  Eigenschaiten  im  Allgemeinen  genauer  zu  atudiren. 

Geht  die  Ziffer  0  in  ßoi  1  in  «n  ^  in  %  u.  a.  f.,  m  —  1  in 
cf«_i  über,  so  muss 

(4)  «0,  ffl„  «a  .  .  .  «,„_i 

irgend  eine  andere  Anordnung  der  Ziffern  0,  1,  2  ...  i»  —  1  sein. 
Den  Uebergang  von  der  einen  zu  der  anderen  Anordnung  be- 
zeichnen -wir  durch  ein  Symbol,  wie 

/O,    1,   2  .  .  .  m— 1\ 

(5)  3r„  =  (   '     '  ) 

V(ai'^i'"a  ■  ■  ■  *™— 1  / 

und  nennen  diesen  Uebergang  eine  Permutation. 

Die    Anzahl    aller    möglichen    Permutationen    von    tn    Ele- 
menten ist 

n(m)  =  l  .  2  .?,  .  .  .m, 

worunter  auch  die  identische  Permutation 
/O,  1,  2  .  .  . 


/O,  1,  2  ...  MI  —  J\ 
\0,  1,  ii  ■  ■  ■  m  —  1/ 


die  jedes  Element  an  seiner  Stelle  läsat,  mitgezählt  ist. 

Das  Symbol  (5)  ändert  seine  Bedeutung  nicht,  wenn  man 
die  einzelnen  Paare 

0,       1,      2,  .  .  .  m  —  1 

ctfl,     «j,     c(äi  ■  ■  ■  «iji-i 
anders  anordnet.    Ist  also 

irgend  eine  Anordnung  der  Ziffern  0,  1,  2  .  .  .  ni  ■ —  1,  so  können 
wir  für  (5)  auch  setzen; 

,.  =  (»..*.,*,...*.-,  \ 

was  mit  (5)  völlig  gleichbedeutend  ist. 

Hieraus  lässt  sich  der  sehr  wichtige  Begriff  der  Zusammen- 
setzung von  Permutationen  ableiten.  Ersetzen  wir  einen 
Index  a  durch  einen  Index  b,  dann  b  durch  c,  so  ist  der  Erfolg 
derselbe,  als  wenn  sogleich  a  durch  c  ersetzt  wird.  Wenn  wir 
also  zwei  Permutationen  nach  einander  ausführen,  so  ist  das 
Ergebniss  eine  bestimmte  Permutation ,  die  wir  in  folgender 
Weise  darstellen  können.    Sind 
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/O,    1    .  .  .  «  -  1\  /O,    I    .  .  .  m  -  1\ 

""  =  U„  «,  .  .  .  »,._,     ;■     "'   =  U.,  t,  .  .  .  S,.-,     j 
mta 


irgend  zwei  Peroiutationen ,  so   können  wir  nach  (6)  die   zweite 
auch  so  schreiben: 


/O,    1    ...)»  —  1\ 


und  wenn  wir  also  beide  nach  einander  ausführen,  zuerst  ^ 
sodann  %,  so  entsteht  eine  dritte  Permutation,  die  wir  aus  s 
und  3is  zusammengesetzt  (componirt)  nennen  und  die  wir  a 
symboiischos  Product  von  re«  und  Ttf,  darstellen; 

(') 

Es  ist  bei  dieser  Zusammensetzung  meist  nicht  die  Yer- 
tauschung  gestattet,  da  Jt^jr^  im  Allgemeinen  nicht  mit  JitJEa 
übereinstimmt.  Aber  es  gilt  das  associative  Princip,  was  sich  in 
der  symbolischen  Gleichung 

(8)  (^a^b)'tc   =    ^ai^b^c)    —   ^a^i^o 

ausspricht,  Davon  überzeugt  man  sich  durch  folgende  einfache 
Ueberlegung. 

Wird  irgend  ein  Index  p  durch  x^  in  q,  dieser  durch  jt^  in 
r,  und  r  durch  7te  in  s  verwandelt,  so  gelit  p  durch  jr„ar6  in  r, 
und  q  durch  ttjjtp  in  s  über;  mithin  wird  p  sowohl  durch  {ira^b)^e 
als  durch  Ka(jtiW„)  in  s  verwandelt.  Nichts  anderes  aber  besagt 
die  Formel  (8). 

Zu  jeder  Permutation  ä„  giebt  es  eine  bestimmte  entgegen- 
gesetzte  (inverse)  Permutation,  die  darin  besteht,  dass  die  durch 
3r„  hervorgerufene  Veränderung  wieder  rückgängig  gemacht  wird, 
die  also,  mit  Wß  zusammengesetzt,  die  identische  Permutation 
hervorbringt  Wir  bezeichnen  diese  Permutation  mit  jr-^  und 
wir  haben,  wenn  sr,,  den  Ausdruck  (5)  hat, 

(9) 


/»o,  »1  ,  .  .  a,„—i     \ 

'  \Q,     1   .  .  .  m  —  1/ 

Zusam 

/O,  1  .  .  .  wi  —  1\ 

''  \0,  l  .  .  .  m^  1/ 

■  ''-\ 


Denn   nach   der  Vorschrift   der  Zusammensetzung  : 
,  __  /O,  1  ... 

Ebenso  ist  aber  auch 


(7)  ist 
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was  wieder  die  identische  Permutatioii  ist.     Es  ist  also  die  z' 
%~^  entgegengesetzte  Permutation  wieder  die  Ursprung, 
liehe  Pormutation  w«. 
Ist  jr^K;,  =  JT,:,  so  ist 


denn  es  ist  Ä^ÄftW^'jT"'  die  identische  Permutation. 

Bezeichnen  wir  die  identische  Permutation  mit  %,  so  ist  also 

(10)  w„n:~'  =  "^r''^«  ^=  ^ni 

und  n„  ist  sich  selbst  entgegengesetzt  (wodurch  nicht  ausge- 
schlossen ist,  dass  es  noch  andere  sich  selbst  entgegengesetzte 
Permutationen  giebt).  Durch  die  Composition  mit  der  identischen 
Permutation  wird  keine  andere  Permutation  geändert,  also 

(11)  «o^a  =  ^a't^    =  ^a. 

2.    Ist  7c^  aus  ro„  und  n,,  zusammengesetzt,  also 

(12)  3I„3r6    =    Jt„ 

so   ist  nicht  nur  jt^   aus  re„  und  Tt,„  sondern   auch 


3r„  aus  Wft  und  jr^,  und  jt^  i 
eindeutig  bestimmt. 
Denn  es  folgt  aus  (12) 


völlig  und 


3.  Ein  aus  der  Gesammtheit  aller  /7(m)  Permu- 
tationen von  m  Elementen  herausgegriffenes 
System 

Q   =1    %^  jt',  7t",  %'"  .  .  ., 

das    so    in    sich    abgeschlossen    und    vollendet 
ist,    dass   je    zwei   und   folglich   auch   beliebig 
viele   Permutationen  von   y  durch  Zusammen- 
setzung  immer  wieder  eine   Permutation   des- 
selben   Systems    ergeben,    heisst    eine   Permu- 
tationsgruppe.   Unter  dem  Grad  einer  Permu- 
tationsgruppe  verstehen    wir    die   Anzahl    der 
Permutationen,  die  sie   enthält 
Die   Gesammtheit    aller   Tl[m)   Permutationen    bildet    eine 
solche   Gruppe.     Ebenso   ist    die   einzige  identische  Permutation 
eine   Gruppe   für   sich.     Was   zwischen   diesen   beiden   extremen 
Fällen   von   Gruppen  noch   liegen  kann,    das   wird  UQS  in   den 
1  Abschnitten  beschäftigen. 
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Als  oinfadies  Beispiel  möge  hier  nur  noch  die  Gruppe  dur 
cyklischen  Permiitationen,  kurz  die  cyklische  Gruppe, 
angeführt  werden,  die  man  erhält,  wenn  man  in  irgend  einer 
Anordnung  von  Ziffern  (I,  2,  3  .  .  .  m)  jede  ZiiFer  durch  die 
folgende  und  die  letzte  durch  die  erste  ersetzt,  und  wenn  man 
diese  Permutation  so  oft  wiederholt,  his  man  zu  der  ursprüng- 
lichen Anordnung  zurlicltkommt.  Der  Grad  der  cyklischen  Gruppe 
ist  gleich  der  Anzahl  der  Ziffern,  z.  B,  hei  drei  Ziffern: 
/],  2,  3\  /l,  2,  3\  /l,  2,  3\ 
\2,  3,  1/     \3,  1,  2/     \1,  2,  3/ 

Es  gieht  besondere  Gnippen,  die  uns  später  noch  mehr 
heachäftigen  werden,  die  nur  aus  aolchen  Permutatioiien  bestehen, 
bei  deren  Zusammensetzung  ausser  den  oben  erwähnten  auch 
noch  das  commutative  Gesetz  gilt,  hei  denen  aKo  immer  iTj  % 
=  ^r^^Tj  ist,  und  in  Folge  dessen  die  Analogie  mit  der  Multi- 
plication  eine  viel  vollständigere  ist.  Solche  Gruppen,  zu  denen 
die  cyklischen  Gruppen  gehören,  heissen  commutative  oder 
Abel'sche  Gruppen.  Wenn  die  sämmtlichen  Elemente  einer 
Permutationsgruppe  Qi  in  einer  Gruppe  Q  enthalten  sind,  so 
hcisst  Qi  ein  Tlieiler  von   Q,  und  Q  duroh   ^i  theilbar. 

üalois'ache   Gruppe. 

Wenn  wir  in  den  Wurzeln  a,  «i,  c^  .  .  .  w,n_i  einer  Gleichung 
F(x)  ^^=  0,  wie  sie  durch  §.  148,  (3)  als  Grössen  des  Normal- 
körpers ß(p)  vom  /(*™  Grade  auegedrückt  sind,  eine  der  ft  Substi- 
tutionen ö  des  Normalkörpers  ausführen,  so  vollzieht  sich  unter 
diesen  Wurzeln  eine  gewisse  Permutation,  wie  schon  oben  gezeigt 
ist  Es  entspricht  also  jeder  Substitution  a  eine  gewisse  Permu- 
tation IT  der  m  Ziffern  0,  1,  2  ...  m  —  1.  Zwei  verschiedene 
Substitutionen  Sh,  <f*  führen  auch  zu  zwei  verschiedenen 
Permutationen  %,  Zt. 

Denn  nach  §.  145  ist  p  eine  rationale  Function  von  w,  w,  ... 
Kn-i,  die  wir  durch 

Q  =  *(«,  «1  .  .  .  «^_i) 
bezeichnen  wollen.     Wenn  wir  hierin 

setzen,  so  lolgt 
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und  nach  §.  146,  1.  ist  also  für  jeden  Index  h 

(2)  Q^  =  ®[z(p,),  zi(e.-)...z™-i(pi.)]. 

Wenn  nun  die  Substitutionen  e^,  öjj  dieselbe  Perniutation 
unter  den  w  hervorrufen,  so  ist  für  jeden  Index  s  ^  0, 1 ...  m  —  1 

und  daraus  folgt  nach  (2),  dasa  auch  Oh  =  "^  sein  muss. 

Wird  durch  die  Substitution  6h  die  Permutation  %u  unter 
den  Wurzeln  von  F{x)  =:  0  hervorgerufen,  so  sagen  wir,  dass 
die  Permutation  n^  der  Substitution  Oj,  entspricht. 

Jeder  Substitution  entspricht  eine  hestitnmte  Permutation, 
und  die  Anzahl  dieser  Permutatiouen  ist  also,  die  identische 
Permutation  mitgerechnet,  die  der  identischen  Substitution  ent- 
epricht,  gleich  ft. 

Wenn  den  Substitutionen  6,,  und  ß^  die  Permutationen  nr^  und 
jTfc  entsprechen,  so  entspricht  der  zusammengesetzten  Substitution 
ßfeUt  die  zusammengesetzte  Permutation  JTsJTfc.  Denn  die  Permu- 
tationen sind  das  Ergebniss  der  entsprechenden  Substitutionen 
auf  gewisse  Grössen  des  Körpers  iß(si),  und  dabei  ist  es  gleich- 
gültig, ob  wir  zwei  Substitutionen  nach  einander  oder  mit  einem 
Male  die  aus  beiden  zusammengesetzte  Substitution  ausführen 
(nach  §.  147).     Wir  haben  also  den  Satz; 

I.  Es  entsprechen  den  ji  Substitutionen  dos  Kör- 
pers ß(pj 

(3)  ö,  Gl,  (Ja  .  ■  ■  ö,,_i, 

jt  Permutationen  von  m  Ziffern 

(4)  «,  »„  %  .  .  .  *,„, 

in  der  Weise,  dass   der   aus   zwei   Substitutionen 
zusammengesetzten  Substitution  die  aus  den  ent- 
sprechenden    Permutationen     zusammengesetzte 
Permutation  entspricht. 
Daraus  folgt  aber,  dass  die  Permutationen  (4)  eine  Gruppe 
bilden.   .Wir  bezeichnen  diese  tiruppe  mit  P  und  nennen  sie  die 
Cralois'sohe   Gruppe   der   Gleichung  F{x)  =  0,  oder   auch 
die   Galois'sche    Gruppe    eines   jeden    der    Körper   Sl(tx), 

a  («,)...  ß  («._,). 

Diese  Gruppe  steht  zu  der  Gruppe  der  Substitutionen  des 
Körpers  Sl  (q)  in  der  durch  den  Satz  1.  ausgedrückten  Beziehung, 
weshalb  die  beiden  Gruppen  isomorph  genannt  worden. 
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Um  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  üaloia'schen 
Gruppe  zu  finden,  liaben  wir  nur  die  Sätze  §.  146,  1.  bis  4.  etwas 
anders  auszudrücken.  Wir  sagen  von  einer  Function  der  m 
Wumeln,  die  bei  irgend  einer  Permutation  ungeändert  bleibt,  sie 
gestatte  diese  Permutation,  und  erhalten  so: 

a)  Jede  rationale  Gleichung  in  ß,  die  zwischen  den 
m  Wurzeln  von  Fix)  besteht,  bleibt  richtig,  wenn 
die  Wurzeln  irgend  einer  Permutation  der  Galois'- 
schen  Gruppe  unterworfen  werden. 

b)  Jede  rationale  Function  in  Sl  von  den  m  Wur- 
zeln von  F(x),  die  sämmtlicKe  Permutationen  der 
Galois'achen  Gruppe  gestattet,  ist  eine  Zahl  in  ß. 

Denn  drücken  wir  die  Wurzeln  von  F{x)  als  rationale  Func- 
tionen von  p  aus,  so  geht  eine  Function  der  Wurzeln  «  in  eine 
Function  q5{p)  über.  Hat  man  zuvor  eine  Permutation  der  Ga- 
lois'schen  Gruppe  ausgeführt,  so  erhält  man  eine  der  conjugirten 
Zahlen  ip  (^a)-,  die  aus  (p  (ß)  durch  eine  Substitution  «„  =  (p,  p^) 
entsteht.  Ist  nun  <p(q)  =  0,  so  sind  nach  dem  Satz  §.  146,  1. 
auch  alle  conjugirten  ip{&a)  =  0,  womit  a)  bewiesen  ist;  und 
sind  die  conjugirten  Grössen  tp{^n}  alle  einander  gleich,  so  ist  ihr 
gemeinsamer  Werth  nach  §.  146,  4.  in  ß  enthalten,  wodurch  b) 
bewiesen  ist 

Zu  a)  b)  kommt  noch  als  Drittes: 

e)  Wenn  irgend  eine  Permutation  je  der  Wurzeln 
von  F(x)  auf  alle  rationalen  Gleichungen  in  ß, 
die  zwischen  den  Wurzeln  bestehen,  anwendbar 
ist,  so  gehört  it  der  Galois'schen  Gruppe  an,  und 
die  Galois'sche  Gruppe  kann  daher  auch  erklärt 
werden  als  der  Inbegriff  aller  Permutationen, 
die  auf  sämmtliche  rationale  Gleichungen  zwi- 
schen den  Wurzeln  anwendbar  sind. 

Denn  nach  §.  143  kann  man  p  als  rationale  (z.  B.  lineare) 
Function  der  m  Grössen  «,  «i,  «j  .  .  .  «m—i  so  annehmen,  dass 
alle  IT(m)  Werthe,  die  man  durch  die  JT(mJ  Permutationen 
der  «  daraus  erhält,  von  einander  verschieden  sind,  Ist  dann 
jjr(()  ^r  0  die  Galois'sche  Resolvente  von  F(x)  =  0,  deren 
Wurzel  dieses  p  ist.  so  ist 

!,((,)  =  0. 
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Hierauf  können  wir,  wenn  p  durch  die  Wurzeln  a  aas- 
gedrückt ist,  nach  Voraussetzung  die  Permutation  3t  anwenden 
und  erhalten  also,  wenn  dadurch  q  in  ß„  übergeht,  g{Q^  =  0; 
d.  h.  0„  ist  auch  eine  Wurzel  der  Resolvente,  und  die  Permutation 
n  entspricht  also  einer  Substitution  (g,  p«)  des  Körpers  ß(p), 
d.  h.  ?r  gehört  zur  Galois'schen  Gruppe. 

Daraus  schliessen  wir  noch  auf  folgenden  wichtigen  Satz: 

d)  Ist  P  eine  Gruppe  von  Permutationen  der  m  Wur- 
zeln w,  der  die  Eigenschaften  a)  und  b)  zukommen, 
so  ist  P  die  Galoia'sche  Gruppe  der  Gleichung 
F(x)  =  0. 

Denn  zunächst  gehört  nach  c)  jede  Permutation  von  F  der 
Galois'schen  Gruppe  an,  und  P  ist  also  gewiss  ein  Theiler  von 
dieser. 

Wenn  aber  P  nur  v  Permutationen  iimfasst,  so  mögen 
diese  mit 

(5)  JTi,    %  .  .  .  71, 

bezeichnet  sein.     Wenden  wir  diese  Permutationen  auf  q  an,  so 
möge  sich  ergeben: 

(6)  pi,  Pä  ■  ■  •  i'v. 

Wenden  wir  eine  der  Permutationen  (5),  etwa  jr^,  auf  eine 
der  Grössen  (6),  etwa  auf  p,-  an,  so  ist  der  Erfolg  derselbe,  als 
ob  JTiOTj:  auf  Q  angewandt  worden  sei;  das  Ergehniss  dieser  Permu- 
tation soll  pi  sein.  Nun  liegt  aber  in  der  Voraussetzung,  dass 
P  eine  Gruppe  sei,  dass  auch  die  componirte  Permutation  TttTtn 
zu  P  gehört,  dass  also  pj  unter  den  Grössen  (6)  enthalten  sei. 
Zugleich  ist  pj  nach  §.  146,  2.  von  pi,  vorschieden,  sobald  p^  von 
Pi,  verschieden  ist.     Daraus  folgt,  dass  die  Grössen 

(7)  q\,  pä .  ■ .  p; 

mit  den  Grössen  (6),  von  der  Ordnung  abgesehen,  übereinstimmen. 
Das  Product 

9'(0  =  («-?>)(»-  ?.)■■•(*-?.) 
bleibt  also  durch  die  Permutationen  der  (Jruppe  P  ungeändert, 
und  ist  folglich,  da  wir  die  Eigenschaft  bj  von  P  voraussetzen, 
eine  rationale  Function  von  (  in  H.  Zugleich  ist  g'  (t)  ein  Theiler 
von  g(t)  und  muss  daher,  da  g(t)  irreducibel  ist,  mit  g(t)  über- 
einstimmen, also  ist  V  nicht  kleiner  als  der  Grad  der  Galois'- 
schen Gruppe  und  P  ist  mit  der  Galois'schen  Gruppe  identisch. 
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Wählen  wir,  wie  oben,  die  Grösse  q  als  rationale  Function 
der  a  so,  dass  die  TK^m)  durch  die  Permutatioiien  der  a  sich 
ergebenden  Grössen 

Q,  q',  q"  .  .  . 
alle  von  einander  verschieden  sind,  so  ist 

ff(()  =  (t  -  rt  (<  -  «■')  (<  -  s")  •  •  ■ 

eine  Function  in  ß.  Nun  ist  jede  von  den  Grössen  q,  p',  q"  . . . 
eine  primitive  Grösse  des  Normalkörpers  N  =  il(a,  ai  ...  w,„-i), 
und  jede  von  ihnen  ist  also  die  Wurzel  einer  Galois'schen 
Resolvente  fi'™  Grades.  Je  ft  von  diesen  Grössen  sind  die  Wur- 
zeln von  einer  solchen  Gleichung.  Es  muss  also  G{1),  was  keine 
gleichen  Wurzeln  hat,  in  lauter  irreducible  Factoren  ;i'*''  Grades 
zerfallen,  und  daraus  ergiebt  sich  noch,  daas  [i  ein  Theiler 
von  IJ(m)  ist.  Zugleich  ist  (i  der  Grad  der  Galois'schen 
Gruppe  von  F(x). 

Hat  der  Grad  der  Galois'schen  Resolvente  einer  Gleichung 
fffit™  Grades  den  gröasten  Werth  Tl(m),  so  sagen  wir,  mit  einem 
von  Kronecker  herrührenden  Ausdruck,  die  Gleichung  hat 
keinen  Affect.  Sie  hat  einen  um  so  höheren  Alfect,  je  niedriger 
der  Grad  (i  der  Galois'schen  Resohente  st  De  Quotienten 
II(m)  :  (i,  der  immer  eine  ganze  Zahl,  1  ochate  s  gle  ch  n(m)  und 
mindestens  gleich  1  sein  muss ,  wollen  w  de  Grad  des 
Aft'ectes  nennen,  der  also  bei  einer  Gle  c!  g  oh  e  Affect  den 
Werth  1  hat.  Wenn  der  Affect  den  m  gl  h  t  iolen  Grad  TI{ni) 
hat,  dann  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  selbst  nn  Rationalitäte- 
bereich iJ  enthalten,  die  Gleichung  also  gelöst. 

Wenn  durch  Adjunction  einer  algebraischen  Grösse  zu  ß 
die  Galois'sohe  Resolvente  reducibel  wird,  so  entsteht  eine  neue 
Resolvente  niedrigeren  Grades,  und  der  Grad  des  Äifects  der 
Gleichung  F{x)  =  0  vergrössert  sich.  Man  nähert  sich  also 
dadurch  der  Lösung  der  Gleichung. 

Die  Galois'sohe  Auffassung  der  Aufgabe,  eine  Gleichung 
F(x')  =  0  zu  lösen,  besteht  darin,  dass  durch  auf  einander 
folgende  Adjunction  von  algebraischen  Grössen  möglichst  einfacher 
Art  die  Gruppe  allmählich  verkleinert  oder  der  Affect  erhöht 
werden  soll,  bis  er  seinen  höchsten  Grad  erreicht  hat 

Die  allgemeine  Gleichung  m'™  Grades  hat  in 
dem  Körper  Sl,  der  aus  den  rationalen  Func- 
tionen der  Uoefficienten  «j,  a^  .  .  .  «,„  besteht, 
keinen  Affect. 
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Denn  die  als  unabhängige  Variable  betrachteten  Coefficienten 
«i,  «a  .  .  .  C!,„  können  auch  dargestellt  werden  als  die  symme- 
trischen Grundfunctionen  der  Wurzeln  «,  «i,  Mj  .  .  .  ei™_i,  Ist 
dann  g(t)  ein  rational  durch  die  a  ausgedrückter,  irreducibler 
Factor  von  G(t),  der  ftir  t  =  q  vei"sch windet,  so  erhält  man, 
wenn  man  Oi  und  p  durch  die  a  darstellt,  in  ^(9)  =  0  eine 
identische  Gleichung.  In  dieser  können  aber  die  «  beliebig  per- 
mntirt  werden,  wodurch  sicli  die  a  nicht  ändern,  während  p  in 
jede  der  Wurzeln  q  ,  q',  p"  ,  .  .  von  G  (f)  übergehen  kann.  Es 
verschwindet  also  g{t)  für  alle  Wurzeln  von  G{t)  und  muss 
folglich  mit  G  (t)  übereinstimmen '). 


§.  150. 
Transitive   und   intransitive   Gruppen. 

Ä-us  der  Galois'schen  Gruppe  P  können  wir  ein  sehr  ein- 
faches Kennzeichen  dafür  herleiten,  ob  die  Gleichung  F(x)  =  0 
reducibel  oder  irreducibel  ist. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  F(!e)  vom  Grade  m  reducibel  und 
f(x)  ein  Factor  von  F(x}  in  Si  vom  Grade  n  und  n  <m.  Es 
mögen  die  Wurzeln  von  /(ic) 


1)  35vari6te  Galois  ist  im  Jahre  1832,  kaum  20jährig,  im  Duell  ge- 
fallen. Die  erste  Andeutung  über  die  Theorie,  die  heute  seinen  Namen 
trägt,  findet  sieh  in  einer  1830  im  „Bulletin  des  sciencee  matbem."  von 
Fernsaac  ersohieneneu  Abhandlung  „Analyse  d'un  memoire  sur  la  resolu- 
tion  algehrigue  des  equations".  Ausführlichere  Mittheilnngeii  enthält  der 
berühmte,  am  Voraljeud  seines  Todes  geschriebene  Brief  an  Auguste 
Chevalier,  der  in  der  „Eevue  encyclopedique"  vom  September  1832 
veröffentlicht  ist.  Erst  im  Jahre  1846  hat  Liouville  die  aammtlichea 
schon  veröffentlichten  Arbeiten  von  Galoia  nebst  einigen  Unter euchnn gen 
aus  dem  Nathlass ,  darunter  die  wichtigste  „Mem.  sur  les  conditions  de 
rösolubilite  des  equations  pai'  radicaux"  in  Bd.  Sl  seines  Journals  ab- 
drucken lassen.  Eine  deutsche  Ausgabe  von  Maser  ist  1889  erschienen 
(Berlin,  bei  Springer).  Interessante  biogi^aphiselie  Mittheilungen  finden 
sich  in  der  „Revue  encyclopedique"  vom  September  J832,  die  Liouville 
nicht  mit  abgedruckt  hat  und  die  auch  in  der  deutschen  Ausgabe  fehlen. 
Von  weiteren  Schriften,  die  zum  Verstandniss  oder  zur  Weiterbildung  der 
Galois'schen  Theorie  beigetragen  haben,  seien  noch  erwähnt:  J.  A.  Serret 
(„Cours  d'algebre  superieure",  II.  Ausgabe,  1854,  IV.  1879);  Betti  (Annali 
di  scienze  fisiche  e  matematiehe  [185S]);  C.  Jordan,  „Traite  des  subatitu- 
tiona"  (1870).     K.  Netto,  „Substitntioaentheorie"  (Leipsig  1882). 

Wobi^r,   Algebm.    I,  Sl 
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(1)  et,  «1,  «2  .  .  .  M„_i 
sein,  die  übrigen  Wurzeln  von  F(x) 

(2)  Kn,  «„+1  .  .  .  W^-,. 

Ist  w'  irgend  eino  der  Grössen  (1),  «"  eine  der  Grössen  (2), 
30  kann  in  der  Gruppe  P  keine  Permutation  vorkommen,  durch 
die  a'  in  a"  übergeführt  wird;  denn  nach  Voraussetzung  ist 

/(«')  =  0, 
und  wenn  nun   in  P   eine   Permutation   vorkäme,  durch   die  k' 
durch  «"  ersetzt  würde,  so  müsste  wegen  der  Eigenschaft  §.  149,  a) 
auch  /(«")  ^  0  sein,  was  unserer  Annahme  widerspricht. 

Es  werden  also  durch  die  Permutationen  von  F  die 
Wurzeln  (1)  von  f(x)  nur  unter  einander  permutirt. 

Wenn  umgekehrt  die  Gruppe  P  die  Eigenschaft  hat,  dasa 
ihre  Permutationen  einen  Theil  der  m  Wurzeln  a  wie  das  System 
(1)  nur  unter  einander  vertauschen,  so  gestattet  das  Product 

(» _  „)  (j,  _  „j . . .  (a,  _  ^_,)  = /(i) 

alle  Permutationen  von  P,  und  ist  also  nach  §.-149,  b)  in  Sl  ent- 
halten; d,  h,  F(x)  ist  reducibel. 

Man  nennt  eine  Permutationsginippe  transitiv,  wenn  sie 
wenigstens  eine  Permutation  enthält,  die  ein  beliebiges  Element 
in  ein  beliebiges  anderes  überführt;  im  entgegengesetzten  Falle, 
wenn  also  die  Elemente  so  in  zwei  oder  mehr  Partien  zerlegt 
werden  können,  dass  durch  keine  Permutation  der  Gruppe  ein 
Element  der  einen  Partie  in  ein  Element  der  anderen  übergeht, 
heisst  die  Gruppe  intransitiv.  Demnach  können  wir  das  Be- 
wiesene in  dem  Satze  zusammenfassen: 

.1,  Die  Gleichung  F{x)  ^^  0  ist  reducibel  oder  irre- 
ducibel,  je  nachdem  ihre  Galois'sche  Gruppe 
transitiv  oder  intransitiv  ist 

Wenn  ein  Theil  der  Elemente  so  zusammenhängt,  dass  durch 
Permutationen  aus  F  jedes  Element  dieses  Theiles  in  jedes 
andere  übergehen  kann,  so  nennen  wir  die  Elemente  dieses 
Theiles  transitiv  verbunden.  Die  verschiedenen  transitiv  ver- 
bundenen Systeme,  die  durch  alle  Permutationen  von  F  nur 
unter  einander  permutirt  werden,  heisaen  die  Systeme  der 
Intransitivität. 
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Es  sei  jot7,t  f(x)  =  0  eine  irreduoible  (ileichung  n**"'  Grades, 
also   ihre   Galois'ache   Gruppe   P  transitiv.     Die   Wurzeln    von 
f(x)  seien 
(1)  K,  «1,  «a  .  .  .  «„_i. 

Wenn  der  Körper  Sl  (a)  iraprimitiv  ist  (§.  144)  und  0  =  j;  («) 
ein  im  primitiv  es  Element,  dessen  conjugirte  Werthe  in  s  Systeme 
von  je  r  unter  einander  gleichen  zerfallen,  so  dass 


und  r  >.  1,  s  <:  w  ist,  so  lassen  sich  die  Werthe  (1)  in 
von  je  r  Elementen  zerlegen,  die  wir  mit 

j1    =    «,    Kl    .   .   ,   «,.  —  1 


;  Reihen 


(2) 

S  =  »,  0,  .  .  .  0,-1 
bezeichnen  wollen,  so  dasB 

©      =  zW  =  »(«,)...  =  z(«. 


(3) 

e>.-,  =  zi«)  =  1(0.)- ■•  =  «K-.) 

die  conjugirten  Werthe  yon  &  sind.     Nach  §,  144  ist  dann 

(4)  (t  -@)(t-e,)...(t-  ®,^o  =  9  © 

eine   irreducible  Function   in   ß  vom   Grade   s  in  Bezug  auf  *, 
deren  Wurzeln  die  Werthe  (3)  sind. 

Es  ergiebt  sich  nun  aus  (3),  dass  die  Gruppe  P  so  beschaffen 
sein  muss,  dass  alle  ihre  Permutationen  die  Elemente  der  ein- 
zelnen Reihen  Ä,  S  .  .  .  S  nur  unter  einander  vertauschen  und 
ausserdem  die  ganzen  Reihen  Ä,  B  .  .  .  8  mit  einander  ver- 
tauschen, so  dass  niemals  an  Stelle  von  zwei  Elementen  einer 
Reihe  zwei  Elemente  verschiedener  Reihen  treten.  Denn  wenn 
etwa  durch  eine  Permutation  ut  von  P,  «  und  Wi  in  ß  und  fl 
übergeführt  würden,  so  würde  folgen,  da  man  die  Permutation  n 
[nach  a),  §.  149]  in  der  Gleichung  z(«)  =  Xi'^T.)  ausführen  darf, 
dass  auch   %(ß)  =  %(a)   sein   müsste,  was  der  Annahme  wider- 
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spricht,  dass  die  Werthe  (3)  von  einander  verschieden  sind, 
Permutafcionsgruppen  P,  die  diese  Eigenschaft  haben,  dass  näm- 
lich die  permutirten  Elemente  sich  so  in  Reihen  Ä,  S  .  .  .  S  von 
gleich  vielen  Elementen  zerlegen  lassen,  dass  durch  keine  Permn- 
tation  von  P  zwei  Elemente  derselben  Reihe  in  Elemente  ver- 
schiedener Reihen  übergehen,  heissen  imprimitiv.  Die  einzelnen 
Reihen  A,  JB  .  .  .  S  heiasen  die  Systeme  der  Imprimitivität. 
Permutationsgriippen,  bei  denen  eine  solche  Zerlegung  der  Ele- 
mente nicht  möglich  ist,  heissen  primitive  Gruppen. 

Es  kann  sehr  wohl  vorkommen,  dass  eine  Gruppe  in  mehr- 
facher Art  iraprimitiv  ist,  dass  sie  ganz  vei-achiedene  Systeme 
der  Imprimitivität  besitzt.  So  ist  z.  B,  die  Gruppe  der  cyklischen 
Permutationen  von  sechs  Elementen  (1,  2,  3,  4,  5,  6)  in  doppelter 
Weise  imprimitiv  und  bat  die  Systeme  der  Imprimitivität 

^  =  1,  3,  5,     B  =  2,  4,  6 
und 

^  =  1,  4,    _B  =  2,  5,     C  =  3,  6. 

Naclidem  also  der  Begriff  der  primitiven  und  imprimitiven 
Gruppen  festgesetzt  ist,  können  wir  dem  oben  Bewiesenen  den 
Ausdruck  gehen: 

1.  Ein  imprimitiver  Körper  hat  eine  im  primitive 
Gruppe. 

Es  ergiebt  sich  aus  der  Imprimitivität  der  Gruppe  für  die 
imprimitiven  Körper  ein  wichtiges  Resultat. 

Wir  wollen  mit 

4>{X,   Xi,    .   .   .   Xr-t) 

eine  rationale  symmetrische  Function  der  r  Veränderlichen 
X,  Xi  .  .  .  Xf—j  boneichnen  und  setzen 

a        =  iC(a,  Ml  .  .  .  «,_0 
^4j  «.       =i>(Aß,...ß.^,) 


dann  ist  zu  beweisen,  dass  o  rational  durch  0  ausgedrückt 
worden  kann,  d,  h.  im  Körper  jJi(0)  enthalten  ist.  Es  ist 
nämlich 
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eine  ganze  rationale  Function  von  t,  deren  Coefficienten  rationale 
Functionen  der  w,  «j  .  .  .  k„_i  sind,  die  ungeändert  bleiben, 
wenn  irgend  eine  Permutation  der  Gruppe  P  vorgenommen  wird, 
weil  durch  diese  Permutationen  die  ro  entweder  ungeändert 
bleiben,  oder  in  derselben  Weise  wie  die  0  mit  einander  permu- 
tii't  werden.  Nach  §.  149  b)  sind  diese  Coefficienten  also  in  Sl 
enthalten.  Setzen  wir  dann  in  (5)  für  das  unbestimmte  (  den 
Werth  0  ein,  so  folgt,  da  ip' (&)  von  Null  verschieden  ist, 

(6)  »  =  '^^■ 

Wenden  wir  dies  an  auf  die  CoetBcieiitcn  des  Productes 

(7)  (»  -  «)  («  -»,)...(»-  «,_0  =  y  (»,  8), 

WO  M  eine  Variable  bedeutet,  so  ergiebt  sich,  dass  diese  Function 
r'™  Grades,  deren  Wurzeln  die  «,  %  .  . .  «,._i  sind,  rational 
durch  @  ausgedrückt  werden  kann. 

Es  ist  also  die  Grösse  w,  die  ursprünglich  Wurzel  einer 
Gleichung  m""  Grades  in  ß  ist,  zugleich  Wurzel  einer  Gleichung 
^ten  Grades,  deren  Coefficienten  rational  von  der  Wurzel  einer 
Gleichung  s*™  Grades  abhängen.  Eine  Gleichung  f(x)  =  0, 
deren  Wurzel  a  diese  Eigenschaft  hat,  nennt  man  eine  impri- 
mitive Gleichung. 

Wir  können  das  Bewiesene  auch  so  ausdrücken: 

2.  Der  imprimitive  Körper  ß(«)  vom  ji'™  Grade  gciit 
durch  Ädjunction  desKörpers  s*^"  Grades ß'=^ß(@) 
zu  ß  in  einen  Körper  rß'(«)  vom  r""  Grade  über. 

Wir  wollen  noch  untersuchen,  ob  die  Imprimitivität  der 
Gruppe  ein  ausreichendes  Kennzeichen  für  die  Imprimitivität  des 
Körpers  ist,  ob  man  also  in  einem  Körper  ß(«}  mit  imprimitiver 
Gruppe  immer  imprimitive  Elemente  finden  kann. 

Sei  also  jetzt  f(x)  :^=  0  eine  irreducible  Gleichung  )i'™ 
Grades  mit  imprimitiver  Gruppe,  und  seien  (1)  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung,  die  so  in  die  Reihen  (2J  zerlegt  sind,  dass  die 
Elemente  dieser  Reihen  durch  die  Permutationen  der  Gruppe 
nicht  von  einander  getrennt  werden. 

Wir  wählen  irgend  eine  symmetrische  Function  ]^(^,:Ci...x,-_i} 
so,  dass  die  Werthe 
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(8) 


alle  von  einander  verschieden  sind. 

Um  die  Möglichkeit  hiervon  einzusclien,  können  wir 


(9) 

il)(t,  S)  =  (*  —  ö)  ((  -  6i)  .  . .  (f  -  e,_i) 
setzen,  und   dann  lässt  sich  (nach  §.  143,  1.)   für  t  ein   solcher 
rationaler  Werth   finden,  dass  diese  Grössen  alle  von   einander 
verschieden  ausfallen.    Diese  Werthe  können  also  für  die  y  in  (8) 
genommen  werden. 

Wenn    wir   nun   unter    ti    eine    unahhängige   Variable    ver- 
stehen und 

(10)  q>(u)  =  iu-y)  {u^y,)  .  .  .  (u  ~  y,.,) 

setzen,  so  ist  (p  («),  da  seine  Ooefficienten  durch  die  Permutationen 
der  Gruppe  ungeändert  bleiben,  eine  Function  in  ß,  deren  "Wur- 
zeln die  Grössen  y  sind.  Sie  ist  überdies  irreducibel,  denn 
aus  der  vorausgesetzten  Tranaitivität  der  Gruppe  folgt,  dass, 
wenn  eine  rationale  Function  von  y  für  einen  der  Werthe  (8) 
verschwindet,  sie  auch  für  alle  anderen  verschwinden  muss. 

Ist  (0  irgend  eine  symmetrische  Function  der  a,  «^  .  .  ,  «r_i, 
so  scbliessen  wir  aus  der  Betrachtung  des  Ausdruckes 


^w(.-^,  +  »-- 


■•  +  ; 


'^> 


der  eine  ganze  rationale  Function  von  m  in  ß  ist,  ganz  wie  oben, 

indem  wir  u  =  y  setzen,   dass   a  rational  durch  y  dargestellt 

werden  kann,  und  demnach  kann  auch  die  Function 

(U)  ^(t,A)  =  i>{t,y), 

deren  Wurzeln   die  Grössen  k,  «i  ,  .  .  k,._i  sind,   rational  durch 

y  ausgedrückt  werden. 

Auch  die  Gleichung  iji(f,  A)  =  0  ist  irreducibel 
in  dem  Körper  il{y);  denn  ist  ^j(i,  y)  ein  rationaler  Thciler 
von  if  (t,  y),  und  ist 
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^i  («,  2/}  =  0, 
80  können  wir  wegen  der  Transitivität  der  Gruppe  auf  diese 
Gleichung  eine  Permutation  anwenden,  durch  die  a  in  eine 
beliebige  Grösse  der  Reihe  Ä  übergeht,  wodurch  y  ungeändert 
bleibt;  es  ist  also  jede  Wurzel  von  ^(f,  y)  zugleich  Wurzel  von 
^1  (i>  if)  und  also  sind  beide  Functionen  identisch. 

Ea  ist  also  die  Gleichung  w*™  Grades  f{x)  =  0  imprimitiv 
in  dem  oben  festgesetzten  Sinne,  d.  b.  eine  Wurzel  a  dieser 
Gleichung  kann  betrachtet  werden  als  Wurzel  einer  Gleichung 
j-teu  Grades,  deren  Coefficienten  von  der  Wurzel  y  einer  Glei- 
chung s*™  Grades  abhängen. 

Um  zu  beweisen,  dass  dann  auch  der  Körper  £l{a)  (in  dem 
Sinoe  des  §.  144)  imprimitiv  ist,  haben  wir  noch  nachzuweisen, 
dass  es  in  £l(a)  Grössen  giebt,  die  einer  irreducibeln  Gleichung 
s*™  Grades  genügen. 

Wir  werden  nachweisen,  dass  y  selbst  eine  solche  Grösse 
ist,  dass  also  y  rational  durch  «  allein  darstellbar  ist. 

Dies  ist  aber  sehr  einfach  zu  schliessen.     Nach  (11)  ist 

(12)  i>(«,y)  =  0, 

während  ^(a,  )/i),  ...  ^(a,  j/s-i)  von  Null  verschieden  sind.  Denn 
wäre  etwa  ^(«,  y^)  =  0,  so  wäre  «  eine  Wurzel  der  Gleichung 
yteu  Grades  ^((,2/i)  =  0,  deren  Wurzeln  ja  die  von  a  ver- 
schiedenen Grössen  j5,  (3i  ...  ßr—\  sind.  Es  haben  also  die  beiden 
Gleichungen 

(13)  »(>(«,«)  =  0,     qp(M)  =  0 

eine  und  nur  eine  gemeinsame  Wurzel  m  =  ^.  Der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  dieser  beiden  Functionen  ist  daher  in 
Bezug  auf  u  linear,  und  er  giebt  y  rational  durch  die  Coeffi- 
cienten von  <p(u)  und  ji'(«,  m),  also  rational  durch  k.  Damit 
ist  die  Ümkehrung  von  1.  bewiesen: 

3.    Ein    primitiver     Körper     hat     eine     primitive 
Gruppe. 
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Anwendung  der  Permutationsgrtippen  auf 
Gleichungen. 


§,  152. 


Wirkung  der  Penniitationsgruppon  auf  Functionen  von 
unabhängigen  Veränderlichen. 

Für  ein  tieferes  Eindringen  in  die  Algebra  ist  nach  den 
Ergebnissen  des  vorigen  Abschnittes  ein  genaueres  Studium  der 
Permutationsgruppen  erforderlich.  Wir  stellen  zunächst  einige 
allgemeine  Sätze  darüber  auf,  die  für  das  Folgende  die  Grund- 
lage bilden  ij. 

Es  sei 

(1)  «,  «„ ...... ..—, 

ein  System  von  einander  unabhängiger  Zeichen  (Veränderliche)  und 
(2)  ♦(»,«„«....«,_,) 

eine   ganze  rationale  Function  von   ihnen  mit  Coefficienten   aus 
einem  beliebigen  Körper. 

Als  gleich  sind  zwei  solche  Functionen  ip  nur  dann  zu  be- 
trachten, wenn  in  den  nach  Potenzen  und  Producten  der  u 
geordneten  Ausdrücken  entsprechende  Glieder  die  gleichen  Coeffi- 
cienten haben. 


')  Für  die  Theorie  der  PermutatiuBfn  iiad  liesontViB  heivorzuheben: 
Cauohy,  „Journal  de  l'ficole  poljtpciin  X  cab  (ISÜJ)"  (mehrere  Äbh an d- 
luDgea).  „C.  Jordan,  TraitS  des  Bubstitations  et  des  eqaationH  alge- 
briques",  Paris  1870.  Netto,  „Subit\tiitionenthe)rie  und  ihie  AnwenduDg 
auf  diö  Algebra,"     Leipzig  1882. 
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Wenn  wir  die  Indicea  der  Variablen  u,  oder  was  damit 
gleichbedeutend  ist,  die  u  selbst  einer  Permutatiou  x  unterwerfen, 
so  kann  die  Function  ^  sich  ändern  oder  sie  kann  ungeändert 
bleiben.  Bleibt  sie  ungeändert,  so  sagen  wir,  sie  gestatte  die 
Permutation  jt.  Gestattet  sie  alle  7J(m)  überhaupt  mögliclien 
Permutationen,  so  ist  sie  symmetrisch  und  kann  durcli  die  sym- 
metrischen ürundfunctioaen  ausgedrückt  werden  (§.  44).  Der 
andere  extreme  Fall  ist  der,  dass  die  Function  für  alle  Il(m) 
Anordnungen  lauter  verschiedene  Wertlie  annimmt.  Im  Allge- 
meinen werden  gewisse  Permutationen  die  Function  ip  ungeän- 
dert lassen,  andere  werden  sie  ändern.  Wir  stellen  nun  den 
Satz  auf: 

1.  Der  Inbegriff  aller  der  Perrautationcn  der 
M,  «1,  Mj  .  .  .  w„_i ,  die  eine  ganze  Function 
i/i(m,  m,,  Ma  ,  .  .  ii,„-i)  ungeändert  lassen,  ist  eine 
Gruppe  von  Permutationen. 

Um  ihn  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  sei  re  eine  der 
Permutationen,  die  tI^  ungeändert  lässt,  was  wir  durch 

ausdrücken.  Da  nun  die  u  unabhängige  Variable  sind,  so  ninss 
diese  identische  Gleichung  lichtig  bleiben,  wenn  die  Variablen 
irgend  einer  Permutation  jr'  unterworfen  werden.  Wenn  aber  st' 
auf  ip„  angewandt  wird,  so  ist  das  Ergebniss  dasselbe,  als  wenn 
die  zusammengesetzte  Permutation  jijt'  auf  i^i  angewandt  wird. 
Es  folgt  also 

i;„.  =   ^„„. 
und  wenn  nun 

'l>   =   i'a' 

ist,  so  folgt 

d.  h.  wenn  die  Function  V  durch  die  Permutationen  je  und  %' 
ungeändert  bleibt,  so  bleibt  sie  auch  durch  nn'  ungeändert, 
wodurch  nach  der  Definition  der  Gruppe  der  8atz,  den  wir  aus- 
gesprochen haben,  bewiesen  ist. 

Wir  haben  darin  ein  Mittel,  um  Permutationsgruppen  zu 
bilden,  indem  wir  irgend  eine  Function  von  m  Variablen  nehmen 
und  alle  Permutationen  aufsuchen,  die  eine  solche  Function  un- 
geändert lassen.  Dass  man  auf  diese  Weise  alle  Permutations- 
gruppen bilden  kann,  wird  sich  nachher  ergeben. 
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2.  Ist 

P  =  sr,  31',  %'\  ji'"  .  .  . 
eine  Gruppe  von  Permutationen  von  m  Elementen 
und  7ti  eine  beliebige  unter  ihnen,  so  stimmt  das 
System 

Pj    ^=z    JTJTi,    3t';Ei,    7C"  Tli,    %"' %^   .  .  ., 

von  der  Reihenfolge  abgesehen,  vollständig  mit 
P  überein. 
Denn  die  in  P,  enthaltenen  Permutationen,  deren  Anzahl 
ebenso  gross  ist,  wie  die  der  Permutationen  P,  sind  wegen  der 
Gruppeneigenschaft  von  P  (§,  148,  3.)  jedenfalls  alle  unter  den 
Permutationen  von  P  enthalten.  Ausserdem  sind  die  Permu- 
tationen von  Pi  (nach  §.  148,  2,)  alle  von  einander  verschieden, 
und  also  ist  P  mit  Pi,  von  der  Reihenfolge  abgesehen,  identisch. 
Ebenso  kann  man  auch  zeigen,  dass 

Pj  ^=  iti  %,    %i  n',    Jti  x",    7ti  x"',  .  .  . 
mit  P  identisch  ist. 

Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze: 

3.  Jede  Permutationsgruppe  enthält  die  identische 
Permutation. 

Denn  unter  den  PermutationGn  von  P^  muss  auch  x,  selbst 
vorkommen  und  wenn  tc^Xi  =  x,  ist,  so  ist  (nach  §.  148,  2.)  je^ 
die  identische  Pennut atioii. 

4.  Eine    Permutationsgruppe    P    enthält    zu    jeder 
Permutation  auch  die  entgegengesetzte. 

Denn  in  Pi  muss  nach  3.  die  identische  Permutation  vor- 
kommen. Ist  aber  jtjIi  die  identische  Permutation,  so  ist 
3E  =  3r~i,     Hierin  kann  a,  jede  Perrautation  aus  P  sein. 

Wenn  an  Stelle  der  Variablen  u,  «,  ,  .  .  m^_]  bestimmte 
GrÖEsen  a,  Kj,  «3  .  .  ,  «m_i,  seien  es  Zahlenwerthc  oder  Grössen 
irgend  eines  Körpers,  gesetzt  werden,  so  verliert  der  Satz  1. 
seine  allgemeine  Gültigkeit,  Nehmen  wir  z.  B.  m  ^  3  und 
setzen  zwischen  den  drei  Grössen  a,  £»1,  «5  die  Relation  2«j 
=:  c; -j- «1  fest,  indem  wir  sie  sonst  nicht  weiter  beschiünken, 
so  bleibt  die  Function  «^  —  k^  ungeandert  nur  durch  die  iden- 
tische Permutation  und  durch  die  Permutation 
/O,  1,  2\ 


/O,  1,  2\ 
Vi,  2,  Oj 


yGoosle 


§.  152.  Permutationen.  491 

Diese  beiden  Permutationen  aber  bilden  keine  Gruppe,  weil 
die  Wiederholung  der  letzteren 
/O,  1, 


/O,  1,  2X 
\%  0,  ij 


nicht  darunter  vorkommt. 

Für  diese  Functionen  gilt  nun  der  folgende  Satz: 
5.  Ist  F  eine  Permutationsgruppe  von  m  Ziffern, 
und  sind  a,  «i  .  .  .  «m-i  beliebige  von  einander 
verschiedene  Grössen,  so  giebt  es  rationale  Func- 
tionen der  a,  sogar  mit  rationalen  Cocfficienten, 
die  sich  nicht  ändern,  wenn  auf  die  Indices  von 
K  eine  Permutation  der  Gruppe  P  angewandt 
wird,  und  die  sich  ändern,  wenn  eine  nicht  zu  P 
gehörige  Perinutation  angewandt  wird. 
Um  ihn  zu  beweisen,  nehmen  wir  eine  Function 

p   =   *  («,  W,  .  .  .  «;„_i), 

wie  wir  sie  schon  im  §.  143  betrachtet  haben,  die  71(1»)  ver- 
schiedene Werthe  erhält,  wenn  die  «  auf  alle  mögliche  Arten 
vertauscht  werden. 

Bezeichnen    wir   die  Werthe,   die   q   durch   Anwendung  der 
Permutationen  einer  Gruppe  P  erhält,  mit 

(1)  e,  01  -  ■  ■  e^-i> 

so  werden  nach  dem  Satze  2.  diese  Grössen  nur  unter  einander 
vertauscht,  wenn  auf  alle  zugleich  eine  Permutation  n^  aus  der 
Gruppe  P  ausgeübt  wird.  Denn  die  Anwendung  der  Permutation 
Jti  auf  die  sämmtlichen  Functionen  (1)  hat  denselben  Erfolg,  wie 
die  Anwendung  der  in  P,  enthaltenen  Permutationen  auf  p. 
Nach  2.  ist  aber  P,  mit  P,  von  der  Reihenfolge  abgesehen, 
identisch. 

Bedeutet  also  t  eine  Variable,  so  bleibt  die  E'unction 

(2)  *  =  (i  -  rt  (i  -  5,)  .  .  .  ((  -  (),_,) 
ungeändert,   wenn    irgend    eine   Permutation    aus   P  angewandt 
wird.    Wenn  nun  durch  eine  nicht  in  P  enthaltene  Permutation 
die  Grössen  (1)  in 

(3)  p',  pl  .  .  .  4.,;_i 

übergehen,  so  kommt  wenigstens  q'  sicher  nicht  unter  den 
Grössen  (IJ  vor,  und  folglich  ist 

*i  =  (i  -  ?')  (1  ~  sO  ■  • .  (<  -  si-.) 
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mit  jjj  nicht  identisch.  Man  kann  daher  (nach  §.  143,  1.)  dem  t 
einen  solchen  rationalen  Werth  geben,  dass  ip  von  allen  nach 
Art  von  li^i  gebildeten  Functionen  verschieden  ist. 

Selbstverständlich  gelten  diese  Betrachtungen  auch,  wenn  an 
Stelle  der  «  unabhängige  Variable  treten. 

Eine  Function,  die  alle  Permutationen  einer  Gruppe  P  ge- 
stattet, während  sie  sich  bei  allen  nicht  zu  P  gehörigen  Permu- 
tationen ändert,  heisst  eine  zur  Gruppe  P  gehörige  Function. 

Zu  der  Gruppe  Pqj  ^^^  alle  Permutationen  von  m  Ziffern 
umfasst,  gehören  die  symmetrischen  Functionen,  Man  nennt 
diese  Gruppe  daher  auch  die  symmetrische  Gruppe, 

Eine  Function  p,  die  zu  der  aus  der  einzigen  identischen 
Permutation  bestehenden  Gruppe  gehört,  kann  zu  einer  ein- 
deutigen Bezeichnungs weise  der  Permutationen  dienen;  denn  es 
giebt  nur  eine  Pennutation  n',  durch  die  p  in  q'  übergeht.  Wir 
können  also  für  diese  Permutation  das  Symbol 

^'  ~  (p>  q') 

benutzen,  so  dass  durch 

(P,  p),     (0,  9'1    (Pi  &")  ■  ■  ■ 
alle  Permutiitionen  der  m  Ziffern  eindeutig  bezeichnet  sind. 


§.  15;3. 

Zerlegung  von   Permutationen   in   Transpositioncn 
und  in   Cyklen. 

Wir  haben  schon  im  zweiten  Abschnitt  bei  Gelegenheit  der 
Determinanten  die  Zusammensetzung  beliebiger  Permutationen 
aus  einer  Reihe  von  Transpositionen,  d.  h.  Vertauschung  nur 
zweier  Ziffern,  erwähnt.  Solche  Transpositionen  bezeichnen  wir 
durch  Nebeneinanderstellen  der  betreffenden  Ziffern,  z.  B.  durch 
(0,  1)  die  Vertauschung  der  Ziffern  0  und  1. 

Eine  Transposition,  zweimal  wiederholt,  führt  zur  Identität, 
so  dass  jede  Transposition  sich  selbst  entgegengesetzt  ist,  Ist  nun 
__  /O,    1,   2   ,  .  .  m  —  1\ 

eine  beliebige  Pormutation  von  m  Ziffern,  so  ist 

„(.»  -  1,  o._,)  =  «, 
eine  Permutation,  die  m —  1  iingeändert  lässt,  die   also   durch 
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/O,    1,    2    .  .  .  m  —  2\ 

Uo,  /»i,  ^s  ■  ■  ■  &™-2     / 
dargestellt  werden  kann  und  also  eine  Permutation  von  höchstens 
m  —  1  Ziffern  ist.     Da  nun  auch 

ir  ^^  JTi  (m  —  1,  «m-i) 
ist,  so  folgt  hieraus  durch  vollständige  Induction 

1.  dass  man  jede  Permutation  (und  zwar  auf  un- 
endlich viele  verschiedene  A.rten)  in  Transposi- 
tionen  zerlegen  kann. 

Und  daraus  folgt  weiter: 

2.  Wenn  eine  Permutationsgruppe  von  m  Ziffern 
alle  Transpositionen  mit  einer  festen  Ziffer,  z.  B.; 

(0,  I),  (0,  2)  .  ..  (0,  m—1) 
enthält,  so  ist  sie  mit  der  symmetrischen  Gruppe 
identisch. 
Denn   eine   solche   Gruppe   enthält,   wie   man   aus   der  Zu- 
samme  naetzung 

(1,  2}  =.  (0,  1)  (0,  2)  (0,  1) 
erkennt,  auch  alle  anderen  Transpositionen,   und  nach  1.  lassen 
sich   daraus  alle  Permutationen  der  symmetrischen  Gruppe   zu- 


Eine  Permutation  sr  heisst  cyklisch,  wenn  sich  die  Ziffern 
so  in  eine  Reihe  ordnen  lassen,  dass  durch  sr  jede  Ziffer  in  die 
.  und  die  letzte  wieder  in  die  erste  übergeht,   also  z.  B. 


/O,  1,  2  .  .  .  m  —  2,  m  —  1\ 
U,  2,  3  ..  .m  —  1,  0  j' 


solche  cykliachc  Permutationen  bezeichnet  man  einfacher,  indem 
man  die  Ziffern  des  Cyklua  neben  einander  setzt,  durch 
(0,  1,  2  ...  jw  —  1). 
Dabei  ist   es  gleichgültig,  mit  welcher  Ziffer  man   aniiingt; 
man  könnte  also  auch 

(1,  2  .  .  .  m  —  1,  0) 
dafür  setzen.     Es  gilt  nun  der  folgende  Satz: 

3.  Jede  Permutation  3t  lasst  sich,  und  zwar  nur 
auf  eine  Weise,  in  eine  Reihe  von  cykliachen 
Permutationen  zerlegen,  so  dass  keine  zwei 
dieser  Cyklcn  eine  Ziffer  gemeinschaftlich 
haben. 
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Ist  nämlich 

^^/o,  1,  2  ...„-n 

\'h,    »1    «a    ■    ■   ■   (fm-l       / 

SO  fange  man  mit  einer  belieliigen  Ziffer,  etwa  mit  0  an  und 
setze  die  Reihe 

(2)  0,     «0^6,     Hl,  =  c  .  .  . 

so  lange  fort,  bis  man  auf  eine  Ziffer  zum  zweiten  Male  stösst. 
Die  zuerst  wiederkehrende  Ziffer  muss  0  sein,  da  zu  jeder  Ziffer 
die  in  der  Reihe  (2)  vorangehende  durch  (1)  eindeutig  bestimmt 
ist.     Dann  bilden  die  Ziffern 

(3)  (0,  S,  «  .  .  .) 

einen  ersten  Cyklus.  Sind  dadurch  noch  nicht  alle  m  Ziffern 
von  (1)  erschöpft,  so  greift  man  aus  den  übrigen  eine  heraus 
und  verfährt  ebenso,  bis  alle  m  Ziffern  von  (1)  in  den  Cyklen 
untergebracht  sind.  Da  in  jedem  aolchen  Cyklus  zu  jeder  Ziffer, 
die  vorangehende  sowohl  als  die  nachfolgende,  durch  (1)  völlig 
bestimmt  ist,  so  sind  auch  die  Cyklen  selbst  eindeutig  bestimmt. 
Bei  der  Bezeichnung  von  a  durch  die  Cyklen  können  aber  nicht 
nur  die  verschiedenen  Cyklen  beliebig  angeordnet,  sondern  auch 
in  jedem  Cyklus  mit  einer  beliebigen  seiner  Ziffern  angefangen 
werden.  Eine  Ziffer,  die  nicht  geändert  wird,  bildet  für  sich 
einen  eingliedrigen  Cyklus. 

Wir  wählen  ein  ganz  beliebiges  Beispiel,  wodurch  das  Ver- 
fahren sofort  klar  wird; 

--(?;i^e:::o;tI)  =  (»-''*'^Hi, ...,»,. 

Das  Nebeneinandersetzen  der  Cyklen  ist  mit  einer  Compo- 
sition  in  dem  bisherigen  Sinne  gleichbedeutend,  nur  ist  zu  be- 
merken, dass  Perrautationen ,  die  gar  keine  gemeinsehaftliche 
Ziffer  enthalten,  bei  der  Composition  immer  vertauscht  werden 
können. 

Eingliedrige  Cyklen,  die  nichts  ändern,  werden  in  der  Be- 
zeichnung auch  oft  ^ 
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Aus  der  gleichzeitigen  Betrachtung  der  Zerlegung  der  Permu- 
tationen in  Cyklen  und  in  Transpoaitionen  ergiebt  sich  ein 
Beweis  für  die  Einthcilung  der  Permutationen  in  zwei  Classen, 
die  wir  schon  im  zweiten  Abschnitt  bei  den  Determinanten 
kennen  gelernt  haben. 

Bedeutet  t  eine  Tiinsposition  und  x  eme  heliebige  Permu- 
tation, so  ist  in  dei  zusammengesetzten  Peimutation  tn  die 
Anzahl  der  Cyklen  um  eins  giossei  dei  um  tins  kleiner  a!s  in 
X.  Die  beiden  Ziffern  die  duich  r  mit  einander  vertauscht 
werden,  können  entwedei  m  lemselben  tjklus  ;on  sr  vorkommen 
oder  in  zwei  verschiedenen  Cyklen.  Nehmen  wii  an,  es  sei  ein 
in  31  vorkommender  Cyklus  y  =  (1,  2  .  .  .  a,  a  -|-  1  .  .  .  ö)  und 
es  enthalte  r  zwei  Ziffern,  die  in  y  vorkommen,  etwa  r  =  (1,  «), 
dann  ist 

.,  =  (1,0 +1...6)  (2,  3...«), 
d.  h.  y  wird  durch  Zusammensetzung  mit  r  in  zwei  Cyklen  zer- 
legt, während  die  übrigen  Cyklen  durch  t  nicht  berührt  werden. 
Wenn  aber  die  beiden  Ziffern  von   t  in   zwei  verschiedenen 
Cyklen  von  sr  vorkommen,  so  mögen  diese  beiden  Cyklen 

y  ^  (1,  2,  3  .  .  .  a),    /  =  (!',  2',  3'  .  .  .  a') 
sein  und  t  =  (1,  1').     Es  ist  dann 

%yy'  =  (1,  2',  3'  .  .  .  «',  1',  2,  3  .  .  .  a\ 
d.  h.  die  beiden  Cyklen  y,  y'  werden  durch  t   zu  einem  einzigen 
Cyklus  vereinigt,  während  wieder  die  übrigen  Cykleu  ungeändert 
bleiben. 

Wenn  wir  also  eine  Permutation  31  von  m  Ziffern,  die  aus 
V  Cyklen  bestellt  (wobei  die  eingliedrigen  Cyklen  mitgezählt 
werden),  durch  ft  Transpositionen  dargestellt  haben,  so  kann  sie 
durch  Zusammensetzung  mit  diesen  ft  Transpositionen  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  in  die  identische  Permutation  verwandelt 
werden,  die  aus  m  eingliedrigen  Cyklen  besteht.  Es  sind  daher 
im  Ganzen  m  —  v  Cyklen  gewonnen,  und  da  jeder  Transposition 
ein  gewonnener  oder  ein  verlorener  Cyklus  entspricht,  so  muss 
(i  ^  m  —  V  (mod.  2)  sein,  d.  h.  \i  ist  eine  gerade  oder  eine 
ungerade  Zahl,  je  nachdem  m  —  v  gerade  oder  ungerade  ist. 
Die  letzte  Zahl  ist  aber  nur  von  der  Permutation  k,  nicht  von 
der  Art  der  Zerlegung  in  Transpositionen  abhängig.  Wir  haben 
damit  den  Satz: 
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4.  Die  Pei"mutationen  von  m  Ziffern  zerfallen  in 
zwei  Arten,  von  denen  die  erste  in  eine  gerade, 
die  zweite  in  eine  ungerade  Anzahl  von  Trans- 
positionen zerlegbar  ist. 

Jede  dieser  beiden  Arten  umfasst  gleich  viel  Permutationen, 
nämlich  |/7(m);  denn  durch  Hinziifügung  einer  festen  Tranaposi- 
tion  geht  jede  Permutation  der  ersten  Art  in  eine  der  zweiten 
Art  über  und  umgekehrt. 

Die  Zusammensetzung  zweier  Permutationen  von  gleicher 
Art  giebt  stets  eine  Permutation  der  ersten  Art,  während  eine 
Permutation  erster  und  zweiter  Art  zusammengesetzt,  eine  Perinu- 
tation  zweiter  Art  ergeben,  wie  aus  der  Zerlegung  in  Transposi- 
tionen sofort  zu  ersehen  ist.     Daraus  folgt: 

5.  Die  Permutationen  der  ersten  Art  bilden  eine 
Gruppe. 

Nennen  wir  eincFunction  von  m  Veränderlichen  m,,,  «,  ...!(„_, 
oder  auch  von  m  von  einander  verschiedenen  Grössen  a^,ai...<x,a-i, 
die  ihr  Zeichen  ändert,  wenn   zwei   der  Variablen  mit  einander 
vertauscht  werden,  wie  z.  B.  das  Pcoduct  aller  DifFerenzen; 
(«0  —  Ml)  (Mo  —  Ms)  .  .  .  (Wo  —  M,„_i) 
(Wj   —  Ma)  .  .  .  (Mi    —  Wm-l) 


eine  altornirende  Function,  so  wird  durch  die  Pennu- 
tationeu  der  ersten  Art  eine  solche  Function  nicht  verändert, 
während  sie  durch  eine  Permutation  der  zweiten  Art  geändert, 
nämlich  in  den  entgegengesetzten  Werth  verwandelt  wird.  Die 
alternirenden  Functionen  gehören  also  zu  der  Gruppe  der 
Permutationen  der  ersten  Art. 

Wie  wir  früher  die  Gruppe,  zu  der  die  symmetrischen  Func- 
tionen gehören,  symmetrische  Gruppe  genannt  haben,  so  nennen 
wir  die  Gruppe  der  Permutationen  der  ersten  Art,  zu  der  die 
alternirenden  Functionen  gehören ,  alternirende  Gruppe. 
Die  Gruppe,  die  aus  der  einzigen  identischen  Permutation  be- 
steht, nennen  wir  die  identische  Gruppe  oder  auch  die 
Einheitsgruppe. 

Eine  cjklische  Permutation  von  n  Gliedern  lässt  sich  in 
n  —  1  Transpositionen  zerlegen,  wie  man  aus  der  Zusammen- 
setzung 

(1,  2,  3  .  .  .  »)  -=  (1,  2)  {1,  3)  .  .  ,  (1,  «) 
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erkennt,  und  daraus  folgt,  dass  eine  cyklische  Permutation  zur 
ersten  oder  zur  zweiten  Art  gehört,  je  nachdem  die  Anzahl  der 
Ziffern  eine  ungerade  oder  eine  gerade  ist. 

Wie  man  jede  Permutation  aus  Tranapositionen  zusammen- 
setzen kann,  ebenso  kann  man  jede  Permutation  der  ersten 
Art  aus  dreigliedrigen  Cyklen  zusammensetzen.  Es  genügt,  wenn 
dies  für  jedes  Paar  von  Transpoaitionen  bewiesen  ist,  da  jede 
Permutation  der  ersten  Art  sich  aus  solchen  Paaren  componiren 
lässt.     Es  ist  aber 

(0,  1)  (0,  2)  =  (0,  1,  2) 

(0,  3)  (1,  2)  =:  (0,  1,  2)  (0,  1,  3J, 
woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung   zu   ersehen   ist,   da  die 
beiden  Transpositionen   eines   Paares   entweder   eine   oder  keine 
Ziffer  gemein  haben.    Also: 

6.  Alle  Permutationen  der  ersten  Art  lassen  sich 
(auf  unendlich  viele  Weisen)  in  cyklische  Permu- 
tationen Yon   drei   Elementen   zerlegen. 

Aus  6,  folgt  weiter 

7.  Eine  Perniutationsgruppe,  die  alle  dreiglie- 
drigen cy  kl  i  sehen  Perrautationen  mit  zwei 
festen  Ziffern  enthält,  muss  die  ganze  alter- 
nirende   Gruppe  enthalten. 

Denn  aus  den  Cyklen  (0, 1,2),  (0,1,3),  (0,1,4)  ...  (0,1,  m—\) 
lassen  sieh  alle  dreigliedrigen  Cyklen  und  also  nach  6,  alle  Per- 
mutationen  der  ersten  Art  componiren,  wie  man  aus  den  Zu- 
sammensetzungen 

(1,0,2)  =  (0,  1,  2)  (0,  1,2), 
(0,  2,  3)  =  (0,  1,  2)  (1,  0,  3)  (1,  0,  2), 
(1,  3,  4)  =  (1,  0,  3)  (0,  1,  4)  (0,  1,  3) 
(2,  3,  4)  =  (1,  0,  2)  (1,  3,  4)  (0,  1,  2) 
ersieht. 

8.  Ist  in  grösser  als  4,  so  ist  eine  Permutations- 
gruppe, die  alle  aus  je  zwei  Tranapositionen 
ohne  geraeinsame  Ziffer  zusammengesetzten 
Permutationen  (0,  1)(2,  3)  enthält,  durch  die 
alternirendc  (jruppe  theilbar. 

Denn  es  ist 

(0,1,  2)  =  (0,1)  (3,  4)  (3,  4)  (0,2) 


y  Google 


49B  VierzehDtev  Absclniitt.  g.  153. 

und  man  kann  also,  wenn  ausser  den  vier  Ziffern  0,  1,  2,  3  iiocli 
eine  fünfte,  4,  vorhanden  ist,  alle  dreigliedrigen  Cyklen  aus  Trans- 
positionspaaren von  der  Form  (0,1)  (3,  4)  zusammensetzen. 

Hieran  schliessen  wir  die  Beweise  von  zwei  weiteren  wich- 
tigen Sätzen,  die  sich  auf  transitive  Permutationsgmppen  be- 
ziehen : 

9.  Wenn  eine  transitive  Permutationsgruppo  von 
m  Ziffern  eine  einzelne  Transposition  enthält, 
so  ist  sie  entweder  die  symmetrische  Gruppe 
oder  sie  ist  imprimitiv. 

Die  vorgelegte  Gruppe  sei  P,  die  m  Ziffern,  die  durch  sie 
permutirt  werden,  0,l,2.,.iw  —  1,  und  es  komme  darin  die 
Transposition  (0,  1)  vor.    Sie  möge  überhaupt  die  Transpositionen 

(0,  1),  (0,  2),  (0,  3), .  .  .  (0,  ft  -  1), 
aber  keine  andere  Transposition  mit  der  Ziü'er  0  enthalten.     Ist 
nun   (t  =  m,   so   ist   P  nach    2.   die  symmetrische   Gruppe.     Ist 
aber  (t  <  m,   so  enthält  P  nach  demselben   Satze   alle  Permu- 
tationen der  Ziffern 

M=  0,1,2  .  .  .  (t  —  l. 

Daraus  folgt,  dass  P  keine  Transposition  von  einer  der 
Ziffern  0,  1,  2,  3  ...  (t  —  1  mit  einer  anderen  Ziffer,  etwa  mit 
fi,  enthalten  kann.  Denn  wenn  (1,  ft)  in  P  vorkommt,  so  kommt 
auch  (0,  (t)  =  (0,1)  (1,  ji)  (0,1)  darin  vor,  gegen  die  Voraussetzung. 

Wenn  nun  P  transitiv  ist,  so  giebt  es  darin  eine  Permu- 
tation 3r,  durch  die  die  ZiiFer  0  in  eine  nicht  in  dem  System  M 
enthaltene  Ziffer,  etwa  in  ft  übergeht,  und  dann  kann  durch  je 
keine  der  Ziffern  von  M  in  eine  Ziffer  von  M  übergehen;  denn 
wenn  z,  P.  1  in  r  übergeht,  so  ist 

K-i(0,  l)jr  =  (fi,  r) 
und  (fi,  r)  kann,  wenn  r  zu  M  gehört,  wie  wir  gesehen  haben, 
nicht  in  jP  vorkommen.  Durch  jede  Permutation  von  P  werden 
also  die  Ziffern  des  Systems  M  entweder  nur  unter  sich  ver- 
tauscht, oder  sie  werden  in  die  Ziffern  eines  ganz  davon  ver- 
schiedenen Systems  M'  übergeführt,  und  in  P  kommen  auch  alle 
Permutationen  der  Ziffern  M' ^vot. 

Wenn  mit  M  und  M'  noch  nicht  alle  Ziffern  erschöpft  sind, 
so  giebt  es  eine  Permutation  in  P,  durch  die  M  in  ein  drittes 
System  M"  übergeführt  wird,  was  wieder  mit  M  und  mit  M' 
keine  Ziffer  gemein  haben  kann. 
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Denn  bezeichnen  wir,  wenn  a  irgend  eine  tler  Zifi'ern 
0,  1,  2,  ...  n  —  1  bedeutet,  mit  «„  und  k„.  die  Ziffern,  in  die  « 
durch  71  und  durch  ji'  übergeht,  so  ist  «,„.  die  Ziffer,  in  die  w„ 
durch  5i'  oder  a  durch  n%'  übergeht  Sind  a,  ß,y  .  .  .  die  Ziffern 
aus  dem  System  M^  so  ist 

»,■-.(«,  ««■■.->  =  («,.-.,  ß,,-,)  =  (■/,  «1. 

Ist  nun  a„-  ^zr  y^  m  M'  enthalten,  so  ist  a„<a-:  ^=  y  iii  M 
enthalten,  und  folglich  muss  ß^u-i  =  S  gleichfalls  in  M  ent- 
halten sein,  da  die  Transposition  {y,  ö)  in  P  vorkommt.  Folg- 
lich ist  K„.  =  y„  und  ß^-  =  S„,  d.  h.  wenn  eine  der  Ziffern  aus 
M"  in  M'  enthalten  ist,   so  müssen  M'  und  M"  identisch  sein. 

Es  zerfällt  also  die  Gesammtheit  der  Ziffern  0,  1  ...  n  —  1 
in  Systeme  M,  M\  M"  .  .  .  von  je  m  Ziffern ,  die  durch  P  im- 
primitiv permutirt  werden,  d.  h,  die  Gruppe  P  ist  imprimitiv. 

Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  giebt  es  keine  imprimitiven 
Perrautationsgruppen ;  also  ist  in  diesem  Falle  eine  transitive 
Gruppe,  die  eine  Transposition  enthält,  nur  die  symmetrische 
Ginippe. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  schliessen  wir  aus  dem  Satze  7: 
10.    Wenn  eine  transitive  Permutationsgruppe  von 
w  Ziffern  einen  dreigliedrigen  üyklus  enthält, 
so  enthält  sie  die   ganze   alternirende  Gruppe 
oder  sie  ist  imprimitiv. 

Denn  enthält  die  Gruppe  P  die  dreigliedrigen  Cyklen 
(0,  1,  2),  (0,  1,  3)  .  .  .  (0,  1,  m  —  1), 
aber  keinen  anderen  mit  den  Ziffern  0,  1,  so  enthält  sie  nach  7. 
die  ganze  alternirende  Gruppe  der  Ziffern  M  =  0,1,2  ...m —  1. 
Ist  nun  m  <  n,  so  kann  in  P  kein  dreigliedriger  Cyklus  vor- 
kommen, der  eine  oder  zwei  der  Ziffern  von  M  mit  anderen  Ziffern 
verbindet.  Denn  enthält  P  z.  B.  (0 ,  m ,  m  -|-  1) ,  so  enthält  es, 
wie  man  aus  den  Zusammensetzungen 

(0,  2,  1)  (0,  m,  m  -f  1)  (0,  1,  2)  =  (1,  i»,  m  +  1) 
ersieht,  auch  fl,  m,  m  -\-  1),  .  .  .  (m  —  1,  m,  m  -|-  1)  und  also 
nach  7.  die  ganze  alternirende  Gruppe  der  Ziffern  0,l,2...m-{-l, 
was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Es  zerfallen  also  die  n  Ziffern 
von  P,  wie  vorhin,  in  mehrere  Systeme  M,  M',  M"  .  .  .  der  Im- 
primitivität.    Wir  können  noch  lünzufügen, 
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11.  class,  wenn  der  Fall  der  Imprimitivität  ein- 
tritt, die  Gruppe  P  im  Falle  9.  die  ganze  sym- 
metrische Gruppe,  im  Falle  10.  die  ganze  alter- 
uirende  Gruppe  für  jedes  einzelne  System  der 
Imprimitivität  enthält. 

Die  wiederholte  Zusammensetzung  einer  und  derselben  Per- 
mutation mit  sich  selbst  bezeichnet  man  wie  Potenzen.  Wenn 
also  %  irgend  eine  Permutation  ist,  so  musa  unter  den  auf  ein- 
ander folgenden  Potenzen 

31»,  jri,  Jt2,  jiä  .  ,  ., 
worin  a"  :=^  \.  die   identische  Permutation  bedeutet,  nothwendig 
dieselbe  Permutation  wiederkehren.     Aus  jt''  ^=-.  jt"-''*'  folgt  aber 
jt*  =  1.     Ist  e  der  kleinste  positive  Exponent,   für   den  n"  z=  \ 
wird,  so  sind  die  Permutationen 
(4)  1,  31,  3r=  .  .  .  31^-1 

alle  von  einander  verschieden,  während  sie  sich  bei  der  Fort- 
setzung 31",  jT'+i,  . . .  3i*'-i  ...  in  derselben  Reihenfolge  periodisch 
wiederholen.  Die  Reihe  (4)  heisst  die  Periode  der  Permu- 
tation 31  und  e  wird  der  Grad  von  jr  genannt.  Die  Periode 
von  JT  bildet  eine  Gruppe,  da  durch  Zusammensetzung  zweier 
ihrer  Elemente  ein  Element  derselben  Periode  entsteht. 

Ist  it  eine  cyklische  Permutation 

3r  =^  (0,  1,  2  .  .  .  n  —  1), 
so  ist  bei  geradem  n 

;r2  =  (0,  2,  4  .  .  .  n  —  2)  (1,  3  .  .  .  K  —  1), 
und  hei  ungeradem  n 

?e3  =  (0,  2,  4  .  .  .  »  —  L  1,  3  .  .  .  n  —  2), 
und  der  Grad  von  n  ist  in  beiden  Fällen  gleich  n. 

Ist  31  in  mehrere  Cyklen  zerlegt,  so  ist  der  Grad  von  x 
gleich  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  der  Glieder- 
aahl  der  einzelnen  Cykien,  z.  B. 

31  =  (0,  1)  (2,  3,  4),   %^  =  (0)  (1)  (2,  4,  3),   3t=  =  (0, 1)  (2)  (3)  (4), 
31*  =  (0),  (1),  (2, 3, 4),     7C''  ^  (0, 1),  (2, 4, 3),     n^  =  1. 

Wenn  n  in  irgend  einer  Permutationsgruppe  P  vorkommt, 
eo  enthält  P  die  ganze  Periode  von  ar. 
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Divisoren   der   Gruppen.     Nebengriippen   und 
conjugirte   Gruppen. 

Wir  haben  im  §.  152  geaehen,  dass  eine  Function  von  m 
unabhängigen  Veränderlichen  immer  eine  Permutationsgruppe 
von  nt  Ziffern  bestimmt,  daea  aber  dies  nicbt  immer  zutrifft, 
wenn  an  Stelle  der  unabhängigen  Veränderlichen  bestimmte 
Grössen  gesetzt  werden.  .  Durch  die  Galois'ache  Theorie  wird 
aber  dieser  Unterachied  ausgeglichen  oder  wenigstens  auf  seinen 
Kern  zurückgeführt  Es  sei  jetzt  F{x}  t=  0  irgend  eine  Glei- 
chung m**"  Grades  in  einem  gegebenen  Körper  Sl  mit  den  von 
einander  verschiedenen  Wiirzeln  w,  «i,  «j  .  .  .  ctm—i- 

Den  Normalkörper 

ß(p)  =  i2(«,  «1,  «2  .  ■  -«.«-i) 
wollen  wir  mit  N  bezeichnen. 

Unter  der  Galois'schen  Gruppe  P  des  Körpers  N  oder  der 
Gleichung  F(x)  ^  0  können  wir  (nach  §.  146,  14D)  entweder 
die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Körpers  N  oder  auch  die 
damit  isomorphe  Permutationsgruppe  der  Indices  der  «  ver- 
stehen. 

Es  sei  p  der  Grad  von  P  und  wir  wollen  die  Operationen 
von  P  (seien  es  nun  Substitutionen  von  N  oder  Permutationen 
der  «)  mit 

(1)  p  = «,  «„  i„ . . . «,-, 

bezeichnen.  Wenn  das  System  Q  der  in  P  enthaltenen  Peniiutationen 
(■2)  X,  «1,  Jtä,  .  .  .  x^-i 

für  sich  eine  Gruppe  ausmacht,  wenn  also  je  zwei  der  Elemente 
von  Q,  mit  einander  componirt,  wieder  ein  Element  aus  Q  er- 
geben, so  heisst  die  Gruppe  Q  ein  Theiler  oder  Divisor  von  P '}. 

Wir  leiten  zunächst  einen  wichtigen  allgemeinen  Satz  über 
die  Theiler  einer  Gruppe  her. 

Wenn  der  Grad  q  dea  Theilera  kleiner  ist  als  der  Grad  p 
von  P,  so  nehmen  wir  ein  nicht  in  Q  enthaltenes  Element  jij 
in  P  und  bilden  das  System 

(3)  ««,    =    «„■;<,»....    »,_,^„ 

i)  Auch  Untergruppe  genannt. 
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das  wir  als  symbolisches  Vroduct  Q^i  (larstellcn.  Die  Elemente 
von  (3)  sind  sowohl  unter  einander  als  von  den  Elementen  von 
Q  verschieden,  denn  ans  XiKi  =  K^Jt,  würde  «i  =  «3,  und  ans 
«  ^  KjjTi  würde  %  t=  m^'k  folgen,  was  nicht  möglich  ist,  wenn 
jEi  nicht  zu  Q  gehört  Die  Elemente  von  §?r,  bilden  keine 
Gruppe,  denn  sonst  mtisste  Ki  jTi  x^  jt^  =  k^  %  oder  tTj  ^^  k—^  x^  x~  ^ 
sein,  was  wieder  erfordern  würde,  dass  ni  in  Q  enthalten  ist. 

Wir  nennen  das  System  Qk^  eine  Nehengruppe  zu  Q 
(innerhalb  P),  Die  Nehengruppe  bleibt  in  ihrer  Gesammtheit 
ungeändert,  wenn  «i  durch  irgend  ein  Element  xjii  von  Q^t^ 
ersetzt  wird,  weil  Qx  mit  Q  identisch  ist. 

Nennen  wir  überhaupt  jedes  System  Qx  eine  Nebengruppe, 
so  daes  Q  selbst  darunter  mitgerechnet  ist,  so  können  wir  zeigen, 
dasa  zwei  Nebengruppen  entweder  ganz  identisch  sind,  oder 
kein  gemeinsames  Element  enthalten.  Denn  sind  Q^i, 
Qiti  zwei  Nebengruppen,  und  ist  %«!  =  )fg%,  worin  «i,  x^  zwei 
Elemente  aus  Q  sind,  so  folgt,  wenn  x  ^  ä^^'«!  gesetzt  wird, 
jTj  =  xn.  Da  aber  x  zu  (^  gehört,  und  folglich  Qx  =  Q  ist, 
so  folgt 

Ist  durch  (2)  und  (3)  die  Gruppe  P  noch  nicht  völlig  er- 
schöpft, so  können  wir  eine  weitere  Nebengruppe  Q^^  bilden 
und  können  in  der  Bildung  der  Nebgngruppen  so  lange  fort- 
fahren, bis  P  in  lauter  Nebengruppen  zerlegt  ist.  Da  jede  dieser 
Nebengrujipen  v  Elemente  enthält,  so  folgt  der  wichtige  Funda- 
mentalsatz  von  Cauchy: 

1.  Der  Grad  eines  Theilers  einer  Gruppe  P  ist 
ein  Theiler  des  Grades  von  P. 

Als  specieller  Fall  ist  darin  enthalten,  dase  der  Grad 
eines  Elementes  der  Gruppe  (§,  153}  immer  ein  T heiler 
des   Grades   der  Gruppe   ist. 

Die  Zerlegung  von  P  in  seine  Nebengruppen  können  wir 
(nach  Galois)  sehr  bezeichnend  durch  die  symbolische  Gleichung 
ausdrücken 

(4)  P  =   g  +  Q^,  -h   ^^:r,  +  .  .  .  +  ö:i,_„ 

(5)  P  ^J  >1 

ist.  Den  Quotienten  j  nennen  wir  den  Index  des  Theilers 
Q.  Diese  Zahl  drückt  keine  Eigenthumliuhkeit  der  Gruppe  Q 
an  sich  aus,  sondern  nur  eine  Bezithung  \oii   Q  zu  P. 
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Da,  wie  wir  oben  schon  gesehen  haben,  zwei  Nebengruppeii  zu 
1^  entweder  ganz  identisch  sind,  oder  kein  gemeinschaftliches 
Element  enthalten,  so  können  wir  noch  den  Satz  aussprechen: 

2,  Ist  a  eine  beliebige  Permutation  aus  P,  so  ist 
das  System  derNobengruppen 

von  dem  System 

nur   durch  die  Anordnung  unterschieden. 
Wir  dehnen  die  Bezeichnung  Nebengruppen  auch  auf  Systeme 
von  der  Form  nQ  aus,  und  können  P  auch  in  solche  Systeme 
zerlegen.     Es  folgt  speciell  aus  der  Zerlegung  (4)  die  zweite 

p  =  e  +  T'  0  +  "r" «  +  •  •  •  "T-i  «■ 

Denn  wenn  Jti  nicht  in  Q  vorkommt,  so  kommt  auch  ir^^  nicht 
darin  vor,  und  wir  erhalten  eine  erste  Nebengruppe  nj^  Q. 
Wenn  dann  jt^  nicht  in  Qit-^  vorkommt,  so  kommt  auch  •jij^ 
nicht  in  jt^i  Q  vor;  denn  aus  jt^^  ^=  ro-i^  würde  %  =  x"^rei 
folgen  u.  s,  f. 

Wir  geben  hier  der  Zerlegung  (4)  den  Vorzug  wegen  der 
Bedeutung,  die  sie,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  für  das 
algebraische  Problem  hat. 

Wir  nennen  eine  Grösse  ^  des  Körpers  ^zu  der  Gruppe 
Q  gehörig  (wenn  nöthig  mit  dem  Zusatz  „innerhalb  P"),  wenn 
tl!  sich  nicht  ändert,  falls  eine  der  Operationen  von  Q  darauf 
angewandt  wird,  dagegen  sich  ändert,  wenn  irgend  eine  andere 
Operation  aus  P  angewandt  wird.  Wie  man  sieht,  ist  dieser 
Begriff  der  Zugehörigkeit  gegen  den  im  §.  152  festgesetzten  etwas 
erweitert,  insofern  die  Permutationen,  die  ausserhalb  P  liegen, 
hier  gar  nicht  in  Betracht  kommen.  Für  den  Fall,  dass  P  die 
symmetrische  Gruppe  ist,  fallen  aber  beide  Begrift'sbc Stimmungen 
zusammen. 

Bei  dieser  Definition  der  Zugehörigkeit  gelten  nun  die  fol- 
genden Sätze  allgemein. 

3,  Zu  jedem  Theiler  Q  von  P  gehören  Grössen  in 
Ä',  und  jede  Grösse  in  iV  gehört  zu  einem  be- 
stimmten Theiler  Q  von  P. 

Der  erste  Theil  des  Satzes  ist  bereits  im  §.  152,  5,  bewiesen. 
Denn  wenn  eine  Function  der  Grössen  «  innerhalb   der  symme- 
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trischen  Gruppe  zu  einer  Grruppe  Q  gehört,  so  gehört  sie  auch 
innerhalb  jeder  anderen  Gruppe  P,  von  der  Q  ein  Theiler  ist, 
zu  Q. 

Der  zweite  Theil  aber  folgt  aus  den  Grundeigenschaften  der 
Galois'achen  Gruppe. 

Um  dies  einzusehen,  wollen  wir  folgende  Bezeichnung  ein- 
führen. Wird  auf  eine  Function  ^  des  Körpers  N  irgend  eine 
Permutation  jr  der  Gruppe  P  ausgeübt,  so  möge  ^  in  ti'^) 
übergehen;  wird  auf  tl'i^)  eine  Permutation  re'  ausgeübt,  so  ist 
der  Erfolg  derselbe,  als  ob  auf  ii>  die  zusammengesetzte  Perniu- 
tation  nn'  ausgeübt  wäre,  d,  h.  es  ist 

(6)  ^(^}(%')  =  ^(^^'). 

Bleibt   nun   ip  ungeändert  durch  die  Permutation  jt,   so  ist 
i>  =  «CW, 
und  hierin   kann   nach  §,  149,  a)  jede   Permutation   7t   aus   der 
Gruppe  P  angewandt  werden.     Dadurch  ergiebt  sich 

Wenn  daher  ^  (si)  auch  gleich  ip  ist,  so  ist  auch  i/j  (jt  jr)  ^^  ip, 
d.  h.  die  Permutationen,  die  tp  ungeändert  lassen,  bilden  eine 
Gruppe,  w.  z.  b.  w. 

Ist  ip  eine  zur  Gruppe  Q  gehörige  Function  in  I{,   ist   also 

(7)  i>(^)  =  !/;(%)  r=  .  .  .  =  -ipixg,,)  =  t, 

und  3ii  irgend  eine  nicht  zu  Q  gehörige  Permutation  von  P,  so 
können  wir  Jti   auf  die  Gleichungen  (7)  anwenden  und  erhalten 

^(«OTi)   =!(>(«,  JT,)  =  ■■■  =  V'K-»^)  =   ^M 
und  ijii  ist  von  i/i  verschieden.    Wenn  umgekehrt  für  irgend  ein  re 

(8)  ti  ^  i>{^)  =  i^Cxjr,) 

ist,  ao  niuss  7t  unter  der  Reihe  der  Substitutionen 

(0)  e*,  =  z;,„  «,«„...«._,«, 

enthalten  sein;  denn  durch  Anwendung  von  ji-^  auf  (8)  folgt, 
dass  xjtiTt-'^  in  Q  enthalten,  etwa  gleich  n,  sein  muss;  daraus 
aber  folgt 

was  in  der  That  in  (9)  enthalten  ist. 

Wir  können  demnach  folgenden  Satz  aussprechen: 

4.    Eine  zu  Q  gehörige  Function  ij>  geht  durch  alle 
Permutationen    einer    Kebengrirppe    Qtc,    und 
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durch  keine   andere   Operation    aus  P  in   eine 
beetimmte   von  ^  verschiedene  Grösse  il'i  über. 
Demnach    entsprechen    den  _;    Nebengruppen    ebenso    viele 
Functionen  i\  nämlich 

(10)  ^,   Jpu   ^/'s  ■  .  .  ^J-t, 

und  aus  dem  Theorem  2.  ergiebfc  sich  der  Satz: 

5.    Die   Grössen   (10)    erleiden    eine    Permutation, 
wenn  auf  alle   gleichzeitig  eine  und   dieselbe 
Operation  ar  aus  P  angewandt  wird. 
Denn  wir  können  die  Grössen  (10)  so  darstellen 
tix),  iPi^TT,),  ti-'f^i),  ■  ■  ■  t(x^j-i), 
imd  wenn  also  ir  darauf  angewandt  wird, 

^  («  n),  ip  (K  jTi  sr),  !(.(}( JT,  jt),  ...  1/.  («  nj_^  X), 
worin  X  und  jt  beliebige  Permutationen   aus  Q  und  F  sind.     In 
jeder  der  beiden  Reihen 


kommt  aber  aus  jeder  der  Nebengruppen  (4)  eine  und  nur  eine 
Permutation  vor. 

Die  Functionen  (10),  die,  wie  wir  gesehen  haben,  alle   von 
einander   verschieden   sind,  heissen  conjugirte  Functionen, 

Wir  können  nach   dem  Vorhergehenden  leicht  die  Gruppen 
bilden,  zu  denen  die  einzelnen  Functionen  (10)  gehören.     Es  ist 
n.  B.  ii),  =  ^(^i),  nnd  wenn  nun  sr  eine  Permutation  aus  F  ist, 
durch  die  il'i  ungeändert  bleibt,  so  muss 
i>(nt!f)  =  i;.(ki) 
sein.     Änf  diese  Gleichung  können  wir  aber  die  in  F  enthaltene 
Permutation  iq-^  anwenden,  wodurch  sich 
i/)(3rijrjt-i)  =  i!> 
ergiebt;   d.  h.    ca   muss  jr|jr:rr^'  zu  Q  gehören.     Setzen  wir   es 
gleich  X,  so  folgt 

(11)  a  =  jr->  jc  7C,. 

Wenn  umgekehrt  z  diese  Form  hat,  so  ist 

,/-i(jr)  =  ^(=E,3E)  =  t^(%:T-lx■JE,)  ^  l/^(«3r,)  =  «('i, 
und  Vi  gestattet  also  diese  Permutation.     Demnach  können  wir 
die  Gruppe,  zu  der  ipi  gehört,  durch  das  Symbol 
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darstellen,  was  in  der  That  eine  Gruppe  ist,  wie  ausji-'  kw,  jc-'  «1% 
=;  %-^xx,it^  zu  ersehen  ist  Daraus  folgt  zugleich,  dasa  ji-' (^jTi 
mit  Q  isomorph  ist  (§.  1411). 

Die   Gruppen,    zu    denen    die   conjugirten   Functionen    (10) 
gehören,  nämlich 

(12)  Q,     srp'^^ri,    ji-i^Wa,  .  .  .  rcpii  $%_, 

nennen  wir  conjugirte  Theiler  von  P  oder  kurz  conjugirte 
Gruppen  i). 

Wenn  z  eine  beliebige  Permutation  aus  P,  also  von  der 
Form  jcre,.  ist,  so  ist  die  Gruppe  re— '  Qtc  immer  unter  den  conju- 
girtenGrLippen(12) enthalten, iiämHch  =  ra;:^  x~^  ^jtir,.  =:^I~^^3r,.. 
Die  Ableitung  von  si— '  Qjt  aus  Q  heisst  auch  eine  Trans- 
formation der  Gruppe  Q  durch  ji  und  it—'-QTt  eine  aus 
Q  transformirte  Gruppe, 

Zur   Bildung   der  Permutationen    der   conjugirten    Gruppen 
jr-''Qit  führt  folgende  einfache  Regel: 

fi.    Man    erhält    die   Permutation   jt-^xjr    dadurch, 
dass  man  in  den  Cyklen  von  x  die  Permutation 
n  ausführt. 
Um  die  Regel  zu  beweisen,  sei,  in  die  Cyklen  erlegt  (§.  153), 

«  =  («,  ft  7  .  .  .)  («',  (S',  /...)..  . 
und  ca  s 


/«,     ß,    y    ...  «',     (i\     y-   ..\ 


Durch  31-1  geht  a„  in  «  über,  durch  %  geht  «  in  /3  über 
und  durch  tc  wird  ß  in  j3„  übergeführt.  Durch  Ttr'^-An  geht  also 
«B  in  ^„  über.  Da  dieselbe  Betraohtimg  auf  /5„,  y^  .  .  .  u.  s.  f. 
anwendbar  ist,  so  folgt: 

jr-i^TT  ^  K,  j3„  7„  .  .  .)  («.;,  ^;,  y;  .  .  ,), 
wodurch  die  Regel  6.  erwiesen  ist. 

Von  der  Zerlegung  in  Nebengruppen  können  wir  noch  eine 
Anwendung  machen  auf  den  Beweis  des  SatKOs: 

7.    Der     Grad     einer     transitiven     Permutations- 
gruppe  von  m  Ziffern  ist  immer  ein  Violfaches 


1)    Auch    der    Name    „glcifihbei'echtigtn     Untergruppe"    iat    dafür 
Gel)  rauch. 
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Denn  alle  Permutationen  aus  P,  die  die  Ziffer  0  ungeäiidert 
lassen,  bilden  einen  Theiler  Q  von  P.  Ausserdem  gicbt  es  wegen 
der  Transitivität  in  P  Permutationen  Xj,  n^  .  .  .  rc^_i,  die  die 
Ziffer  0  in  1,  2  ...  iw  —  1  überführen  und  es  ist 

-p=  «+  e», +  «%  +  ■•  ■  +  ««—„ 

also  der  Grad  Yon  P  gleicli  dem  mfaclien  des  Grades  von  Q. 


Reduction    der    Galois'schen    Resolvente    durch    Ad- 
junction.     Norraalttioiler   einer   Gruppe. 

Wir  haben  nun  die  allmähliche  Reduction  der  Gruppe  einer 
gegebenen  Gleichung  zu  betrachten,  die  durch  die  Adjunction 
von  gewissen  algebraischen  Grössen  eintreten  kann. 

Es  sei,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  P  die  Galois'sche 
Gruppe  vom  Grade  p  und  Q  einer  ihrer  Theiler  vom  Grade  q 
und  vom  Index  j,  ferner  ip  eine  üu  Q  gehörige  Function  der 
Wurzeln  und 

(1)  ip,ip,,il)^  .  .  .  (i)j._, 

seien  die  eonjugirten  Grossen.  Wir  stellen  den  folgenden  Satz 
an  die  Spitze, 

1.   Die   conjugirten  Grössen  (1)  sind  die  Wurzeln 
einer    ii'reducibeln     Gleichung    vom     Grade   j 
in  ß. 
Denn  bedeutet  t  eine  Veränderliche,  so  bleibt 

(2)  q>  (0  =  ((  —  ^)  (f  -  V^,)  ■  ■  ■  (*  —  ^Ci-O 

{nach  §.154,  5.)  ungeändert,  wenn  eine  Permutation  ans  P  ange- 
wandt wird ;  also  sind  die  Ooefficienten  der  Function  <p  (t),  deren 
Wurzeln  die  Grössen  (1)  sind,  in  ß  enthalten  [§.  149,  b}]. 

Um  die  Irreducibilitat  von  ip{t)  nachzuweisen,  nehmen  wir 
an,  GS  sei  ^(t)  irgend  eine  Function  in  £i,  die  für  t  =  i>  ver- 
schwindet, also  ^  (i/j)  =:  0.  Da  auf  diese  Gleichung  alle  Permu- 
tationen von  P  angewandt  werden  dürfen,  so  folgt,  dass  auch 
'P(^,),  ^(^2)  ■  .  .  ©(jf'j-i)  Null  sein  müssen,  dass  also  <P  (() 
durch  cp  (t)  theilbar  sein  musa.  Darin  aber  ist  die  Irreducibilität 
enthalten. 
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Hieran  schliesst  sich  der  Satz  von  Lagrange  i): 
3,   Jede  Grösse    des    Körpers  N,    die    die   l'ermu- 
tationen   der   Gruppe    Q  gestattet,   ist   in   dem 
Körper  ß  (ifi)   enthalten,  wenn  ip  eine  zu  Q  ge- 
hörige Function  ist. 
Eine  die  Permutationen  von   Q  gestattende  Function  w  geht 
durch   die   Permutationen    einer  Nebengruppe    (3%   in    ein   und 
dieselbe   Function   über.     Es    entsprechen    also   den   conjugirten 
Werthen 

(3)  1(T,    l/^l,    ^,  .  .  .  iPj.-, 

die  Werthe 

(4)  '•>,  <^iz  %  -  ■  -  w^— 11 

die  jedoch  nicht  nothwendig  alle  von  einander  verschieden  sind. 

Wendet  man  auf  die  Grössenreihen  (3),  (4)  eine  der  Permu- 
tationen von  P  an,  so  tritt  eine  gewisse  Permntation  ein,  und 
zwar  in  beiden  Reihen  die  gleiche,  da,  wenn  z.  B.  il^i  in  liij  über- 
geht, auch  ra,  in  «a  übergehen  muss  (§.  154,  5.). 

Betracliten  wir  nun  die  Summe 

■em  {i^  +  {^  +  --  ■  +  r=^d  =  '<■"• 

die  eine  ganze  Function  (J —  1)""  Grades  von  (  ist,  so  ünden 
wir,  dass  sie  durch  alle  Permutationen  P  ungeändert  bleibt  und 
folglich  in  ii  enthalten  ist.  Setzt  man  dann  t  ^=  ij)  und  be- 
achtet, dass  rp^t)  keine  gleichen  Wurzeln  hat,  so  folgt 

"^  >  ,p'(^) 

Es  ist  also  0)  rational  durch  ip  ausgedrüclit,  und  dies  ist  der 
Inhalt  des  Satzes  2. 

3.   Wenn  wir   eine  zu   Q  gehörige  Function  jj!  dem 
Körper   £1   adjungiren,    so    reducirt     sich    die 
Gruppe   des   Körpers  N  a.ni   Q. 
Denn  bezeichnen  wir  den  Körper  Sl(ip)  mit  £1',  so  gestattet 
erstens  jede  Gleichung  in  Sl'  zwischen  «,  «i  .  .  .  «m-i  die  Permu- 
tationen  von    Q,   weil  Q  in  P  enthalten  ist,  und  weil  ip  durch 

')  Laftrange,  Eeflexions  sur  la  resolutiou  aigebrique  des  equations, 
MemoiresderAcademie  de  Berlin,  anuees  1770, 1771.  Oeuvres  de  La  grau  ge. 
Tome  III.  [)er  Satz  ist  von  Lagrange  allerdings  nur  in  einer  apocielleron 
Fassung  gegeben.     Die  allKemeino  Formulirnug  rührt  von  Galoia  her. 
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Q  ungeändert  bleibt;  und  zweitens  ist  jede  Function,  die 
durch  Q  ungeändert  bleibt,  nach  dem  Lagrange'schen  Satze  in 
ß'  enthalten.  Dies  sind  aber  [nach  §.  149,  a),  b)]  die  charakte- 
ristischen Merkmale  der  Galois'schen  Gnippe  im  Körper  ß'. 
Um  also  die  Galois'sche  Gruppe  vom  Grade  j)  auf  den  Grad  q 
zu  reduciren,  muss  eine  Wurzel  einer  Hülfsgleicliung  j'™  Grades 
in  Si  adjungirt  werden. 

Den  Satz  3.  können  wir  auch  so  ausdrücken: 

Der  Normalkörper  N^£l(a,  Ki...«„,_i)  ist  ein  Körper 
j)*""  Grades  über  £1  und  q*™  Grades  über  £1'  =  H(il>). 

Der  Erniedrigung  der  Gruppe  durch  Adjunction  von  il>  ent- 
spricht, wie  schon  aus  den  allgemeinen  Ginandsätzen  hervorgeht, 
eine  Zerfällung  der  Galois'schen  Resolvente.  Nehmen  wir  an, 
es  sei  (wie  im  §.  14!))  g(t}  =  0  die  Galois'sche  Resolvente  und 
Q  eine  ihrer  Wurzeln,  und  durch  die  Permutationen  von  Q  gehe 
Q  über  in 

Q,  Qu  Q2  ■  ■  ■  ßg-i, 
und  durch  die  Fermutationen  der  Nehengruppe   Qjt,  in 

Qa.i  Pi.»  92,i-  ■  ■  ej-],M 
so  ist  jeder  der  Faetoren  von  g(f) 

9i{t)  =  ((  -  p»,0  {t  _  p,_,)  .  .  .  ((  -  p,_,_0 
durch   die  Substitutionen   von   Q  ungeändert   und  also   in  ß(i(') 
enthalten. 

Setzen  wir 

g(t,jl,)  =.(t-Q){t-  Q,)...(t-  e,_i}, 
so  ergiobt  sich,   wenn  wir  darin  eine  Permutation   aus  ^je;  aus- 
führen, 

wW  =  ,';('>*.). 

und  (/(()  ist  also  in  folgender  Art  zerlegliar: 

(6)  g(t)  =  !7(1,*)  S(t,M  ■  .  ■  s<t,*s~d, 

worin    jeder   Factor   vom   Grade   g  ist,    und   keine   zwei   dieser 

Faetoren  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 

Sind  Q  und  (^  zwei  verschiedene  Theiler  der  Gruppe  P,  so 
werden  Q  und  Q'  gewisse  Permutationen  gemein  haben ,  unter 
denen  sich  immer  die  identische  Permutation  findet.  Es  ist 
möglich,  dass  dies  die  einzige  gemeinsame  Permutation  von  Q 
und  ^',ist,  und  dann  heissen  diese  beiden  Gruppen  theilerfremd. 
Es   können    aber    noch   mehr   gemeinsame  Elemente  vorhanden 
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sein.  Den  Inbegriff  It  aller  gemeinsamen  Permutationen  von  Q 
und  Q'  nennen  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler,  oder  auch  den  Durchschnitt  von  Q  und  Q', 
Dies  R  ist  immer  eine  Gruppe,  denn  wenn  %  und  tt^  beide 
sowohl  in  Q  als  in  $'  vorkommen,  so  muss  auch  ^,^2  ^^  ^ 
und  in  Q',  also  auch  in  B  vorkommen.  Der  Begriff  ist  sofort 
übertragbar  auf  mehrere  Gruppen   Q,   Q',  Q"  . .  . 

Ist  1/1  eine  zu  Q  und  '^'  eine  zu  §'  gehörige  Function,  so 
können  wir  die  rationalen  Zahlen  «,  a^  (nach  §.  143,  1.)  so  be- 
stimmen, dass  ta  z=  xii> -\- x' t>'  eine  zu  R  gehörige  Function 
wird.  Denn,  jedenfalls  gestattet  cj  die  Permutationen  von  iJ,  da 
i/f  und  ^'  sie  gestatten.  Ist  dann  n  eine  nicht  in  R  enthaltene 
Permutation  aus  P,  so  ist  sicher  nicht  zugleich  if»  =  t/j  (ir)  und 
i)i'  ^  ^'(jt);  also  können  wir  x,  ^  so  bestimmen,  dass  auch  nicht 
ro  =  0)  (jr)  wird.  Wenn  wir  also  gleichzeitig  i^  und  i^'  und  folg- 
lich Kl  adjungiren,  so  reducirt  sich  die  Gruppe  des  Körpers  ff 
nach  3.  auf  R.  Ebenso  können  wir  hei  mehr  als  zwei  Gruppen 
Q  schliessen,  und  erhalten  den  Satz: 

4.  Sind  q,  q\  Q"  .  .  .  Theiler  von  P,  R  ihr  Durch- 
schnitt, if",  i(i',  ip"  . . .  Functionen,  die  zu  Q,  Q',  Q"  . . . 
gehören,  so  reducirt  sich  die  Gruppe  des 
Körpers iVdurch  gleichzeitige  Adjunction  von 
i/f,  if-',  ip"  .  .  .  auf  R. 

Wenn  wir  nicht  bloss  eine  Wurzel  i^  der  Hülfsgieichung 
(p  (t)  =  0  adjungiren,  sondern  alle  mit  i/i  conjugirten  Grössen 
Ip,  ti,  W'z  ■  .  ■  ^j-i)  wenn  wir  also  aus  ß  den  Körper 

ii"  =  £l(ij;,  j^i,  t^  .  ...  t^j_i) 
ableiten,  so  ist  nach  diesem  Satze  der  Erfolg  der,  dass  die 
Gruppe  von  N  in  ß"  der  grÖsste  gemeinschaftliche  Theiler  B 
aller  mit  Q  conjugirten  Gruppen  wird,  so  dass  (nach  §,  154) 
B  der  grÖsste  gemeinschaftliche  Theiler  aller  Gruppen  m  —  '-qn 
ist,  wenn  re  die  Permutationen  von  P  durchläuft. 

Von  besonderem  Interesse  ist  nun  der  Fall,  dass 
alle  conjugirten  Gruppen  jc~"'  q^  mit  einander  identisch 
sind.  In  diesem  Falle  ist  nach  dem  Theorem  2.  jede  der  conju- 
girten Grössen  ip,  t/j,,  ^5  .  .  .  ^_i_i  in  Sl(ip)  enthalten,  die  Körper 
ß(t),  ß(i^i)  .  .  .  Siii>3-i)  unil  il{^,  ^1  ■  ■  .  i>3-i)  sind  identisch, 
und  ßfi/j)  ist  ein  Normalkörpor  über  ß. 
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Wir  nennen  daher  einen  Theiler  Q  der  (Jruppe  P,  (ier  dioso 
Eigenschaft  hat,  einen  Normaltheiler  (oder  normalen  Theiler)  i). 

Ist  aber  Q  ein  Normaltheiler,  so  ist  die  Adjunction  einer 
einzigen  Wurzel  lii  der  Hülfsgieichung  gleichbedeutend  mit  der 
gleichzeitigen  Adjunction  aller  dieser  Wurzeln. 

5.  Ist  Q  selbst  nicht  normal,  so  ist  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  R  aller  conjugirten 
Theiler  je-'  Qz  gewiss  normal. 

Denn  ist  eine  Permutation  x  in  M,  also  in  allen  Gruppen 
7i~' Q^  enthalten,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  jedem  n~''xn, 
d.  h.  n-'-Bn  ist  Theiler  von  R,  und  folglich,  da  es  von  gleichem 
Grade  ist,  =;  E. 

Eine  Gruppe,  die  ausser  sich  selbst  und  der  identischen 
Gruppe  keinen  Normaltheiler  hat,  heisst  eine  einfache  Gruppe. 
Der  Durchschnitt  aller  mit  einer  einfachen  Gruppe  conjugirten 
Gruppen  ist  entweder  die  Gruppe  selbst  oder  die  identische  Gruppe, 

Ist  Q  ein  Normaltheiler  von  P,  und  R  ein  Normaltheiler 
von  Q,  so  ist  zwar  R  ein  Theiler  von  P,  aber  keineswegs  immer 
normal.  Dagegen  ist,  wenn  R  ein  Normaltheiler  von  F  ist,  R 
auch  Normaltheiler  von  jedem  Theiler  Q  von  P.  von  dem  R 
Theiler  ist. 

§.  156. 
Die  Gruppe   der   llesolventen. 

Die  Ilülfsgleichung  cp(t}  ^  0,  von  der  die  Bestimmung  der 
Function  i^  abhängt,  geht  in  die  Galoia'sche  Resolvente  über, 
wenn  der  Theiler  Q,  zu  dem  ^  gehört,  die  identische  Gruppe 
ist  Denn  dann  kann  nach  dem  Satze  von  Lagrange  (§.  155,  2.) 
jede  Function  des  Körpers  N,  also  auch  die  Wurzeln  «  selbst 
rational  durch  -ip  ausgedruckt  werden,  und  N  ist  mit  £i,{ip) 
identisch. 

Wir  wollen  diese  Gleichungen  (p(t)  =  0  daher  in  einem  all- 
gemeinen Sinne  Resolventen  nennen.  Es  sind  aber  hier  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

')  (Taloifi  Bpiicht  \on  de:  eigentlichen  Zerlegung  (docompositioa 
piopie)  einer  Gruppe,  dahei  Her  iiisiiruck  „eigenüiche  Theiler"  ilei  amli 
im  Gebrauch  ist,  neueic  bchiiftetellei  bezeichnen  die  Mormaltheilei  ala 
„ausgezeichnete  oder  luvanante  Untergruppen 
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1.  Wenn  die  conjugirten  Gruppen  7t-'  Qm  theilert'rcmd  sinil, 
so  ist  die  gleichzeitige  Adjunction  säuimtlicher  Wurzeln  dei- 
Resolvente  gj(i)  =:  0  (nach  Satz  4.,  §.  155)  gleichbedeutend  mit 
der  Ädjunction  einer  zur  Einheitsgvuppe  gehörigen  Function, 
und  die  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  ist  auf  die  vollständige 
Lösung  der  Kesolvente  zurückgeführt.     Es  ist 

N=  Si{^,  i>i  .  .  .  ■^j-i), 
und  eine  Galois'sche  Kesolvente   der   Gleichung  q)(()  =  0  ist 
zugleich  eine  Galois'sche  Kesolvente  der  ursprünglichen  Gleichung. 
In   diesem  Falle   nennen  wir  tp(t)  =  0  eine  Totalresolvente 
der  gegebenen  Gleichung. 

2.  Haben  die  conjugirten  Gruppen  %—^  Qn  einen  von  dor 
Einheitsgruppe  verschiedenen  Theiler  B  vom  Grade  r,  der  dann 
ein  Nonii altheiler  von  P  ist,  so  ist  die  gleichzeitige  Ädjunction 
von  sämmtlichen  zu  ^  conjugirten  Functionen  gleichbedeutend 
mit  der  Ädjunction  einer  zu  R  gehörigen  Grösse.  Die  Galois'sche 
Resolvente  der  gegebenen  Gleichung  ist  durch  diese  Ädjunction 
noch  nicht  vollständig  gelöst,  sondern  sie  ist  nur  in  Factoren 
vom  Grade  r  zerlegt  In  diesem  Falle  heisst  cp  (()  =:  0  eine 
Partialresolvente. 

Ist  P  eine  einfache  Gruppe,  so  existiren  nur  Total- 
resolventen,  während,  wenn  P  Normaltheiler  hat,  zu  jedem 
solchen  Normaltheiler  eine  Partialresolvente  gefunden  werden 
kann. 

Derselbe  Unterschied  tritt  auch  hervor,  wenn  wir  die 
Galois'sche  Gruppe  der  Kesolvente  (p  (f)  untersuchen.  Diese 
Gruppe  besteht  aus  allen  Vertausclmngen ,  die  in  der  Ileihe  der 
Grössen 

(1)  Jp,    I/Jj,    Jp2  ■   ■  ■  tj^l 

durch  Anwendung  der  sämmtlichen  Operationen  tc  von  P  hervor- 
gerufen werden;  denn  jede  Gleichung  inßzwischen  den  Grössen  (1) 
bleibt  richtig,  wenn  eine  solche  Permutation  vorgenommen  wird, 
da  man  die  Operationen  it  auf  eine  solche  Gleichung  anwenden 
kann;  und  wenn  eine  Function  in  £1  der  Grössen  (1)  alle  diese 
Permutationen  gestattet,  so  gestattet  sie  auch  alle  Permutationen  ic 
und  ist  also  gleich  einer  Grösse  in  Sl. 

Es  ist  nun  der  Grad  dieser  Gruppe  zu  bestimmen.  Unter 
den  Operationen  von  P  werden  die  und  nur  die  unter  den 
Grössen  (1)  keine  Veränderung  horvorrufcn,  die   gleichzeitig   in 
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den  Gruppen  ra—i  Qn  aller  dieser  Functionen,  also  auch  in  ihrem 
grössten  gemeinsamen  Tlieiler  B  vorkommen.  Die  Operationen 
von  It  mögen  mit  e  bezdcliuet  sein.  Sind  dann  je  und  sr'  zwei 
Operationen,  die  unter  den  Grössen  (1)  dieselbe  Permutation 
hervorrufen,  so  wird  n' 7t~^  die  ursprüngliche  Anordnung  der  ^ 
wieder  hersteUen,  also  gleich  einer  der  Grössen  ö  sein,  oder 

Wir  haben  daher  das  Ergebniss: 

Die  Permutationen  der  Nebengruppe  lin  und  nur 
diese  rufen  unter  den  Grössen  (1)  eine  und  dieselbe 
Permutation  hervor. 

Der  Grad  der  Galois'schen  Gruppe  der  Reaolvente  q)(t)  =^  Q 
ist  also  gleich  der  Anzahl  dieser  Nebengruppen,  d.  h.  gleich  dem 
Quotienten  p:  r  oder  dem  Index  des  Theilers  R  von  JP. 

Ist  jR  die  identische  Gruppe,  also  r  ^  1,  und  folglich  90  (()  ^  0 
eine  Total  resolvente,  so  ist  der  Grad  ihrer  Gruppe  ebenso  hoch, 
wie  der  Grad  der  Gruppe  der  ursprünglichen  Gleichung,  und  beide 
Gruppen  sind  überdies  isomorph.  In  Bezug  auf  die  Gruppe  ist 
also  nichts  gewonnen.  Die  gegebene  Gleichung  ist  mit  der 
Reaolvente,  so  verschieden  auch  ihre  Grade  sein  mögen,  äquivalent. 

Ist  auf  der  anderen  Seite  Q  ein  Normaltheiler,  also  R  mit  Q 
identisch,  so  ist  (p(t)  =  0  eine  Partialresolvente  und  der  Grad 
ihrer  Gruppe  ist  gleich  dem  Index  j  des  Theilers  Q  von  P. 
Nach  der  Adjunction  einer  Wurzel  dieser  Resolvente  reducirt 
sich  die  Gruppe  der  ursprünglichen  Gleichung  auf  Q,  also  auf 
den   Grad  g.     Es    ist   also    eine   Spaltung   der   Gruppe    erfolgt. 

Wenn  man  Eesolventen  bilden  will  von  möglichst  niedrigem 
Grade,  so  hat  man  Theiler  der  Gruppe  P  aufzusuchen  von  mög- 
lichst kleinem  Index,  also  von  möglichst  hohem  Grade;  soll  aber 
gleichzeitig  eine  Reduction  der  Gruppe  eintreten,  so  müssen  die 
Theiler  Normaltheiler  sein. 


Reduction  der  Galois'schen  Gruppe  durch  Adjunction 
beliebiger   Irrationalitäten. 

Die  Aufgabe  der  Lösung  einer  algebraischen  Gleichung  wird 
nach   der  Galoia'aohen   Auffassung   durch    eine  andere   ersetzt, 

Weber,  Algfbra.   I.  .^3 
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nämlich  durcli  Adjunction  von  algebraiacheji  Grössen  mögliclist 
einfacher  Natur  eine  Zerfällung  der  Galois'schen  Resolvente, 
also  eine  Erniedrigung  des  Grades  der  Gruppe  herbeizuführen. 

Wir  stellen  jetzt  die  Frage  so.  In  dem  ursprünglichen 
Körper  ß  ist  die  Galoia'ache  Resolvente  <f{t)  irredueibel.  Der 
Körper  ß  soll  zu  einem  anderen  Körper  ü'  so  erweitert  werden, 
dass  (f  (t)  reducibel  wird,  ß'  soll  dabei  ein  algebraischer  Körper 
über  ß  sein,  und  es  muss  also  nach  §.  143  eine  algebraische 
Grösse  s  geben,  so  dass  ß'  =  ß(£)  wird.  Diese  Grösse  s  wird 
Wurzel  einer  gewissen  irreducibeln  Gleichung  in  ß  sein,  die 
wir  mit 

(1)  «»  =  0 
bezeichnen  wollen. 

Nehmen  wir  an,  in  dem  Körper  ß(t)  sondere  sich  von  {/(i) 
der  irrediicible  Factor 

(2)  S,  (1)  =  »1  (f,  ») 

ab,  der  die  Wurzel  t  =  q  hat.  Den  Grad  von  g,  (t,  s)  wollen  wir 
mit  q  bezeichnen  und  die  Wurzeln  mit 

(3)  p,  Pi,  Q,...  p,-,, 
so  dass 

(4)  ä,,  ((,  J)  =  (f  -  q)  ((  -(.,)  ...((-  (.,-,). 
Zunächst  ist  nun  nachzuweisen,   dass   die  in  der  Gruppe  F 

enthaltenen  iSubstitutionen 

(p,  p),  (p,  p,),  {i>,  pa)  .  .  .  (p,  Pä_i) 
eine   Gruppe  Q    bilden.      Um    dies   zu   zeigen,    setzen    wir    wie 
früher  {§.  146) 

Pi  =  @i(p) 
und  bedenken,  dass  dann  die  Gleichung 
■/,[©<(<),  s]  =  0 
eine  Wurzel,  nämlich  t  =^  q  mit  ^j  (()  gemein   hat   und   mithin, 
da  gi(t)  irredueibel  ist,   durch  ^j(i)  theilbar  ist.     Daraus  folgt, 
dass,  wenn  pi  und  pa  irgend   zwei  der  Wurzeln  (3)  sind,   auch 
@(  (Pj)  =^  p3  unter  diesen  Wurzeln  enthalten  ist.    Es  ist  aber  die 
Substitution  (p,  p^)  aus  (9,  ^,)  und  (p,  pa)  zusammengesetzt,  und 
damit  ist  die  Gruppeneigenschaft  von  Q  nachgewiesen.     AVir  be- 
zeichnen den  Index  von  Q  mit  j  und  setzen 

(5)  P=ja- 
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Das  Product  (4)  gestattet  nun  die  Substitutionen  der  (iruppe  Q, 
und  wenn  also  ij)  wie  oben  eine  zu  dieser  Gruppe  gehörige 
Function  in  J/^  bedeutet,  so  lässt  sich  nach  §.155,  2.  die  Function 
ffi  (t,  e)  rational  durch  'p  ausdrücken,  d.  h.  g^  (t,  s)  ist  eine  Function 
von  t  im  Körper  j**"  Grades  ü  (t) ,  und  soll  demnach  durch 
g(t,  ij!)  bezeichnet  werden. 

Die  Grösse  -^  ist  eine  der  Wurzeln  einer  irreducibeln  Glei- 
chung vom  Grade  j 

(6)  .p(«)  =  0, 

deren  iibnge  Wurzeln  i^j,  i/ij  ...  ipj—i  sind,  und  nach  §,  155,  (6) 
ist  g(t)  in  die  Factoren  zerlegbar 

(7)  9(i)  =  g(i,  ^)  ff{t,  i'ö-  ■■  9(i,  fj-i)- 
Nun  ist 

und  aus  (7)  folgt,  dass  diese  Gleichung  nicht  bestehen  bleibt, 
wenn  auf  der  linken  Seite  für  i^i  eine  der  anderen  Wurzeln 
von  (6)  gesetzt  wird.  Man  kann'  also  für  (  einen  solchen  rationalen 
Werth  setzen,  dass  die  Gleichung 

(8)  g(t,n)-g,{t^  £)  =  0 

nur  die  eine  Wurzel  u  ^  ij)  mit  der  Gleichung  (6)  gemein  hat. 
Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  (6)  und  (8)  ist  dann 
in  Bezug  auf  u  linear,  und  wenn  man  darin  «s  r=  li-  setzt,  so 
ergiebt  sich,  dasa  t  rational  durch  e  auadrückbar  ist. 
Der  Körper  Si^^)  ist  also  sicher  ein  Theiler  des  Körpers  Sl(t). 
Der  Grad  des  Körpers  Sl(8),  d.  h.  der  Grad  der  Hülfegleichung 
;( (s)  1=  0 ,  ist  daher  ein  Vielfaches  von  j  und  niemals  niedriger 
als  j.  Wenn  der  Grad  der  Hülfsgieichung  gleich  j  ist,  was  z.  B. 
dann  immer  eintritt,  wenn  der  Grad  von  %  ^ine  Primzahl  ist, 
so  ist  £l{t)  mit  ß(i(')  identisch,  d.  h.  e  ist  auch  rational  durch 
t  ausdrückbar.  In  diesem  Falle  sind  die  conjugirten  Werthe 
£,  «1  .  .  .  *j_i  die  sanimtlichen  Wurzeln  von  %  ^^  0,  und  man 
erhalt  sie,  wenn  man  in  dem  rationalen  Ausdruck  von  s  durch  ^ 
die  Function  ^  durch  jede  der  conjugii-ten  Functionen  i>,i}>i...  ipj-i 
ersetzt  Es  kann  also  s  seihst  für  i^  genommen  werden,  und 
man  findet  eine  Zerlegung 

Die  Grössen  £,£1,^5...  fj_i  geboren  sämmtlich  dem  Körper 
iß(p)  an. 

33* 
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Diese  Kesultate  sind  vod  grosser  Wichtigkeit  und  verdienen 
besonders  hervorgehoben  zu  werden. 

Nach  Kronecker  heissen,  wenn  ^(3:)=^0  die  gegebene 
Gleichung  ist  und  N  der  zugehörige  Galois'schc  Körper,  die 
Grössen  von  N  die  der  Gleichung  F{x)  =  0  natürlichen 
Irrationalitäten, 

Wir  haben  dann  den  Satz: 

Jede  mögliche  ücduction  der  Galois'schen 
Gruppe  wird  herbeigeführt  durch  Adjunction 
einer  natürlichen  Irrationalität.  Ist  j  der  Index 
der  reducirten  Gruppe  in  Bezug  auf  die  ur- 
sprüngliche, so  kann  die  Reduction  nicht  ein- 
treten durch  Ädjunction  eines  Körpers  von 
niedrigerem  als  demj'™  Grade.  Der  Grad  kann 
aber  gleich  j  sein  und  dann  ist  die  adjungirte 
Irrationalität  eine  natürliche.  Ist  der  Grad  des 
adjungirten  Körpers  grösser  als  j,  so  ist  er 
ein  Vielfaches  von  j. 

§.  158. 

Imprimitive  Gruppen. 

Wir  machen  von  unseren  allgemeinen  Sätzen  die  Anwendung 
auf  Gruppen  von  besonderer  Natur.  Zunächst  nehmen  wir  die 
imprimitiven  Gruppen,  Wir  haben  im  §.  151  gesehen,  dass, 
wenn  f(s:)  =  0  eine  irreducibele  Gleichung  «""  Grades  mit  imprimi- 
tiver Gruppe  ist,  sich  n  so  in  zwei  Factoren  r  .  s  zerlegen  lässt, 
dass  die  Wurzeln  in  s  Reihen  von  je  r  Gliedern  zerfallen: 
A  ^  a,  tt,  .  .  .  K,_,, 


jS   =    ö,   öl   .  .  .  G^_i, 
und   dass   durch   die  Permutationen   der  Gruppe  P  die  Grössen 
der  einzelnen  Reihen  nicht  von  einander  getrennt,   sondern  nur 
unter  einander  permutirt  werden,  während  andererseits  die  Reihen 
wieder  unter  sieh  permutirt  werden. 

Unter  den  Permutationen  der  Galois'schen  Gruppe  P  von 
/(at)    wird    es    nun    gewisse  geben,   deren   Inbegrifi'  wir    mit    Q 
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bezeichnen,  die  die  einzelnen  Reihen  A,  B  .  .  .  S  3,n  ihrer  Stelle 
lassen  und  nur  die  Indices  in  jeder  Reihe  permutiren.  Diese 
Permutationen  bilden  für  sich  eine  Gruppe,  da  durch  die  Zu- 
sammensetzung von  zweien  unter  ihnen  die  Reihen  Ä,  B  .  .  .  S 
nicht  vertauscht  werden  können.  Diese  Gruppe  Q  ist  ein  Normal- 
theiler  von  P.  Denn  ist  x  eine  Permutation  von  Q,  und  jt  eine 
aus  P,  so  gehört  die  zusammengesetzte  Permutation  n-^xit 
wieder  zu  Q,  weil  die  Permutation  unter  den  A,  £  .  .  .  S,  die 
durch  31-1  hervorgerufen  ist,  durch  k  nicht  geändert  und  durch 
a  wieder  rückgängig  gemacht  wird.  Die  Gruppe  Q  ist  intransitiv, 
und  durch  Adjunction  einer  zu  Q  gehörigen  Function  ii  wird 
nicht  nur  die  Galois'sche  Resolvente  reducihel,  sondern  die 
Function  /  (x)  selbst  zerfällt  in  s  Factoren  vom  r*™  Grade, 

(2)  fX^)  =  Mx,  t)  fß(x,  t)  .  •  ./.  (X,  i>)- 

Die  Wurzeln  von  /o(«,  i/»)  =  0  sind  die  Grössen  «,  und  die 
Galois'sche  Gru^ipe  dieser  Gleichung  besteht  aus  allen  Permu- 
tationen, die  durch  i^  unter  den  «  hervorgerufen  werden. 

Die  Grösse  i/»  ist,  wenn  j  der  Index  des  Theiters  Q  von  P 
ist,  Wurzel  einer  Partialresolvente  j*™  Grades  %  (u)  =  0,  die  eine 
Normalgleiehung  und  also  ihre  eigene  Galois'sche  Resolvente 
ist  (§.  155).    Bezeichnen  wir  ihre  Wurzeln  mit 

(3)  ip,  tpi,  ipi  .  .  .  i'j-i, 

so  besteht  die  Galois'sche  Gruppe  dieser  Resolvente  aus  den 
Substitutionen 

(4)  (1/;,  i/>),  (^,  i,,),  (i/-,  Jf-O  ■  .  ■  (tC,  ^j-i). 
die  durch  die  Permutationen  der  Nebengruppen 

(5)  Q,  Q^„  Q^,...  Q^j-^ 
hervorgerufen  worden.  Jede  dieser  Nehengruppen  bringt  eine 
gewisse  Permutation  unter  den  Reihen  A,  S  .  .  .  S  hervor,  und 
zwar  sind  diese  Permutationen  alle  von  einander  verschieden; 
denn  wenn  etwa  durch  Xi  und  w^  dieselbe  Permutation  unter 
den  Reihen  hervorgerufen  wird,  so  gehört  n^:!t—^  zu  Q  und  Qjtj, 
Qic^  sind  nicht  verschiedene  Nebengruppen.  Die  Permutations- 
gruppe der  Partialresolvente  ^(m)  =  0  ist  also  mit  der  Gruppe 
der  Permutationen ,  die  durch  P  unter  den  Reihen  A,  B  .  .  .  S 
hervorgerufen  werden,  isomorph. 

Verstehen  wir  unter  Qa  den  Inbegriff  der  Permutationen 
von  P,  durch  die  die  Reihe  A  nicht  verschoben  wird,  so  ist  Q„ 
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gewiss  eine  Gruppe,  Ist  jt^  eine  Permutation ,  durch  die  die 
Reihe  A  in  die  Reihe  B  übergeht,  die  nach  der  Voraussetzung 
der  Transitivität  in  P  exiatireu  muss,  so  ist  (ia^&  eine  Neben- 
gruppe  zu  (3«,  durch  die  A'vü.B  übergeht,  jt^-^  Qa^f  =  Qs  ist 
eine  zu  Qa  conjugirte  Gruppe,  und  zwar  die,  durch  deren  Perniu- 
tation  die  Reihe  £  nicht  verschoben  wird.  Auf  diese  Weise 
erhalten  wir  die  conjugirten  Gruppen 

deren  grösster  gemeinschaftUcher  Theiler  die  vorliin  betrachtete 
Gruppe  Q  vom  Index  j  ist. 

Eine  zu  §„  gehörige  Function  y^  ist  die  Wurzel  einer  Glei- 
chung vom  s*™  Grade  in  ß,  q){y)  =  0,  und  die  übrigen  Wurzeln 
Vß  •  ■  ■  Vo  gehen  aus  i/„  hervor  durch  Anwendung  der  Permu- 
tationen der  Nebengruppen  Q^  Jig,  .  ,  -  Qa,  ng.  Die  vorhin  gefun- 
dene Gleichung  ;((«)  ^  0  vom  Grade  _?  ist  die  Galois'sche 
Resolvente  der  Gleichung  tp  (y)  =  0.  Wir  haben  oben  bemerkt, 
das8  die  Gruppe  der  Gleichung  j;  (m)  =  0  vom  Grade  j  isomorph 
ist  mit  der  Gruppe  der  Permutationen ,  die  durch  P  unter  den 
Systemen  der  A,  B  .  .  .  8  hervorgerufen  werden.  Da  aber  wegen 
der  Transitivität  von  P  auch  diese  Systeme  transitiv  in  einander 
übergehen,  so  muss  J  nach  dem  Satze  §.  154,  7.  durch  s  theilbar 
sein,  und  in  dem  besonderen  Falle,  wo  j  eine  Primzahl  ist,  muas 
j  =:  s  sein. 

Die  gleichzeitige  Adjunction  sämmtlicher  Wurzeln  von  ip  (y) 
hat  denselben  Erfolg  wie  die  Adjunction  der  Function  ^,  näm- 
lich den,  die  Gruppe  der  Gleichung  _/{«;)  =  0  von  P  auf  Q  zu 
reduciren. 

Durch  Adjunction  von  j/a  sondert  sich  von  f{x)  ein  rationaler 
Factor  f(x,  )/„)  ab,  dessen  Wurzeln  die  Grossen  der  Reihe  A 
sind,  und  durch  Adjunction  der  übrigen  y  erhält  man   die  Zer- 
legung 
(6)  fix)  ^fix,  y..)f(x,  y,)  .  .  .f{x,  ^„), 

und  diese  Functionen  f{x,  j/o),  f{x^  Vß)  ■  ■  •  /(*i  V")  stimmen 
überein  mit  den  Factoren  in  (2),  /„  (a;,  i(i),  fß  (x,  ^)  .  .  .  /„  (x,  ^). 
Zu  bemerken  ist  hierbei  noch,  dass  f(x,  ya)  im  Körper  il{ya) 
irreducibel  ist.  Denn  wegen  der  vorausgesetzten  Irreducibilität 
von/(a;)  gieht  es  in  P  Permutationen,  durch  die  «  in  jedes  «; 
übergeführt  wird,  und  diese  Permutationen  gehören  zu  Qa-  AVenn 
also   eine  rationale   Function  9  {x,  y^)   für  x  =  a  verschwindet. 
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SO  inuss  jedes  p(ai,ya)  gleich  Null  sein,  d.h.  f{x,y^  musa 
durch /(;E,  f/o)  theilbar  sein.  Es  folgt  aher  hieraus  nicht,  daas 
f{3>,  j/a)  =  faix,  1p)  auch  im  Körper  iß(^)  irreducibel  ist. 

Dies  sind  dieselben  Sätze,  wie  im  §.  151.  Es  ist  dort  noch 
gezeigt,  daas  man  für  y^  eine  Function  von  «  allein  nehmen  kann, 
worauf  wir  nicht  nochmals  eingehen  wollen. 

Von  Interesse  ist  es  aber,  den  Zusammenhang  der  Galoia'- 
schen  Gruppen  der  einzelnen  Factoren  f(x,  ?/„),  f{cc,  y^),  ■ . .  f{x,  yo) 
zu  verfolgen.  Wir  haben  schon  oben  gesehen,  dass  man  die 
Gruppe  des  Factors  f{x,  j/«)  im  Körper  Sl(i>)  erhält,  wenn  man 
alle  Permutationen  der  k  aufsucht,  die  durch  Q  hervorgerufen 
werden.  Wir  wollen  diese  Gruppe  mit  P„  bezeichnen,  und  ebenso 
für  die  andei'en  Factoren  die  Zeichen  Pß,  .  ,  .  Pu  gebrauchen.  - 

Wir  greifen  aus  P  irgend  s  —  1  Permutationen  jCß  .  .  .  Wo 
von  der  Art  heraus,  dass  durch  a^  die  Reihe  A  in  £  etc. 
durch  re„  die  Reihe  J.  in  S  übergeht,  und  wir  wollen  nun  der 
Einfachheit  halber,  was  offenbar  noch  vollkommen  freisteht,  die 
Bezeichnung  der  ß,  .  .  .  0  so  gewählt  annehmen,  dass  %,  .  .  .  3to 
folgende  Vertauschungeu  hervorrufen; 


\ßl\  ß[  ...ßl^,)'"  'u!  ö,  ■-■"'-1/ 

(  irgend   ein  Element  von   Q 


Es   sei  nun  «  irgend   ein  Element  von   ly,  das  unter  den  w 
die  Vertauschung 


bewirkt,  dann  ist 

Kß  =  m^'-XTCß 

ebenfalls  in  Q  enthalten,  und  es  wird  durch  %  unter  den  ß  die 
Vertauschung 

,„  _  /ft,   A  . .  .  /!,-.  \ 

^"  ^  U,,  fc, . .  ■  ß.,_J' 

also  unter  den  Indices  der  ß  genau  dieselbe  Permutation  her- 
vorgerufen, wie  durch  x  unter  den  Indices  von  «.  Nehmen  wir 
(ß)  und  ein  zugehöriges  Xß  als  gegeben  an,  so  ergiebfc  nTßXßjcf 
wieder  «,  so  dass  also  die  durch  Q  hervorgerufenen  Permu- 
tationen der  ß  genau  übereinstimmen  mit  denen,  die  unter  den 
(X  hervorgerufen  werden ;  und  dasselbe  gilt  für  die  übrigen 
Reihen.    Damit  ist  aber  der  Satz  bei 
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1.  Bei  einer  irrediicibeln  imprimitiveii  Gleichung 
können  in  den  einzelnen  Reihen  die  Wurzeln 
so  bezeichnet  werden,  dass  die  Theilgleichungen 
f{x,  3/„)  =  0,  f(x,  j/ß)  =  0,  .  .  .  /(rc,  I/o)  =  0  im  Körper 
^(1/1)  alle  dieselbe  Gruppe  bekommen. 

Will  man  die  Bezeichnung  der  Wurzeln  nicht  in  der  an- 
gegebenen Weise  wählen,  so  werden  die  Gruppen  wenigstens 
isomorph. 

Wir  steilen  noch  die  Frage,  die  gewiasermaassen  durch  die 
Umkehrung  dieses  Satzes  beantwortet  wird;  Wann  hat  eine 
transitive  Gruppe  einen  intransitiven  Normaltheiler? 

Ist  P  eine  transitive  Permutationsgruppe  und  Q  ein  in- 
transitiver Normaltheiler  von  P,  so  möge 

^   =   W,    ff,    ,    .   .    Ur-i 

eines  der  Systeme  sein,  deren  Elemente  durch  Q  nur  unter  ein- 
ander vertauscht  werden,  so  jedoch,  dass  die  Elemente  von  A 
durch  Q  ti'ansitiv  verbunden  sind,  d.  h.  dass  durch  Permutationen 
aus  Q  jedes  a  in  jedes  andere  a  übergehen  kann.  Wenn  nun 
durch  ein  Element  %  aus  P  die  (irössen  A  in 

B  =  ft  /J,  .  .  .  ft_, 
Übergehen,  so  müssen  diese  Elemente  entweder  alle  mit  den  « 
übereinstimmen,  oder  alle  von  den  a.  verschieden  sein;  denn 
durch  die  Gruppe  ^—''-Qn,  die  nach  Voraussetzung  mit  Q  iden- 
tisch ist,  werden  die  ß  nur  unter  einander  vertauscht,  und  zwar 
ebenso  wie  die  «,  also  transitiv.  Wenn  also  in  B  nur  ein  Theil 
der  «  vorkäme,  so  würden  gegen  die  Voraussetzung  durch  Q 
diese  a.  mit  anderen  nicht  in  A  vorkommenden  Grössen  ver- 
tauscht werden. 

Sind  durch  die  A  nicht  alle  Elemente  erschöpft,  auf  die 
sich  die  Permutationen  von  P  erstrecken,  so  giebt  es,  da  P 
transitiv  ist,  eine  Permutation  Jt,  durch  die  A  in  ein  ganz  davon 
verschiedenes  System  13  übergeführt  wird.  Ist  x  eine  Permu- 
tation aus  Q,  so  wird  durch  die  gleichfalls  tm  Q  gehörige  Permu- 
tation n-~^xx  dieselbe  Vertauschung  unter  den  Indices  der  ß 
hervorgerufen  wie  durch  %  unter  den  Indices  dor  w.  Daraus 
folgt,  dass  durch  Q  auch  die  ß  nur  unter  einander  permutirt 
werden.  Wenn  mit  A  und  B  die  Elemente  noch  nicht  erschöpft 
sind,  so  kann  man  in  derselben  Weise  ein  drittes  System  C 
bilden,   das   durch   n'  aus  A   und  durch  n~^n'  aus  B   entsteht. 


y  Google 


g.  158.  Im  primitive  Gruppen.  521 

und  das  weclev  mit  A.  noch  mit  B  ein  Element  gemein  hat.  So 
fährt  man  fort,  bis  alle  Elemente  erschöpft  sind,  und  kommt  zu 
folgendem,  Satze: 

2.  Eine  transitive  Gruppe  hat  nur  wenn  sie  im- 
primitiv ist,  einen  von  der  identischen  Gruppe 
verschiedenen  intransitiven  Normaltheiler.  Die 
Systeme  der  Intransitivität  des  Normalthcilers 
sind  Systeme  der  Imprimivität  der  gegebenen 
Gruppe. 

In  Bezug  auf  die  Gleichungen  können  wir  mit  Rücksicht  auf 
1.  den  Satz  2,  auch  so  aussprechen: 

3.  Eine  irreducihle  Gleichung /(a:)  =t  0  zerfällt, 
wenn  sie  durch  Adjunction  aller  Wurzeln  einer 
Resolvente  oder  einer  Wurzel  einer  Normal- 
gleichung j'™  Grades  reducibel  wird,  in  mehrere 
irreducihle  Factoren  von  gleichem  Grade  und 
von  gleicher  Gruppe.  Die  Anzahl  dieser  Factoren 
ist  ein  Theiler  des  Grades  j  und  ist  gleich  j, 
wenn  j  eine  Primzahl  ist. 

Wenn  also  eine  irreducihle  primitive  Gleichung  durch 
Adjunction  der  Wurzeln  einer  Resolvente  reducirt  wird,  so  zer- 
fällt sie  in  lineare  Factoren,  d.  h.  sie  ist  vollständig  gelöst. 
Dieser  Fall  tritt  immer  ein,  wenn  der  Grad  der  Gleichung/{3;)  =  0 
eine  Primzahl  ist,  weil  eine  solche  Gleichung  nicht  imprimitiv 
sein  kann. 


y  Google 


Fünfzehnter   Abschnitt. 
Oyklisclie  Gleiohungen. 


§.  159. 
Cubischo   Gleichungen. 

Wir  wollen  von  dem  jetzt  gewonnenen  StaLdpunkte  aus  zu- 
nächst die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades 
betrachten. 

Die  Gruppe  der  Permutationen  von  drei  Ziffern  besteht   aus 
sechs  Elementen,  nämlich  aus  der  identischen  Permutation  1,  ans 
zwei  dreigliedrigen  Cyklen  und  drei  Transpositionen: 
...  1       (0,1.2)      (0,2,1) 

^  '  (1,  2)      (2,  0)  (0,  1). 

Die  drei  ersten 

1,       (0,  1,  2)      (0,  2,  1) 
bilden  die  alternirende  Gruppe,  sie  besteht  aus  den  Totcnzen  der 
cyklischen  Permutation  a  =  (0,  1,  2): 

(2)  «•  =  1,  «,  .' 

und  wird  daher  cykliscbc  Gruppe  genannt. 

i's  seien  nun  w,  «i,  «j  die  drei  Wurzeln  der  cubiscben 
Gleichung: 

(3)  /(x)  —  :r^  —  ax^  -\- hx  —  c  =  0. 

Legen  wir  den  Körper  ß  zu  Grunde,  der  aus  ii.Uen  ratio- 
nalen Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  ir ,  6 ,  c  be- 
steht, so  ist  (1)  die  Gruppe  dieser  Gleichung;  wenn  wir  aber 

(4)  V5  =  («  -  «,)  («  -  «,)  («1  -  «0 
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adjuugiren,  worin 

(5)  D  =  _^  «2^.2  _|_  isubc  —  4«3c  —  463  _  27 c^ 

die  Discriminante  der  Gleichung  (3)  ist,  so  reducirt  sich  die  Gruppe 

auf  (2). 

In  dem  Körper  Sl',  der  durch  diese  Adjunction  aus  il  ent- 
steht, kann  jede  Wurzel  rational  durch  jede  andere  ausgedrückt 
werden,  denn  es  ist 

r  - ». = v5 

also 

^"'  --»-«-/>)■ 
und  hierin  können  die  Vertauschungen  jt,  ji^  ausgeführt  werden. 
Die   cubische   Gleicliung  ist  also  nach   Adjunotion  von  Vd  ihre 
eigene  Galois'sche  Eesolvente. 

Alles  dies  bleibt  gültig,  wenn  der  ßationalitätsbereich  irgend 
ein  specieller  Körper  Si  ist,  in  dem  a,  b,  c  und  VD  enthalten 
sind,  wenn  nicht /(a;)  selbst  in  ß  reducibel  ist,  also  eine  ratio- 
nale Wurzel  hat.  Denn  ausser  sich  selbst  und  der  cyklischen 
Gruppe  (2)  hat  die  Gruppe  (1)  nur  noch  intransitive  Theiler, 
nämlich  die  Einheitsgruppe  und  drei  Gruppen  vom  Typus  {1,  2), 

Wollen  wir  die  cubische  Gleichung  nun  auflösen,  d.  h.  auf 
eine  reine  cubische  Gleichung  zurückführen,  so  müssen  wir  eine 
Function  v  der  Wurzeln  suchen,  die  zwar  nicht  selbst,  deren 
Gubus  aber  die  cyklische  Permutation  jr  gestattet.  Eine  solche 
Function  kann  aber  nur  existiren,  wenn  die  dritten  Einheits- 
wurzeln, oder,  was  dasselbe  ist,  V — 3  dem  Körper  £1  adjungirt 
wird;  denn  v  muss  durch  Anwendung  von  at  eine  dritte  Einheits- 
wurzel als  Factor  erhalten. 

Durch  diese  Adjunction  kann  eine  Reduction  der  Gruppe 
nicht  eintreten,  weil  die  Gruppe  (2)  ausser  der  Einheitsgruppe 
keinen  Theiler  hat  und  die  Reduction  auf  die  Einheitsgruppe 
nicht  durch  eine  quadratische,  sondern  nur  durch  eine  cubische 
Gleichung  geschehen  kann  (§.  157).     Wir  setzen  also 

—  1  +  v^^      .,    -  1  -  y^^ 
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UBd 

dann  ist  der  Erfolg  von  jr  der,  dass  v  in  f^n,  v'  in  av'  über- 
geht, während  u',  v'^  und  utj'  ungeändei-t  bleiben,  also  in  dem 
Körper  Sl'  enthalten  sind.  Es  hat  keine  Schwierigkeit,  diese 
Grössen  zu  berechnen.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

^■=  „<«  +  .««, +  «■'«„ 

so  ist 

^  -f  J'  =  ffii  —  ,^c 

A^  A'^  VT), 
und  für  d^  erhält  man 

1-3  =  m5  4-  «^'  4-  a:^  4-  f!M«iK,  +  3E-1  +  3iM', 
also 

(8)  r«  -.  <!'  -  -^  «6  +  ^c  +  1  l/~3l>, 
und  ebenso 

(9)  „..  =  „,  _!„(,  + :^„_|v:i^. 

Es  ist  aber  auch 

(10)  vv'  =  K-'  -\-  <  -|-  «I  —  ««i  —  ««,  —  «,«,=:  <rä  —  3?|, 
und  aus  (8),  (9),  (10)  erhält  man  in  ü  eher  ein  Stimmung  mit  einer 
früheren  Formel  [§.  47,  (8)] 

21 D  =  4(«2  —  3(.)3  ~  (2ö3  —  ^)uh  -\-  ^lc)K 
Fügt  man  zu  (7)  noch  die  Gleichung 

SO  findet  man  in  Uebereinstimmung  mit  der  Cardanischen 
Formel 

3a  =a  +  y    +  v 

3«,  =  «+.'>,+  .«' 

3«a  =  c(+£u-|-  £^ii'. 

§.  160. 
Permutationegruppen  von  vier  Elementen. 

Ein  gutes  Beispiel  für   die  Galois'sche  Theorie  bieten  die 
Gleichungen   vierten    Grades,    wo    die   Verhältnisse    so    einfach 
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liegen,  dass  sich  Alles  leicht  übersehen  lässt,  und  doch  die  wich- 
tigsten Erscheinungen  der  Gruppenbildung  dabei  zu  Tage  treten. 
Aus  vier  Ziffern,  0,  1,  2,  3,  lassen  sich  24  Permutationen 
bilden,  und  so  hoch  ist  also  der  Grad  der  Galois'schen  Gruppe 
der  allgemeinen  Gleichung  vierten  Grades  im  Körper  der 
rationalen  Functionen  der  Ooefficienten  (vgl.  den  8chluss  von 
§.  149).  Wir  stellen  diese  Permutationen  durch  ihre  Cyklen  in 
folgender  Weise  dar,  wobei  1  die  identische  Permutation  bedeutet: 

(1)  P  =  1,    (0,  1),     (0,  2),     (0,  3),     (1,  2),     (1,  3),     (2,  3) 

(0,  1)(2,  3),     (0,2) (1,3),     (0,  3)(1,  2) 
{0,  1,  2),     (0,  1,  3),     (0,  2,  3),     (1,  2,  3) 
(0,  2,  1),     (0,  3,  1),     (0,  3,  2),     (1,  3,  2) 
(0,  1,  2,  3),     (0,  1,  3,  2),     (0,  2,  3,  1) 
(0,  2,  1,  3),     (0,  3,  1,  2),     (0,  3,  2,  1). 

Wir  haben  also  in  P  ausser  der  identischen  Permutation 
sechs  Transpositionen,  acht  dreigliedrige,  sechs  viergliedrige  Cyklen 
und  drei  Permutationen  von  der  Form  (0,  1)(2,  3),  die  wir 
Transpositionspaare  nennen  wollen. 

In  P  ist  die  alternirende  Gruppe  vom  Grade  12  als  Normal- 
theiler  enthalten.  Diese  Gruppe  kann  keine  einzelne  Transposi- 
tion und  keine  viergliedrige  cyklische  Permutation  enthalten,  und 
es  bleiben  also  folgende  übrig: 

(2)  (3=1,     (0,1)  (2,  3),     (0,2)  (1,3),     (0,3)  (1,2) 

(0,  1,  2),     (0,  1,  3),     (0,  2,  3),     (1,  2,  3) 
(0,  2,  1),     (0,  3,  1),     (0,  3,  2),     (1,  3,  2). 

Wir  wollen  nun  alle  vorhandenen  Theiler  der  Gruppe  P 
aufsuchen.  Dabei  lassen  wir  die  intransitiven  Gruppen  beiseite, 
die  alle  entweder  aus  drei  oder  aus  sechs  Permutationen  von 
nur  drei  Elementen,  oder  aus  den  Permutationen  von  zwei  Paaren 
von  zwei  Elementen  bestehen.  Wir  suchen  also  nur  die  transi- 
tiven Theiler  von  P  auf.  Ausserdem  beschränken  wir  uns  bei 
einem  System  conjugirter  Theiler  auf  einen  Repi^äsentanten,  aus 
dem  die  anderen  ja  durch  Ziffernvertauschung  hergeleitet  werden 
können  (§,  154,  6.). 

Eine  wesentliche  Vereinfachung  wird  durch  folgende  beiden 
Sätne  herbeigeführt: 

1.    Wenn    eine    transitive    Permutationsgruppe    von 
vier  Ziffern  einen  dreigliedrigen  Oyklua  enthält, 
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so   is-t  sio  die  symmetrische  oder  die  filternirende 
Gruppe,  und 
2.    wenn  sie  zwei  Transpositionen  mit  einem  gemein  - 
samen   Element    enthält,    so   ist  sie   die    symme- 
trische Gruppe, 
Wenn   nämlich  in    einer   Gruppe   der  Cyklus  (0,  1,  2)   vor- 
kommt, und  die  Gruppe  ausserdem  transitiv  ist,  so   enthält  sio 
eine  Permutation  m,  durch  die  0  in  3  übergeführt  wird.    In  dem 
dreigliedrigen    Cyklus  ^-^(0,  1,  2}a  kommt  also  gewiss  die  Ziffer 
3  vor;  er  ist  also  etwa  (0,  1,  3),  und  demnach  haben  wir  in  der 
Gruppe 

(0,  1,2),     (0,  1,  2)*--(0,  2,  1) 
(0,  1,  3),     (0,  1,  3)«  =  (0,  3,  1) 
(0,  1,  2)(0,  3,  1)   =(1,  2,  3) 
(1,  2,  3)*  =  (1,  3,  2) 
(0,  3,  1)(0,  1,2}   --(0,3,  2) 
(0,  3,  2)2  =  (0,  2,  3), 
d.  h.  alle  überhaupt   vorhandenen   dreigliedrigen   Cyklen.     Dem- 
nach kommen   alle  Permutationen  der  alternirenden   Gruppe   in 
der  fraglichen  Gruppe  vor  {§.  153),  und  sie  ist  also   entweder 
damit    erschöpft,  oder   sie  enthält   noch    eine    Permutation    der 
zweiten  Art  und  ist  dann  die  symmetrische  Gruppe. 

Enthält   aber  eine  transitive  Gruppe  die  beiden  Transposi- 
tionen (0,  1),  (0,  2),  so  enthält  sie  auch 

(0,  1)  (0,  2)  =  (0,  1,  2), 
und  damit  die  ganze  alternirende  Gruppe,  und  da  sie  auch  eine 
Transpoaition  enthält,  so  ist  ef  die  symmetrische  Gruppe. 

Wenn    also    nun   eine  von   P  und   Q  verschiedene  Gruppe 
zunächst  eine  Trausposition  (0,  2)  enthält,  so  muss  sie,  wenn  sie 
transitiv  ist,  auch   (1,  3)  enthalten,  und  demnach  die  ganze  in- 
transitive Gruppe  vierten  Grades: 
(3)  1,     (0,  2),    (1,  3),    (0,  2)  (1,  3). 

Soll  also  die  Gruppe  transitiv  sein,  so  müssen  noch  weitere 
Permutationen  dazu  kommen.  Diese  können  nur  unter  den 
viergliedrigen  Cyklen  oder  unter  den  Transpositionspaaren  ge- 
sucht werden.  Ein  viergliedriger  Cyklus  aber,  in  dem  0  und  2 
cykliech  an  einander  stossen,  kann  nicht  vorkommen,  weil  er,  mit 
(0,  2)  combinirt,  einen  dreigliedrigen  Cyklus  geben  würde,  wie: 
(0,  2)  (0,  2,  3,  1)  =  (0,  3,  1). 
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Ebenso  kÖEneü  nicht  1  und  3  cyklisch  an  einander  stossen, 
und  es  bleiben  also  nur  folgende  übrig: 

(4)  (0,  1,  2,  3),    (0,  3,  2,  1),     (0,  3)  (1,  2),     (0,  1)  (2,  3). 
Wenn    aber    von   diesen   Permutationen  eine   zu  (3)   hinzu- 
tritt, so  müssen  auch   alle   anderen   aufgenommen  werden,   denn 
es  ist 

(0,  2)  (0,  1,  2,  3)  =  (0,  3),  (1,  2) 
(1,  3)  (0,  1,  2,  3)  =  (0,  1)  (2,  3) 
(0,  2){1,  3)  (0,  1.  2,  3)  =  (0,  3,  2,  1), 
und  man  kann  also  durch  Vermittelung  der  Transpositionen  (0,2) 
und  (1,  3)  jede   der  Permutationen   (4)  aus  jeder   anderen   her- 
leiten.    Aus   der   Voraussetzung  also,   dass   überhaupt  in   einer 
von   P  und    Q   verschiedenen   transitiven    Gruppe    eine    Trans- 
position vorkommt,   folgt,  dass   dies   die  Gruppe  achten   Grades 

(5)  Pi  =  1,  (0,  2),  (1,  3),  (0,  2)(1,  3),  (0,  1)(2,  3),  (0,  3)(1,  2) 

(0,  1,  2,  3),    (0,  3,  2,  1) 
oder  wenigstens  eine  damit  conjugirte  sein  muss. 

Dass  Fl  wirklich  eine  Gruppe  ist,  erkennt  man  leicht,  wenn 
man  je  zwei  seiner  Permutationen  zusamraensetut. 

Es  giebt  drei  verschiedene  mit  Pi  conjugirte  Gruppen,  die 
man  erhält,  wenn  man  statt  von  (0,  2),  (1,  3)  von  den  Trans- 
positionen (0,  1),  (2,  3)  oder  (0,  3),  (1,  2)  ausgeht.  Der  Durch- 
schnitt dieser  drei  Gruppen  ist  ein  Normaltheiler  von  P  und 
zugleich  von   Q,  nämlich 

(6)  Q,  =  h    (0,2)(1,  3),     (0,  1)(2,3),    (0,  3){1,  2). 
Wenn   eine  transitive,  von  P  und    Q  verschiedene   Gruppe 

keine  Transposition  enthält,  so  enthält  sie  entweder  keinen  vier- 
gliedrigen  Cyklus  und  ist  dann  mit  (6)  identisch,  oder  sie  ent- 
hält einen  viergliedrigen  Cyklus  und  enthält  dann  auch  die 
ganze  cyklisehe  Gruppe,  wie 

(7)  P,  ^  1,  (0,  1,  2,  3),  (0,  2)  (1,  3),  (0,  3,  2,  1). 
Enthält  eine  solche  Gruppe  noch  einen  zweiten  vierglie- 
drigen Cyklus,  etwa  (0, 1,  3, 2),  so  ist  sie  wegen  (0, 1, 2, 3)  (0, 1, 3,  2) 
=  (0,  3,  1)  die  symmetrische  Gruppe.  Enthält  sie  aber  ausser 
Pj  noch  eine  der  Permutationen  von  (6),  etwa  (0,  1)  (2,  3),  so 
ist  sie  wegen 

(0,  1,  2,  3)(0,  1)(2,  3)  =  {!,  3) 
mit  Pj  identisch. 
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Aus  i'a  gehen  ebenfalls  drei  conjugirte  Gruppen  hervor, 
die  aber  ausser  1  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 

Es  giebt  also  ausser  P,  Q,  Pi,  ^i,  F^  und  den  mit  F^ 
und  Pj  conjugirten  T  hei  lern  von  P  keine  transitiven  Por- 
mutationsgruppen  von  vier  Elementen, 

Unter  den  intransitiven  Gruppen  verdient  noch  die  Gruppe  (rl): 
P3  =  1,     (0,  2),     (1,  3),     (0,  2j  (1,  3), 
hervorgehoben  zu  werden,  die  gleichfalls  zu   einem   System  von 
drei  conjugirten  Gruppen  Anlass  giebt. 


§.  161. 
Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 

Die  verschiedenen  Methoden  der  Auflösung  der  biquadra- 
tischen Gleichangen  unterscheiden  sich  von  einander  durch  die 
Reihenfolge,  in  der  die  verschiedenen  Divisoren  der  Gruppe  P 
benutzt  werden. 

Es    seien    «,   «i,   «2,   %   die    Wurzeln    der   bitjuadratiachen 
Gleichung 
(0  f(^)  ^=  X*  —  ai  x^  -}-  a^  x^  —  a-:f  X  -\-  a^  =  0. 

Wir  bezeichnen  mit  D  die  Discriminante  und  setzen 

(2)  V5  =  (a-«j  («-«,)  («-«.)  («,^«,) («,-«,)(«.-«.)■ 

Ausserdem   erinnern    wir    noch    an   die   Ausdriitikc    für   die   In- 
varianten (§.  64): 

(3)  A  =  a|— 3ts,03  +  12a, 

(4)  P  =  lla^ai  4-  2703^  +  2a^  —  Tla^a^  —  Qa^a^u^, 
durch  die  man  I)  in  der  Form  ausdrückt: 

(5)  •2lD  =  iA^  —  S\ 

Adjungirt  man  zunächst  VD,  bo  reducirt  sich  die  Gruppe  der 
Gleichung  auf  Q,  und  wenn  man  weiter  eine  zu  ^1  gehörige 
Function  sucht,  so  wird  durch  diese  die  Gruppe  auf  Qi  reducirt 
Da  Qi  innerhalb  Q  den  Index  3  hat,  so  wird  eine  solche  Func- 
tion von  einer  cubischen  Gleichung  abhängen,  und  zwar,  da  ^1 
ein  Normaltheiler  von  Q  ist,  von  einer  Normalgleichung.  Neh- 
men wir  z,  B. 
(«)  y  -  («  -  «0  («,  -  «,) 
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als  eine  zu  Qj  gehörige  Function,  so  sind  die  beiden   dazu  con- 

jugirten  Werthe 

.7j  ^/i  =  ("  —  <^)  («3  —  Wi) 

*'^  2/.  =  («^  %)(«,-«,)■ 

Diese  drei  Grössen  sind  die  Wurzeln  eiuer  cubischen  Partial- 
reaolvente ,  deren  Goefficienten  als  Invarianten  von  /  leicht  zu 
bilden  sind  (vergl.  §.  64,  65,  wo  die  Grössen  y,  yi,  j/2  mit  V,  V,  W 
bezeiclinet  waren).     Die  Gleichung  wird 

(8)  y3  —  Äy -l~  Vi)  ==  0. 

Ihre  Discriniinante  ist  B\  und  ftir  das  Product  der  Wurzel- 
differenzen  kann  man  das  Vorzeichen  leicht  (durch  Vergleichung 
der  Glieder  höchster  Ordnung  nach  der  Gauss'schen  Definition, 
§.  45,  oder  auch  aus  §.  64)  bestimmen.     So  erhält  mant 

(9)  (y  _  ^j)   (j,  _  y^)   (j,^  —  j,^)   =    B. 

Die  Gleichung  (8)  ist,  wie  schon  bemerkt,  eine  jSormal- 
gleichung,  und  es  ist  leicht,  y^,  y^  durch  y  wirklich  darzustellen. 
Wenn  man  (9)  mit  (f/i  —  y^)  multiplicirt,  so  findet  man  durch 
Benutzung  der  Formeln 

(y  —  yi)(y—ti-i)  =  ^p^ — -^^  (2/1— «/a)'=]/'— 4^i*'3=^4^  — sjy^: 

(10)  =  6^2/ä  _|_  9y  V_o  _  4^2 
yi  ~|-  !/ä  =  —  «/' 

wodurch  y^,  y.^  bestimmt  sind.  Adjungirt  man  also  ferner- 
hin j/,  so  reducirt  sich  die  Gruppe  der  biquadratischen  Glei- 
chung auf 

(^,  =  1,     (0,  2)  (1,  3),     (0,  1)  (2,  3),    (0,  3)  (1,  2). 

Diese  Gruppe  ist  imprimitiv  (und  zwar  nach  drei  Arten),  und 
die  Gleichung  kann  jetzt  durch  zwei  Quadratwurzeln  gelöst 
werden.  Am  besten  gelangt  man  dazu  auf  folgendem  Wege.  Die 
drei  Grössen 

^i  -  («  +  «1  -  «2  -  «3)* 
Mi,  ^^  =  („_„^  +  „^_„J. 

^^3    =    (k   —   «I    —    «2    +   «3)* 

gestatten  alle  die  Permutationen  der  Gruppe  Q^  und  sind  daher 
rational  durch  y  darstellbar.  Man  erhält  diese  Darstellung 
folgend  er  maas  s  en :     Es  ist 
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?/l    —  ^2    =    (m    +   «l)    {«i    +    «3)    —    2  (««1    +   0=3«,) 
«ä   =  («    +  «1}    («2    +   «3)   +   ««1    +    «2«*S, 

also,  wonn  man  v^,  Uj  ebenso  bildet: 

Su-,  =  3a,^  —  8(Tj  —  ifji  -\-  4j/ä 

(12)  3va  =  3«!^  —  8aa  —  itj^  +  *!/ 
31,,  =  3a^  —  8a,  ^  4j/   +  4«/i. 

Es  kommt  aber  noch   eine  Relation  hinzu,  die   sieb   (laraiis 
ergiebt,  dass  das  Product 

(«  +  «1   ^   «,   —   K3)(«   —  «1   +  K,   —  K.J{0C  —  «1   —   K,   +  «;,) 

eine  symmetrische  Function  der  a  ist,  die  man  leicht  gleich 

dj'  —  4  «1  »a  -|-  8  a^ 
findet.     Wir  machen  also  die  Vorzeichen  der  drei  Wurzelgrössen 
durch  die  Relation 

(13)  V^l/ü7Vw^=  <  —  '*^Mi%  4-  8% 
von  einander  abhängig  und  setzen: 

vi=«-«!.f »'. -«. 

v;;r= »-«,-.,  +  ». 

„,  =  „  +  «,  +  «,  + «,. 

Daraus  ergiebt  sich  dann: 

4«  =«, +y^  +  v^  + v^ 

4  «1  =  «1  +  Vvj    —  Vv.2   —  Vva 
4«,  =  «,  -V^  +  VwT-  V^ 
4«,  =  Oi  -V^  -  Vv,  +  Vi;,. 
Wenn  man  der  VD    in    (8)    daa    entgegengesetzte    Zeichen 
giebt,  und  y  durch  —  y  ersetzt,  so   muss  man  nach  (10)  j/j,  y^ 
mit  —  j/s,  —  ^,  vertauschen.     Es  bleibt  also  Vi  ungeändert  und 
Vb  und  w^  werden  mit   einander  vertauscht.     Nimmt  man   für  y 
eine  andere  Wurzel  der  Gleichung  (8),  etwa  y^,  so  muss  wegen 
(9)  ^1,  3/3  durch  i/g,  1/  ersetzt  werden  und  die  (JrÖ3sen  Vj,  %,  i;, 
erleiden  eine  cyklische  Permutation,  wodurch   auch  die  Grössen 
Wj,  «j,  «j  in  (15)  cyklisch  vertauscht  werden.     Wenn  man  endlich 
die  Vorzeichen   von  Vi^i,  V^ü  Vua   anders  wählt,  aber  so,   dass 
immer  (13)  erfüllt  bleibt,  so  treten  unter  den  Grössen  (15)  gleich- 
falls gewisse  Permutationen  ein. 


(14) 


(15) 
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Welche  Werthe  man  den  mehr werth igen  algebrai- 
schen Grössen,  die  bei  der  Auflösung  auftreten,  auch 
beilegen  mag,  die  Ausdrücke  (]5)  stellen  also  immer 
die  Wurzeln  unserer  biquadratischen  Gleichung  in 
irgend  einer  Reihenfolge  dar. 

In  Bezug  auf  die  übrigen  Wege  zur  Auflösung  der  biquadra- 
tischen Gleichung  können  wir  uns  kürzer  fassen. 

Wenn  wir  zunächst  nicht  YD  adjungiren,  sondern  eine  zu 
der  Gruppe  Pj  gehörige  Function,  so  erhalten  wir  eine  cubische 
Resolvente,  die  nicht  Normalgleichung  ist.  Wir  können  für  diese 
Function  etwa  y"^  wählen,  was  der  cubiscben  Gleichung 

(16)  y^-'ZAy^^A^y^-^D  =  0 

genügt.     Besser  noch    nimmt    man   als   Wurzeln    der   cubiscben 
Resolvente 

(17)  2  =  j/i  —  1,2,    ^j  =  ^3  —  y,     sj  =y  —  1/,. 

Es  gehört  dann  z  zur  Gruppe  Pj,  wie  schon  aus  der  zweiten 
Gleichung  (10)  hervorgeht,  oder  auch  direct  eingesehen  wird. 
Aus  (8)  und  (9)  erhält  man  für  s   die  cubische  Gleichung 

(18)  s^  —  ?,  As  ^  B  =  0. 
Man  erhält  ferner,  wenn  man 

(19)  M  =  ««,  +  «,«, 
setzt, 

s  =  a^i  —  ^  i( 
und  daraus  die  Resolvente  fvir  u: 

(20)  ms  ~  «jms  -\-  (öiOs  —  4a4)M  -\-  ia^a^  —  afa^  —  a^  =  0. 
Wenn    man   aber   von   der   Gleichung  (18)  oder  (20)  nicht 

eine,  sondeni  alle  Wurzeln  adjungirt,  so  gelangt  man  wieder  zu 
der  Gruppe  Q^.  Die  Grössen  v^,  vj,  v^  sind  nach  (12)  unmittel- 
bar durch  s,  5,,  s-i  ausgedrückt,  und  man  kann  also  die  Formeln 
(15)  zur  Darstellung  der  a  auch  nach  diesem  Verfahren  anwenden. 
Man  kann  fenier  zur  Lösung  der  biquadratischen  Gleichung 
dadurch  gelangen,  dass  man  zuerst  eine  zu  der  cyklischen  Gruppe 
Pg  gehörige  (eine  cyklische)  Function  der  Wurzeln  adjungirt, 
wie  z.  B. 

Diese  Function  ist  aechswerthig  und  ist  also  die  Wurzel 
einer  Gleichung  sechsten  Gi'ades.  Diese  Gleichung  sechsten 
Grades  ist  aber,  wie  man  leicht  sieht,  imprimitiv,   und  kann  auf 
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eine  Gleichung  diitten  Grades  und  auf  zwei  Quadratwurzeln 
zurückgeführt  werden,  Dieae  Gleichung  sechsten  Grades  ist  eine 
Totalresolrente,  und  zwei  ihrer  Wurzeln  genügen  zur  rationalen 
Darstellung  der  Wurzeln  «.  Die  Form  dieser  Resolventen  wird 
nicht  einfach. 

Man  kann  endlich  noch  darauf  ausgehen,  durch  Adjunction 
einer  zur  Gruppe  P3  gehörigen  Function  |  die  Function  f{x) 
direct  reducibel  zu  machen  und  in  zwei  quadratische  Factoren 
zu  zerlegen.  Eine  solche  Function  %  ist  gleichfalls  die  Wurzel 
einer  Gleichung  sechsten  Grades,  die  sich  aber  auch  durch  Im- 
primitivität  auf  den  dritten  und  zweiten  Grad  reducirt.     Nimmt 

man  z.  B.  

(22)  |:^„  +  „^  _ia,  =  ll/va, 

so  sind  von  den  sechs  Wurzeln  je  zwei  entgegengesetzt  gleich, 
so  dass  eine  cubische  Gleichung  für  |^  resultirt.  Durch  eine 
dieser  Grössen  |  lassen  sich  dann  die  quadratischen  Factoren 
von  f(x)  rational  darstellen. 

Nehmen  wir  zur  Vereinfachung  der  Formeln  «1  ^^  0  an  und 


(23) 
so  wird 

also 

+ 

(24) 

2««, 

-h 

-p 

+  «, 

2, 

+  a, 
SO  dass  die  beiden  quadratischen  Factoren  Yon/(a;)  folgende  werden: 


-Ja: 


+  i(      f+|.  +  »)-» 


(25) 

«'  +  1=.  +  1  (-  I  +  |.  +  »)  =  0, 

und  für  |*  ergieht  sich  aus  (24)  durch  Multiplication  die  cubische 
Gleichung 

4«=(|.+  „).-p 
oder 
(26)  I«  +  2ff|*  +  («3  -  4c)|«  -b^  =  0. 

Nimmt  man  fiir  |  irgend  eine  Wurzel  dieser  Gleichung 
sechsten  Grades,  so  giebt  jede  der  Gleichungen  (25)  ein  Paar 
Wurzeln  von  f(x)  =  0. 
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§.   162. 
Abel'sche  Gleichungen. 

Der  Grad  einer  transitiven  Permutationagruppe  von  m  Ziffern 
ist  immer  durch  m  theilbar  und  also  niemals  kleiner  als  m. 
Denn  ist  P  eine  solche  Gruppe  und  Qf,  der  Inbegriff  der  Per- 
mutationen von  F,  die  die  Ziffer  0  ungeändert  lassen,  so  ist  auch 
§0  eine  Gruppe  und  also  ein  Theüer  von  1'.  Nun  kann  man 
wegen  der  vorausgesetzten  Transitivität  in  P  ein  System  von 
Permutationen  jtj,  m^  .  .  .  it^-i  finden,  die  0  in  1,  0  in  2,  ..  . 
0  in  m  —  1  überführen,  und  dann  ist  Q^i  das  System  aller  der 
Permutationen  von  P,  die  0  in  1  verwandeln.     Danach  ist 

{1}  P=  Q,-\-  Q„7t,  ^  Q,x,-\ h  öo^t™-!, 

also  der  Grad  von  P  gleich  dem  Producte  aus  m  und  dem  Grade 
von  ^0- 

Die  Galois'sche  Gruppe  einer  irreducibeln  Glei- 
(shiing  ist  also  niemals  von  niedrigerem  Grade,  als 
die  Gleichung  selbst. 

Eine  Normatgleichung  haben  wir  früher  durch  die  Be- 
stimmung erklärt,  dass  sie  irreducibe!  sei  und  dass  jede  ihrer 
Wurzeln  rational  durch  jede  andere  ausdrückbar  sein  sollte 
(g.  145).  Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gruppe  einer  Normal- 
gleichung sich  auf  die  identische  Gruppe  reduciren  muss,  wenn 
mau  eine  Wurzel  adjungirt;  und  umgekehrt  ist  eine  Gleichung, 
deren  Gruppe  so  beschaffen  ist,  wenn  sie  zugleich  irreducibel 
ist,  immer  eine  Normälgleichung. 

Nun  reducirt  sich  P  dui-ch  Ädjunction  der  Wurzel  k^  auf 
^0 ,  durch  «^  auf  ^t^'  Q^  n^  etc.  und  wenn  also  P  die  Gruppe 
einer  Normalgleichung  sein  soll,  so  ist  noth wendig  und  hin- 
reichend, dass  Qa  die  Eiaheitsgruppe  ist,  dass  also  durch 
JT,  Wi,  ;i2,  .  . .  3r„,_i   die  Gruppe  erschöpft  sei.    Wir  haben  also: 

Damit  eine  irreducible  Gleichung  eine  Normal- 
gleichung sei,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  daas 
der  Grad  der  Gruppe  mit  dem  Grade  der  Gleichung 
übereinstimme. 

Wir  betrachten  hier  zunächst  die  specielle  Art  von  Gleichun- 
gen, zu  denen  die  von  Gauss  zuerst  aufgelösten  Kreistheilungs- 


y  Google 


534  Fönfzehnter  Abschuitt.  g.  162. 

gleichlingen  guliüren,  die  Abel  allgemein  auflösen  gelehrt  hat, 
und  die  wir  also  nach  ihm  Abel'sche  Gleichungen  nennen 
wollen '). 

Eine  Gleichung  «(*■>"  Grades  F(x)  =  0  mit  den 
Wurzeln  a,  «j,«^,..  a,„_^  heisst  eine  Abel'sche 
Gleichung,  wenn  jede  Wurzel  rational  durch 
eine  von  ihnen,  w,  auadriickhar  ist,  und  wenn, 
falls 

(2)  ^,  =  @,(a),     «,  ==©,(«)...  «.„_,  =  0„_,{«) 
diese  rationalen  Aus  drücke  sind,  die  Bedingung 

(3)  0ft@.(«)=@*0Ä(«) 

für  je  zwei  dieser  Functionen  besteht. 
Es  bedeutet  hierin  das  Zeichen  ©^©^(k),  dass  die  Function 
&k{a!')  für  das  Argument  x  =  &k(ti)  gebildet  werden  soll.  Selbst- 
verständlich bezieht  sich  diese  ganze  Definition  auf  einen  be- 
stimmten als  rational  angenommenen  Körper  ß.  Zu  diesen 
Gleichungen  gehören  gewiss,  wenn  Sl  der  Körper  der  rationalen 
Zahlen  ist,  die  Gleichungen,  durch  die  die  Einheitswurzeln  be- 
stimmt sind.  Denn  jede  «t"*  Einheitswurzel  ist,  wenn  r  eine 
primitive  unter  ihnen  ist,  in  der  Form  0(i(r)  =^  r''  enthalten,  und 
es  ist 

Ebenso  gehört,  wenn  der  Körper  ß  die  m'™  Einheitswurzeln 
r  enthält,  die  reine  Gleichung 

rK'"  —  a  =  0, 
in  der  a  demKörper  Sl  angehört,  zu  den  Abcrschen  Gleichungen. 
Denn  ist  w  eine  ihrer  Wurzeln,  so  sind  alle  Wurzeln  in  der  Form 

«ft  =  r*« 
enthalten;  es  ist  also  &h(x)  =  r'^x  und  daher 

Wenn  die  Function  F{x)  nicht  irreducihel  ist,  so  hat  sie 
einen  bestimmten  irreducibeln  Factor  <f{x),  der  die  Wurzel  « 
hat,  und  unter  den  Wurzeln  von  fp(x)  =  0  bestehen  gleichfalls 
die  durch  (2)  und  (3)  ausgesprochenen  Relationen.  Es  ist  da- 
her fp{x)  ^  0  nach  §,  H5    eine    Galois'sche  Resolvente  von 

i|  Abel,  Memoive  sur  une  olaase  d'equatious  resoUibles  algcbriquemeut. 
Crelle's  Jonrnal  f.  Mathematik,  Bd.  4,  1829.  Oeuvres  completes,  nouvelle 
cdition,  1881,  T5d.  1,  S.  418. 
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F(x)  =3  0,  und  wenn  if>(x)  ^  0  gelöst  ist,  so  sind  damit  alle 
Wtirzeln  von  F(x)  bekannt.  Es  genügt  also,  wenn  wir  uns  aaf 
die  Betrachtung  irreducibler  Abel'sclier  Gleichungen 
beschränken. 

Die  Galois'sche  Gruppe  einer  Abel'acben  Gleichung,  sei 
sie  irreducibel  oder  nicht  (wenn  nur  ihre  Wurzeln  von  einander 
verschieden  sind),  hat  die  Eigenschaft,  dass  bei  der  Zusammen- 
setzung ihrer  Permutationen  das  commutative  Gesetz  gut;  sie 
ist  also  eine  commutative  Gruppe. 

Es  seien  nämlich 

(4)  «,    «.  =  ©,(«),     «,  =  0,  («)  .  .  .  «,,_,  =  ©,„_,(«) 
die  Wurzeln  von  F{x)  und 

(5)  »,     «■  =  *(«),    «"  =  8"l«)... 

die  darunter  enthaltenen  Wurzein  des  irreducibeln  Factors  q>{x) 
von  F{x). 

Da,  wie  schon  bemerkt;  q>(x)  =  0  eine  Galois'sche  Resol- 
vente ist,  so  besteht  die  Gruppe  der  Gleichung  aus  den  Substitu- 
tionen des  Körpers  iß{«),  also  aus  den  Substitutionen 

(6)  ö  =  («,«),     ö' =  («,«'},     ö"-(«,  «").-■ 

Diese  Gruppe  befolgt  aber  das  commutative  Gesetz;  denn 
es  sei 

0' =  {«,«■)  =  [«.  8' Wl 
."=(«,«")  =  [»,«»]; 
dahn  ist  nach  §.  147 

«■  0"  =  [«,  »  («)]  [®'  («),  ®' ©"(«)]  =  [<^  ®'  ©"(«)] 
<!"ö'  =  [«,  0"(»)]  [®"W,  ©"©■(«)]  ==  [«,®" ©■(«)]■ 
Wegen  (3)  ist  daher  ö'ö"  ^  ö"ö',  worin  <5',  ö"  zwei  beliebige  der 
Substitutionen  ö    sein    können.      Folglicii   ist    die    Gruppe    der 
Substitutionen  des  Körpers  £l(a)  und  damit  auch  die  isomorphe 
Permutationsgruppe  der  Gleichung  F{x)  =  0  commutativ. 

Es  gilt  nun  auch  das  Umgekehrte,  wobei  aber  die  Irre- 
ducibilität  vorausgesetzt  sein  muss. 

Eine  irreducible  Gleichung  q>{x)  =  0  mit  commu- 
tativer  Gruppe  ist  eine  Abel'sche  Gleichung. 

Es  seien  «,  «,,  «j...«,„_j  die  Wurzeln  von  cp(a;)  =  0  und 
P  die  Gruppe  dieser  Gleichung,  die  wegen  der  Irreducibilität  von 
9(3:)  transitiv  ist,  und  die  wir  jetzt  ausserdem  als  commutativ 
annehmen.     Es  sei  Q  der  Theiler  von  P,  der  das  Element  0  in 
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Ruhe  lässt.  Ist  dann  stj  eine  Permutatäon,  die  die  Ziffer  0  in  * 
überführt,  so  ist  nr^Qx.  die  Gruppe  der  Permutationen  in  P, 
die  die  Ziffer  i  nicht  ändern.  Da  nun  aber  in  jeder  Zusammen- 
setzung von  Permutationen  aus  P  die  üomponenten  vertauscht 
werden  können,  so  ist 

d.  h.  die  Gruppe  Q  lässt  auch  die  Ziffer  i  ungeänderfc.  Wegen 
der  Transitivität  von  P  kann  aber  i  jede  der  Ziffern  1,  2  . .  .  »*  —  1 
bedeuten,  folglich  besteht  Q  aus  der  einzigen  identischen  Pennu- 
tation,  und  es  giebt  in  P  ausser  der  identischen  keine  Permu- 
tation, die  eine  Ziffer  ungeändert  lässt.  Adjungirt  man  aber 
eine  Wurzel  a,  so  reducirt  sich  die  Gruppe  P  auf  die  Einheits- 
gruppe oder  die  Gleichung  ist  gelöst;  (p  (ic)  =:  0  ist  eine  Normal- 
gleichung und  somit  ihre  eigene  Galois'sche  Resolvente.  Ist 
«^  ^=  &i;{a),  so  besteht  die  Galois'sche  Gruppe  dieser  Gleichung 
aus  den  Substitutionen; 

und  es  ist 

Da  die  Gruppe  commutativ  sein  soll,  so  muss 

sein,  d.  Ii.  ip(x)  =  0  ist  eine  Äbel'sche  Gleichung.  Dies  ist 
der  Grund,  weshalb  die  commutativen  Gruppen  auch  AbeTsche 
Gruppen  genannt  werden  (§,  148).  Es  folgt  also  noch  aus  dem 
oben  gegebenen  Satze  über  die  Gruppe  von  Normalgleiohungen, 
dass  bei  einer  transitiven  Abel'schen  Permutationsgruppe  die  Zahl 
der  Permutationen  mit  der  Zahl  der  vertauschten  Ziffern  überein- 
stimmt. 

Hier  haben  wir  die  Irreducibilität  der  gegebenen  Gleichung 
vorausgesetzt.  Wollen  wir  auch  reducible  Gleichungen  mit  commu- 
tativer  Gruppe  in  Betracht  ziehen,  so  brauchen  wir  nur  an  Stelle 
der  Gleichung  selbst  eine  ihrer  Galois'schen  Resolventen  zu 
setzen. 

Es  ist  endlich  noch  zu  bemerken,  dass  bei  einer  commu- 
tativen Gruppe  jeder  Theiler  normal  ist,  da  ja  immer  jr~'x;i  =  x 
ist,  wenn  Jt  und  x  beliebige  Elemente  einer  commutativen  Gruppe 
sind. 


y  Google 


Ueduction    der   Abcrachen   Gleichungen    auf    cykliache. 

Wir  haben  sclion  vorhin  gesehen,  dass  in  einer  transitiven 
Abel'schen  Gruppe  ausser  der  identischen  keine  Permutation  vor- 
kommt, die  eine  Ziffer  ungeändeii,  lässt.  Daraus  aber  folgt  noch 
ein  anderer  Satz.  Nehmen  wir  an,  eine  Permutation  n  einer  solchen 
Gruppe  sei  in  ihre  Cyklen  zerlegt  und  der  Cyklus,  der  die  v^enig- 
sten  Glieder  enthält,  sei  ein  »--gliedriger.  Dann  wird  jt''  die 
Glieder  dieses  Cyklus  nngeändert  lassen  und  muss  also  die  iden- 
tische Permutation  sein.  Daraus  folgt  aber,  dass  auch  alle 
übrigen  Cyklen  von  re,  wenn  noch  andere  vorhanden  sind,  aus 
r  Gliedern  bestehen  müssen,  also : 

1.  Eine  Permutation  einer  transitiven  AbePschen 
Gruppe  enthält  nur  Cyklen  von  gleicher  Güeder- 
zahL 

Die  Anzahl  r  der  Glieder  eines  Cyklus  muss  ein  Theiler  von 
m  sein,  wenn  m  der  Grad  der  Gruppe  ist,  und  wenn  m  ^=  rs 
ist,  so  ist  s  die  Anzahl  der  r-gliedrigen  Cyklen,  aus  denen  % 
besteht, 

Ist  nun  P  die  Gruppe  einer  Abel'schen  Gleichung  F{x)  =  ii, 
so  nehmen  wir  irgend  eine  nicht  identische  Permutation  n  aus 
P  heraus  und  zerlegen  sie  in  ihre  Cykeln 

(1)  ^  =  rnys  -.-n-i, 

worin  jeder    der   Cykleu  y    sich    auf   r  Wurzeln   der  Gleichung 
'F{x)  =  0  bezieht.    Wir  wollen  diese  Wurzeln  so  anordnen,  dass 

r     =  («,  «„  «. . . .  «,.-,) 

(2)  n       =  iß.    /^l-  ^2  .  ■  .  ßr-d 
3's-l^  (O,    Öl,   02    .   .  .  ßr-i) 

wird. 

Ist  JTi  irgend  eine  Permutation  von  P,  so  ist  wegen  der 
Vertan  schbarkeit 

(3)  »-.«»,=,. 

Nach  dem  Satze  über  die  Bildung  der  Permutatiouen  Ttj^  %  Jtj 
(§.  154,  6.)  darf  also  je  nicht  geändert  werden,  wenn  die  Permu- 
tationen ST,  in  den  Cyklen  von  jr  ausgeführt  werden.  Da  aher 
die  Cyklen  vollständig  bestimmt  sind,   abgesehen  von   ihrer  An- 
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orrlmmg  und  vun  ihrem  Äiifaiigselement ,  so  ergiebt  sich,  dass 
dui-cii  Anwendung  irgend  einer  Permutation  %  aus  F  die  Ele- 
mente der  einzelnen  Cyklen  y  nicht  von  einander  getrennt,  son- 
dern nur  unter  einander  (cyklisch)  vertauscht  und  ausserdem  die 
Cyklen  mit  einander  vertauscht  werden  können.  Die  Gruppe  ist 
also,  wenn  s  >•  1  ist,  imprimitiv. 

Eine  rationale  Function  der  Argumente  a,  «i,  .  .  .  cf..-i,  die 
ihren  Werth  nicht  ändert,  wenn  die  «  der  cyklischen  Permu- 
tation y  und  ihren  Wiederholungen  unterworfen  werden,  heisst 
eine  cyklische  Function  der  «.     Bezeichnet  man  mit 

(4)  .!  =  *(«,«,...«„) 

eine  solche  cyklische  Function  und  mit 

(5)  o.,  «.„  o,  .  .  .  «),_, 

die  conjugirten  Werthe  von  a,  setzt  also  z.  B. 

(6)  iO,   =  M,{ß,ß,    ...ßr-.l 

80  sind  diese  Grössen  nach  g.  158  diu  Wurzeln  einer  irreducibeln 
Gleichung  s'™  Grades: 

(7)  4(<)  =  0, 

deren  Gruppe  man  erhält,  wenn  man  die  durch  F  hervorgerufenen 
Permutationen  der  Grossen  (5)  aufsucht. 

Man  erhält  aber  die  durch  ;r,  sTj  unter  den  Grössen  (5)  be- 
wirkte Permutation,  wenn  man  die  beiden  durch  Wi  und  jr^ 
einzeln  hervorgerufenen  Permutationen  zusammensetzt,  und  die 
Gruppe  der  Permutationen  von  (5)  ist  daher  auch  commutativ. 
Daher  ist  <&(()  =  0  eine  Abel'sche  Gleichung  s'™  Grades. 

Adjungirt  man  w,  so  zeriallt  F  (x)  in  s  Factoren  r'™ 
Grades : 

F(a!)  ^  F{x,  a>)F(x,  Ol)  .  .  .  F{x,  Ws-i), 

von  denen  der  erste,  F(x,  w),  die  Wurzeln  «,«,.,.  w,— i  hat, 
und  die  Gruppe  der  Gleichung  F{x,  ro)  =  0  besteht  allein  aus 
der  Periode  der  cyklischen  Permutation  y. 

Wir  wollen  eine  Gleichung,  deren  Gruppe  aus  einem  einzigen 
Cyklus  und  seinen  Wiederholungen  besteht,  eine  cyklische 
Gleichung  nennen,  so  dass  die  cyklischen  Gleichungen  der 
einfachste  Specialfall  der  Äbersclien  Gleichungen  sind.  Wir 
haben  dann  also  bewiesen,  dass  die  Lösung  jeder  Abel'schen 
Gleichung  zurückgeführt  wird  auf  die  Losung  einer  Abel'schen 
Gleichung  niedrigeren  Grades   und   auf  die  Losung  einer  Reihe 
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cyklisclier  Gleichungen.  Diesen  Satu  kann  man  wieder  auf  clio 
Hiilfsgleichung  s**»  Grades  anwenden,  und  damit  so  lange  fort- 
fahren, bis  diese  Hülfsgieichung  sich  auf  den  ersten  Grad  redu- 
cirt.     Damit  erhält  man  also  das  Resiiltat: 

Die  Lösung  einer  Ahel'schen  Gleichung  lässt  sich 
immer  auf  die  Lösung  einer  Reilie  von  cyklischen 
Gleichungen  zurückführen,  deren  Grade  Theiler  des 
Grades  der  gegebenen  Gleichung  sind. 

Es  ist  nicht  nothwendig,  in  die  Definition  der  cyklischen 
Gleichungen  die  Irreducibilität  mit  aufzunehmen.  Wir  können 
daher  allgemein  die  Definition  so  fassen: 

Eine  Gleichung  mj*""  Grades  F{x)  =  ü  mit  m  ver- 
schiedenen Wurzeln  hoisst  eine  cyklische  Gleichung 
im  Körper  ß,  wenn  ihre  Wurzeln  «,  «j,  a^  .  ■  .  «m_i  nicht 
rational  sind,  aber  sich  so  anordnen  lassen,  dass  die 
cyklischen  Functionen  der  Wurxeln   in  £i  rational  sind. 

Wenn  also 

(7)  »  =  («,«,,»,.,.«,„.,.) 

ist,  so  muss  jede  Function  in  £i  enthalten  sein,  die  die  Permu- 
tationen der  cyklischen  Gruppe 

(8)  C  =^  1,  JT,  3r',  71^  .  ,  .  7t"'~' 

gestattet.  Die  Galois'sche  Gruppe  einer  cyklischen  Gleichung 
ist  entweder  die  Periode  C  selbst  und  dann  ist  die  Gleichung 
irreducibel,  oder  sie  ist  ein  Theiler  von  C;  sie  besteht  dann, 
wenn  e  und  /  zwei  ganzzahlige  l'actoren  von  m  sind  und 

ist,  aus  den  Permutationen 

(9)  0,  =  1,  7C%  71^'  .  .  .  3t:^''-^>^ 

und  die  cyklische  Gleichung  zerfällt  in  e  Factorcn  /^™  Grades. 
Denn  nehmen  wir  eine  zu  der  Gruppe  C  gehörige  Function 
i^(oi,  «i  ,  .  .  «,„_i),  so  ist  diese  nach  Voraussetzung  gleich  einer 
Grösse  in  ß,  die  wir  mit  a  bezeichnen.  Auf  die  rationale  Glei- 
chung iji  =  ([  ist  dann  keine  nicht  in  C  enthaltene  Permutation 
anwendbar,  und  folglich  kann  die  Gruppe  der  Gleichung  keine 
anderen  Substitutionen  enthalten  als  solche,  die  in  C  vorkommen. 
Wenn  nun  m  in  der  Gruppe  der  Gleichung  vorkommt,  so  ist  sie 
mit  C  identisch,  und  da  C  transitiv  ist,  ist  die  Gleichung 
irreducibel.     Ist  aber  n^  die  niedrigste  Potenz  von  jt,  die  in  der 
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Gruppe  der  Gleichung  vorkommt,  eo  ist  Cg  diese  Gruppe,  6^  ist 
aber,  wenn  e  <m  ist,  intransitiv,  und  die  Gleichung  ist  reducibel. 

Auch  auf  die  cyklischen  Gleichungen,  deren  Grad  keine  Prim- 
zahl ist,  lässt  sich  die  oben  durchgeführte  Reduction  anwenden. 

Wenn  nämlich  m  =  ef  irgend  eine  Zerlegung  von  m  in 
zwei  Factoren  ist,  so  zerfällt  die  Permutation  re"  in  e  Cyklen  y 
von  je  /Gliedern: 

Y  =   («,   M„  %,..  .«(/-i)e), 

=:    («1,    «e  +  l,   "2.-1-1  .■■    «(/-„.n), 


(10) 


Nun   bestimmen   wir   eine   zu   dem   ersten   dieser  Gyklen  ge- 
hörige Function  ip  und  setzen 


('!) 


Diese  Grössen  sind  alle  von  einander  verschieden,  aber  bei 
einer  cyklischen  Permutation  ihrer  Argumente  bleiben  sie  uu- 
geändert.  Durch  Anwendung  der  Permutation  jt  gehen  die 
Grössen 

V,  %,  %  .  ■  ■  Ve-i 
cykliscb  in  einander  über,  und  nach  der  Voraussetzung  sind  also 
ihre  cyklischen  Functionen,  und  folglieh  auch  ihre  symmetrischen 
Functionen  rational.     Sie  sind  also  die  Wurzeln  einer  cyklischen 
Gleichung  e'™  Grades,  während  F{x)  in  e  Factoren  /""  Grades 

F{x)  =  F{x,  i])F(x,  1)i)  ■  ■  ■  ^(^.  ne~i) 
zerlallt,  deren  jeder  eine  cyklische  Gleichung  /"^  Grades  für  die 
Wurzeln  eines  der  Cyklen  y  ergiebt. 

Denn  setzen  wir  etwa 

Fi  ^{x~-a){x-^  a,)  ...(X-  «t^-i,.), 
so  gestattet  diese  Function  die  Permutationen  der  Periode  von  y. 
Also  gestattet  sie  auch  die  Permatationen  der  Gruppe,  die  nach 
Adjunction  von  »j  zur  Galois'schen  Gruppe  unserer  Gleichung 
wird,  die  ja  nur  aus  Potenzen  von  y,  yi  ■  ■  ■  ye-i  bestehen  kann. 
Es  ist  daher  nach  dem  Satze  von  Lagrange  [§.155,  (2)] 
Fl  rational  durch  ij  darstellbar,  also  2'',  =F(x,  ))).   Die  Gleichung 
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F{x,  ij)  =  0  ist  aber  wieder  cyklisch  in  ß(»)),  da  die  cyklisclien 
Functionen  ilirer  Wurzeln  diesem  Körper  angehören. 

Die  cyklischen  Gleichungen  haben  wie  alle  Abel'schen 
Gleichungen,  die  Eigenschaft,  dass  jede  \\urzel  rational  durch 
jede  andere  auadnickbai'  ist.  Hier  iTisen  sich  diese  Ausdrücke 
folgen  der  maaesen  cyklisch  anordnen  Sind  «  «i,  «j  ,  .  .  k,b_i  die 
Wurzeln  der  cyklisclien  Gleichung  Fd)  ^=  0,  so  ist  die  ganze 
Function  {m  —  1)*™  Grades  von  j. 

^W  {~  +  i^  +  ■  •  •  +  5— li"-)  =  '^W 

ungeändert  durch  die  Permutation  re  und  also  in  ß  enthalten. 
Wenn  wir  darin  a:  =  «,«,..  .  k,„-i  setzen  und  das  Zeichen 

-,-,, ;-{ ^T  &  (x) 
F'{x)  -  ' 

einführen,  so  folgt 

(U)  «,  =  0(«), «,  =  ® («,),...«„,_!=  @K-,J,  «  =  @K_o, 

und  dies  gilt,  mag  F{x)  reducibel  oder  irreducibel  sein,  wenn 
nur  F{x]  und  F' {x)  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben. 

Die  Auflösung  der  cyklischen  Gleichungen  i»*""  Grades  ist 
hierdurch  abhängig  gemacht  von  der  Lösung  oyklischer  Glei- 
chungen, deren  Grade  die  Primfactoren  von  m  sind.  Ist  also  z.  B, 
m  eine  Potenz  von  2,  so  wird  die  Lösung  durch  eine  Reihe 
von  Quadratwurzeln  bewerkstelligt.  Auf  diesem  Wege  hat  Gauss 
zuerst  die  Kreistheiiungsgleichungen  behandelt  i). 

Wir  knüpfen  endlich  noch  die  für  die  Folge  wichtige  Be- 
merkung hier  an,  dass  für  einen  Primzahlgrad  die  Begriffe  der 
Normalgleichung  und  der  cyklischen  Gleichung  zu- 
sammenfallen. Denn  jedenfalls  ist  eine  cyklische  Gleichung  vom 
Primzaldgrad,  da  sie  irreducibel  ist,  eine  Normalgleichung.  Und 
wenn  umgekehrt  der  Grad  n  einer  Normalgleichung ,  der  zu- 
gleich der  Grad  der  Gruppe  dieser  Gleichung  ist,  eine  Primzahl 
ist,  und  n  eine  nicht  identische  Permutation  dieser  Gruppe,  so 
ist  der  Grad  von  ir,  der  ja  ein  Theiler  von  «  sein  muss,  gleich  «, 
und  die  Gruppe  der  Gleichung  ist  1,  jt,  jt«  .  .  .  :ir"-->,  also 
cyklisch. 

')  Gauss,  Disquisitiones  arithinefieae,  Sectio  Vll. 
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§.   104. 
Re solventen   von   Lagrange. 

Die  Methode  der  Auflösung  cyklischer  Gleichungen,  die  wir 
jetzt  kennen  lernen  -wollen,  ist  gleichmäsaig  auf  Primzahlgrade 
und  zusammengesetzte  Grade  anwendbar.  Man  bedient  sich  dazu 
gewisser  Ausdrücke,  die  unter  dem  Namen  der  Resolventeit 
von  Lagrange  bekannt  sind^),  die  bei  allen  Untersuchungen 
über  die  algebraische  Auflösung  von  Gleichungen  von  grossem 
Nutzen  sind. 

Es  sei  F(x)  =  0  eine  Gleichung  mit  den  Wurzeln  «,  «,, 
K.2  .  .  .  «„,_,.  Wir  bezeichnen  mit  e  irgend  eine  m^"  Einlieits- 
wurzel  und  führen  die  Bezeichnung  ein 

(1)  (b,  «)  =  «  +  f  «,  +  £=«3  H h  *"'-^«..-l- 

Die  so  definirten  Suramen  sind  es,  die  man  die  Lagrange'- 
schen  Resolventen  nennt.  Wenn  diese  Functionen  fiir  alle 
m'™  Einheits  würz  ein  e  bekannt  sind,  so  ist  auch  die  Gleichung 
selbst  gelöst,  denn  es  ist  nach  §.  133  (6) 

(2)  Ss''  =  m  oder  =  0, 

je  nachdem  h  durch  m  theilbar  ist  oder  nicht,  und  daraus  folgt 

(3)  .»«  =  i(.,  „), 

worin  sich  die  Summen  über  alle  wi*™  Einheitawurzeln  e  er- 
strecken. Man  kann  auch  die  anderen  Wurzeln  in  gleicher  Weise 
ausdrücken : 

(4)  m«it  =^  .27t~*'  (f,  tt), 

so  dass  in  der  That  Alles  auf  die  Kenntniss  von  t  und  der 
Functionen  {s,  u)  zurückgeführt  ist. 

Die  Summen  (2)  und  (3)  lassen  sich  noch  in  etwas  anderer 
Weise  darstellen,  da  die  säramtlichen  jit'™  Einheitswurzeln  Potenzen 
einer  primitiven  unter  ihnen  sind.  Versteht  man  also  unter  e 
eine  festgehaltene  primitive  m^  Einheitswurzel  und  unter  J.  einen 
Index,  der  ein  volles  Restsystem   nach  dem  Modul  m,  etwa  die 


')  Lagrange,   Reflexions   etc.,   s.  S.  508.     Früher   haben   wir   unter 
Epsoh'enteii   auflösende   Gleichungen    verstanden,   hier   sind  ee   aiiflösenda 
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ZaHenreihe  0,  1  ...  m  —  1  durchläuft,   so  können  wir  für   die 
Gleichungen  (2),  (3)  setzen 

Wir  untersuchen  diese  Resolventen  {s,  a)  zunächst  als 
Functionen  der  m  unabhängigen  Veränderlichen  «,  und 
wollen  wegen  der  einfacheren  Darstellungsweise  der  Formeln 
übereinkonanien,  dass  «^  =:  «o  =  a  und  überhaupt  mä  =  Wd  sein 
soll ,  wenn  h  ^li  (mod  in)  ist.  Wir  erhalten  dann  das  ganze 
System  der  Variablen  a,  wenn  wir  in  «s  den  Index  ein  volles 
Restsystem  nach  dem  Modul  m  durchlaufen  lassen. 

Für  diese  Resolventen  gelten  nun  die  folgenden  Sätze. 

1.  Wenn  man  auf  die  Indices  der  a  die  cyklische 
Permutation  jr  =  (0,  1,  .  .  .  m  —  1)  anwendet,  so 
geht  (£,  «)  in  fi-i(f,  a)  über,  und  durch  die  Permu- 
tation 3t:*  geht  {e,  w)  in  «-''(f,  a)  über. 

Dies  zeigt  die  Definition  (1)  der  Resolventen  unmittelbar. 

Wir  verstehen  ferner  unter  v  einen  beliebigen  positiven 
Exponenten  und  bilden  nach  dem  polynomischen  Lehrsätze  {b,  «)'. 
In  der  entwickelten  Potenz  setzen  wir  a™  =  1  und  ordnen  dann 
nach  Potenzen  von  i.  Es  ergiebt  sich  dann  ein  Ausdruck  von 
der  Form 
(5)     (£,  «)■—  yl«  +  5Ji"  +  .M<o  +  . 

=  1  £M!:>, 


■  -j-  f™~ 


worin  die  J.J'1,  A<-p  .  .  .  Ä^';^  ,j  Formen  r'™  Grades  mit  ganz- 
zahligen Co effici enteil  und  den  Variablen  a  sind,  aber  von  s  iin- 
abhängig.  Auch  hier  möge  Ak  =  Äk  sein,  so  oft  h  ^h  (mod  m). 
Danach  beweisen  wir  den  Satz; 

2.  Wenn  man  auf  die  Indices  der  «  die  cyklische 
Permutation  n  anwendet,  so  erleiden  die  Indices 
der  Ooefficieuten  von  (b,  k)"  die  cyklische  Permu- 
tation ir',  d.  h.  J.W  geht  in  ^4^'*.^  über. 

Um  dies  nachzuweisen,  bemerken  wir,  dass  die  Formel  (5) 
für  jede  beliebige  w»'^  EinheitswurKel  s,  einschliesslich  1,  richtig 
bleibt,  und  hiernach  folgt  aus  (2) 

(6)  m^M  =  i.->('i,«)-- 
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Macht  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Formol  in  den  In- 
dices  der  «  die  Permutation  jt,  so  ergiebt  sich  nach  1, 

d,  h.  ^w  geht  in  ^J.'l^  über,  wie  im  Satz  2.  behauptet  ist. 

Üer  Satz  2.  ist  ein  specieller  Fall  eines  allgemeinen  Theo- 
rems.    Entwickeln  wir  ein  Product  von  beliebig  vielen  Factoren 

(e,  ■<)■  {.'.,  „)'.  («'.,  «)'.  .  .  ., 
worin   V,  Vj,   v^  .  .  .  positive,  Ai,   A^  .  .  .  beliebige   ganze   Zahlen 
sind,  und  ordnen  es,  wie  vorher  (s,  a)',  nach  Potenzen  von  £,  so 
mag  sich  ergeben 

(7)  (.,  «)■  (.'.,  «)■.  (.'.,  .)■.  .  .  .  =  f^f  Ä, 

worin  die  B^  von  s  unabhängige  Formen  von  der  Variablen  « 
sind.  Da  auch  diese  Entwickelung  für  alle  «»*'"  Einheitswurzeln  e 
gilt,  so  kann  man  die  Formel  (2)  anwenden  und  erhält 

B.  =  ie-H.,  «)■(•,«'■)■■(•.  "'-)■■•■■ 
woraus  man   nach   1.  schliessen  kann,   dass  B^   durch   die   Sub- 
stitution n  in 

übergeht.     Wir  haben  also: 

3.  Die  Permutation  n,  auf  die  Indices  der  «  an- 
gewandt, ruft  unter  den  Indices  der  Coeffi- 
cientcn   des   nach  £  geordneten   Productes 

(8)  (e,  uy  (ah,  «y,  (£.,  ay.  .  .  . 
die  Permutation  n'+^i^'s+^i^f-  hervor. 

In  diesen  Theoremen  kann  die  Permutation  je  wiederholt 
werden;  sie  bleiben  richtig,  wenn  ir  durch  irgend  eine  Potenz 
von  JE  ersetzt  wird  und  sie  gelten,  was  auch  *  für  eine  m'*  Ein- 
heitswurzel sein  mag.  Ist  aber  e  eine  imprimitive  Einheitswurzel, 
so  treten  gewisse  Vereinfachungen  ein,  die  wir  noch  kennen 
lernen  müssen.     Ist  e  ein  Theiler  von  m, 

m  =  ef 
und  £   irgend   eine  e'"  Einheitswurzel,  so  wird  der  Ausdruck  (1) 

-\-  a^        -\-  £Ke  +  i  -j-  .  .  .  -^  ««-'«ä.-i 
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Wir  führen  nun  die  Bezeichnung  ein: 

,-9-1         ^1       =^"1       +«.  +  1    +  W2.-S-1  H h"(/-i)«  +  i' 

JJs-I   =  «e-l   +  «äe-l  +  «3,_i  4 1-  a„,_i, 

und  nennen  diese  Grrösson,  wie  es  Gauss  in  dem  speciellen  Falle 
der  Kreistheilung  gethan  hat,  die  /-gliedrigen  Perioden  der 
Grössen  w.     Es  wird  dann 

(10)  (£,  a)  =  ^  +  s^j  +  £2^^.j ^£*-ii,,_„ 

wofür  wir  auch  (e,  ij)  sclireiben  können. 

Die  Anwendung  der  Permutation  x  auf  die  Indices  von  a 
bringt  unter  den  nach  dem  Modul  e  zu  nehmenden  Indices  der 
Grössen  ij  die  cyklische  Permutation 

(11)  y  =  (0,  1,  2  .  ..  e  —  1) 
hervor. 

Entsprechend  der  Formel  (10)  können  wir  die  Formeln  (5) 
und  (7)  nun  auch  so  schreiben: 

(f,  !))■■  =  E(y)  -\-  lEM  4-  b"  7?«  -j h  £'-^E<;>_^ 

(£,  Tl)-  {8^  Jj)"'   (s\  Jj)^s  .  .  .  = 

Go  +  E  &i  +  i^  G-i  H h  *'"'  G^^-i. 

worin  dann 

i\"  =  AW  +  ^<^j^  -f  . .  .  +  .4w„j,,^^ 

G.    :=B,    +!?.+.  + h-B(/-«.  +  . 

ist,  und  E<^'  und  G^  ganze  homogene  Functionen  der  a  sind,  die 
sich  auch  als  Functionen  der  ij  darstellen  lassen. 

Die  Grössen  ijj,  E^,  Gj^  bleiben  ungeändert,  wenn  die  Permu- 
tation jt«  auf  ihre  Indices  angewandt  wird,  d.  h.  wenn  der  Index 
um  ein  Vielfaches  von  e  verändert  wird,  und  wir  können  also 
jetzt  die  Sätze  2.  und  3.  so  vervollständigen: 

4.  Ist  B  eine  beliebige  e*^"  Einheitswurzel  und  e  ein 
T heiler  vonm,  so  erleiden,  wenn  auf  die  Indices 
von  a  die  Permutation  it  ausgeübt  wird,  die 
Indices  k  der  Cocfficienten  E^'>  von  (s,  tj)'  die 
Permutation  y"  und  die  Indices  der  Coeffi- 
cienten  tf  des  Produetes  (e,  j;)*  ({\  1?)''  (c^,  ij)'*  . . . 
die  Permutation  y+^i''i+'i''s-" 
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§.  165. 
Auflösung   der  oyklischen   Gleichungen. 

Die  Lagrange'scheii  Resolventen  führen  durch  Anwendung 
der  jetzt  bewiesenen  Sätze  zu  der  Auflösung  der  cykUscheu 
Gleichungen,  genauer  gesagt,  zur  Eeduction  auf  reine  Glei- 
chungen. 

Wir  verstehen  jetzt  unter  den  w  nicht  mehr  beliehige 
Variable,  sondern  die  Wurzeln  einer  cyklischen  Gleichung,  so 
dass  die  cyklischen  Functionen  der  w  als  bekannte  Grössen  zu 
betrachten  sind. 

Nach  dem  Theorem  §.  164,  2.  sind  die  Coefficienten  von  (s,  a)"' 
cyklische  Functionen  der  «. 

Verstehen  wir  unter  «o,  a,  ,  .  .  ß,„-i  Grössen  in  il  und 
setzen 

(1)  l/jj  =  «0  +  «i«'*  +  «ä^^'   +  ■  ■  ■  +  «,„-!  (*™~^''- 

so  folgt  aus  diesem  Theorem 
(2J  {t\  «)  =  Viiil . 

Bezeiclmet  darin  e  eine  primitive  w*" Einheitswurzel,  so  sind 
in  der  Form  (t',  et)  alle  Resolventen  enthalten. 

Bemerken  wir  noch,  dass  (1,  a)  =  a  als  die  Si.imme  der 
Wurzeln  zu  den  bekannten  Grössen  gehört,  so  haben  wir  nach 
§■  16*  (3) 

(3)  ma  =  ß  +  l/i^i  +  Vt/i",  +  .  .  ■  +  l/i/',,-.,. 

und  damit  also  «  durch  Radicale  wi*™  Grades  ausgedrückt,  die 
unter  den  Wurzelzeichen  ausser  den  Grössen,  die  von  Hause  aus 
in  jJ2  vorkommen,  noch  m*^  Einheitswurzeln  enthalten. 

Jedes  dieser  Radicale  hat,  für  sich  betrachtet,  m  verschie- 
dene Werthe,  die  sich  um  »i*"  Einheitswurzeln  als  Factoren  von 
einander  unterscheiden.  Geben  wir  jeder  m'*"  Wurzel  alle  ihre 
Werthe,  so  erhalten  wir  aus  (3)  viele  verschiedene  Werthe  von  a, 
unter  denen  nach  §,  164,  (4)  die  sämmtlichen  Wurzeln  «,  Kj, 
«3  . .  .  Om-^i  vorkommen.  Aber  die  Zahl  der  so  aus  (3)  abgelei- 
teten Ausdrücke  ist  viel  grosser,  und  es  handelt  sich  noch  darum, 
die  beizubehaltenden  von  den  auszusondernden  zu  unterscheiden. 
Am  einfachsten  führt  dazu  folgender  Weg. 
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Wenden  wir  das  Theorem  §.  164,  3.  auf  nur   zwei  Factoren 
an,  so  ergiebt  sich,  dass 

(,,„)■(,>,„). 

eine  Function  in  il(£)  ist,  wenn  v  -\-  ^fi  ^  0  (mod  m).     Setzen 
wir  also  ji  ^  l,  v  ^  m  —  i,  so  folgt,  wenn 

X,  =  1)1,"  +  b["s  -\ H  SS-i»""' 

eine  Grösse  in  il{i)  bedentet, 

(s,  «)— '  (.',  «)  =  %,, 
also  nach  (2) 

(4)  V*  =  -      "' 


xAv*,)' 


(Vi^T 


und  dadurch  sind,  wenn  s  eine  festgehaltene  primitive  m^"  Ein- 
heitswurzel  bedeutet,  die  sämmtlichen  in  (3)  vorkommenden  Kadi- 

cale  rational  durch  eines  von  ihnen,  Vipi,  ausgedrückt. 

Giebt  man  diesem  einen  seine  m  verschiedenen  Werthe,  so 
erhält  man  aus  (3)  gerade  die  m  verschiedenen  Werthe  a. 

Es  ist  nur  ein  Ausnahmefall,  in  dem  dieses  Verfahren  nicht 
anwendbar  ist,  das  ist  der,  wenn  t/j,  =r  0  ist.  Wir  können  aber 
durch  eine  kleine  Modification  des  Verfahrens  uns  von  einem 
aolchen  Ausnahmefall  frei  machen.  Dem  scjiicken  wir  Folgendes 
voraus. 

Es  sei  p  eine  in  m  aufgehende  Primzahl  und  m  :^^  pnj 
wie  oben  sei  e  irgend  eine  festgehaltene  primitive  m"'  Einheits- 
wurzel.  Dann  giebt  es  immer  ein  durch  p  nicht  tbeilbares  A,  so 
dass  (f^,  k)  von  Null  verschieden  ist.  Denn  bilden  wir  nach  der 
Formel  §.  16i,  (4)  die  Differenz  «„  — ■  w„,  so  erhalten  wir 

m  (w„  —  Ko)  =  i;   (*-"^  — -  1)  (t\  a). 

Nun  ist  aber  £""■*  —  1  immer  :=  0,  so  oft  i.  durch  p  theilbar 
ist,  und  wenn  (t^,  «)  in  allen  anderen  Fällen,  wo  also  A  nicht 
durch  p  theilbar  ist,  verschwindet,  so  ist  o:„  =  «o,  gegen  die 
Voraussetzung,  dass  die  «  alle  verschieden  sein  sollen.  Es  giebt 
also  wenigstens  ein  durch  p  nicht  theilbares  A,  so  dass  (e^,  a) 
von  Null  verschieden  ist. 

Nun  zerlegen  wir  m  in  seine  Primfactoren  axi(\  setzen 

m  =fah  ■■  ■: 


yGoosle 


548  Fünfzehnter  AbschnitL  §.  165, 

worin  pi,  ps  .  .  .  Potenzen  von  verschiedenen  Primzahlen  sind. 
Wir  setzen  noch 

m  t=  ß^Bii  =  PiTOs  .  .  ., 
und  wählen,  was  nach  dem  soeben  Bewiesenen  stets  möglich  ist, 
kl  relativ  prim  zu  jpi,  Ä^  relativ  prim  zu  j)^  etc.,  so  dass 

von  Null  verschieden  aind.    Dann  ist  nach  dem  Theorem  §.  IG4,  3.: 

(6)  (.',«)(.'■.,.)-.•(«'•,«)-'.■•  =  «■ 

eine  in  Hie)  enthaltene  Grösse,  wenn 

(6)  X  ^  —  V  {XiMi  -\-  l^iHi  -|-  ■  ■  ■)  (mod  m). 

Es  ist  aber  (s'i,  w)™'  eine  Wurzel  pi*™  Grades  einer  Func- 
tion in  £1(e),  und  wir  setzen  also 

(7)  (f'.,»)-.  =  v'fc  (i',,«)  =  vn--:  (.',  «)  =  i/*. 

Dann  wird  nach  (5) 

(Vf,  Vv,  ■  ■  ■) 

Nun  ist  (J-iM*,  4"  hi'h  +  ■  ■  ■)  relativ  prim  zu  m,  da  m^  .  .  . 
durch  pi  theilbar,  A,  wij  zu  ß,  relativ  prim  ist,  und  also  erhält 
man  aus  (6)  für  jedes  k  eine  nach  dem  Modul  m  völlig  bestimmte 
Zahl  V. 

Wenn   wir  also  die  Ausdrücke  (8)  in  (3)  einsetzen  und  den 

Radicalen  "j/^i ,  l/^s  ■  •  ■  ^l'e   ihre  Werthe  beilegen,  so  erhalten 
wir  genau  m  verschiedene  Werthe  und  nicht  mehr  für  w. 

Die  letzten  Resultate  können  wir  benutzen,  um  eine  Form 
der  Darstellung  der  Wurzeln  a  in  etwas  verallgemeinerter  Gestalt 
abzuleiten,  die  Abel  an  der  angeführten  Stelle  mittheilt,  und  die 
sich  auf  den  Fall  bezieht,  wo  der  Körper  Sl  reell  ist,  d.  h.  aus 
lauter  reellen  Zahlen  besteht.  Die  Functionen  <p,  ^,  j;,  wie  wir 
sie  oben  benutzt  haben,  sind  dann  zusammengesetzt  aus  reellen 
Zahlen  und  aus  der  Eioheitswurzel  £,  die  man  durch  die  Thei- 
lung  der  Kreisperipherie  in  m  gleiche  Theile  findet;  man  kann  etwa 

^-^  2k    ...    231 

£  =^  e '"   =;  cos  —  +  *  sin  — 
m  m 

setzen. 

Die  Function  9^1  geht,  wenn  b  in  a~i  verwandelt  wird,  in 
den  conjugirt  imaginären  Werth  über,  den  wir  mit  q>'i  bezeichnen. 
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Wir  wollen  eine  positive  Grösse  9^  und  einen  Winkel  0^  so 
annehmen,  dass 

(9)  q^i  ^  01  ß'«',,         q,\  =  p,e-'ö|, 
oder 

(p,  z=  p,  (cos  &,  4-  i  sin  0.) 

(10)  ,  . 

^     '  q)l  =  pi  (cos  ®i  —  i  sin  @j) , 

woraus  noch  folgt: 

(11)  pf  =  q)i9);. 

Nun  ist 

(12)  (.',,«)(.-'.,«)  =  +  «, 

eine  Grosse  des  Körpers  ß(s)  nach  (§.  164,  3.),  und  zwar  ist  es, 
da  sie  sich  heim  Uehergang  zum  conjugirt  imaginären  Wertb, 
d.  h.  bei  der  Vortauachung  von  £  und  s~^  nicht  ändert,  eine 
reelle  Grösse.  Das  Vorzeichen  wollen  wir  so  hestimmcn,  dass  % 
positiv  ist.     Es  ist  also  nach  (11),  da  q^  positiv  ist, 

(,,■  =  (± «,)-  = »?, 

und  es  ergieht  sich  daraus,  dass  bei  ungeradem  m  jedenfalls  das 
obere  Zeichen  gilt;  bei  geradem  m  kann  auch  das  untere  ein- 
treten.   Es  ist  dann 

(13)  9:  =--  V^*, 

wo  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist. 
Ferner  sind  aus  gleichem  Grunde 


reelle  Grössen 

2 
in  ß(a), 

=  Cl> 

2i 
ergieht  sich 

aus  (10) 

(16) 

woraus 

noch  die  Relation  folgt: 

sm©,  = 

«1 
■  Va?" 

Demnach  ergieht  sich 

und  nun  verfährt  man  mit  den  Functionen  ip^  u.  s.  f.  ebenso. 
Man  bestimmt  also  ©^  .  .  .  aus  einem  System  von  Gleichungen 
wie  (15)  und  erhalt,  wenn  man  noch 

(16)  Wi  @i  +  JMj  ®3  H =0 

setzt,  nach  (8) 
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(17)  VWx  =Zji(v,c;i«™.  .  .  .)       e"^~'. 
Nach  (15)  koniien  wir  setzen 

und  wenn  wir  also  durch  Zerlegung  in   den   reellen   und  imagi- 
nären Bestandtheil 

(18)  (S,  +  «,)-(».  +  «.)-  ■■■  =  B  +  iC 
erhalten  und 

(19)  H'j"'  af^  ■  ■  ■  =  A 
setzen,  so  folgt  nach  (16) 

''    "     Vä-   ' 

also 

(20)  yj_"'  cos  ®  =  _B,  yi'"  sin  0  =  C, 
und 

(2 1 )  fe  =  X>  VJ- '  f  cos  —  —  i  sin  — ")  ■ 

Der  Winkel  0  ist  durch  (20)  nur  his  auf  ein  Vielfaches  von 

2jt  bestimmt,  und  wenn  man  also  0  -\-  2h:jt  für  0  setzt  und  h 

von  0  bis  m  —  1  gehen  läast,  so  erhält  man  aus  (21)  die  m  ver- 

®v 
schiedenen  "Werthe  der  Wurzelgröase.      Die  Functionen   cos  — 

und  sin  —    können    noch    rational    durch    cos —  —  aus 

m  m  i 

gedrückt  werden.     Die  Auflösung  der  cyklischen  Gle   1  u  gen     i 

dem  reellen  Körper  ß  ist  also  auf  Folgendes  zuriickgeful  it 

Man  adjungirt  zunächst  dem  Körperßde»     F    i 

heitswurzel  e  (Theiliing  der  Kreisperipherie  in  m  gleiche 

Theile).    Hierauf  sind  ^,  .B,  C  bekannt.    Man  adjungirt 

ferner    die    positive    Quadratwurzel  V3,    dann    sind 

COS0  und  sin®  durch  (20)  bekannt.     Endlich  adjungirt 

man  cos — ,  sin  —  (Theiluns  des  Winkels  &  in  m Theile), 
Dann  ist  die  cyklische  Gleichung  durch  (21)  gelöst. 
Diese  Betrachtungen  führen  noch  zu  einem  interessanten 
Resultat  über  die  Realitätsverhältnisse  der  Wurzeln  cykliscber 
Gleichungen. 
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Stellen  wir,  wie  in  §.  163,  in  lier  Reihe  der  Wurzeln 
«,  «,,...  Mm_i  jede  rational  durch  die  vorangehende  dar: 
«j  =  ®(«),  «2  =  0(«i),  ■  .  ■  ««>-!  =  0(«™^ä),  «  =  ©K-i), 
worin,  da  liier  ij  reell  vorausgesetzt  ist,  &(x)  eine  reelle  ratio- 
nale Function  von  x  bedeutet,  so  folgt  zunächst,  dass,  wenn 
eine  der  Wurzeln  reell  ist,  auch  alle  übrigen  reell  sein  müssen. 
Dies  findet  immer  bei  ungeradem  m  statt,  da  eine  reelle  Glei- 
chung ungeraden  Grades  immer  wenigstens  eine  reelle  Wurzel 
haben  muas. 

Bei  geradem  m  können  auch  imaginäre  Wurzeln  vorhanden 
sein,  und  wenn  eine  Wurzel  imaginär  ist,  so  müssen  es  alle  sein, 
da,  wenn  eine  reelle  Wurzel  vorkommt,  alle  anderen  auch  reell 
sind.  Bezeichnen  wir  mit  ®'{x)  die  rniaüge  Wiederholung  der 
Function  @,  so  ist 

«.+.  =  ö-K). 

Ist  also  «  ^  «0  mit  a^  conjugirt  imaginär,  so  sind  auch  für 
jedes  V  die  Functionen  ®''(«o)  und  ©"{ak),  d.  h.  «^  und  «,  +  4 
conjugirt  imaginär. 

Daraus  folgt,  dass  2k  ^=  m  sein  muss,  und  wir  schliesseu, 
dass  im  Falle  imaginärer  Würz  ein 

Kfc  und  f     ,1, 

für  jeden  Index  fc  ein  Paar  conjugirt  imaginärer  Wurzeln  bilden. 
Die  cubischen  Gleichungen  werden  durch  Ädjunction  der 
Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  cyklische  Gleichungen. 
Wenn  die  Discriminante  positiv  ist,  so  sind  die  Wurzeln  in 
U  ehe  rein  Stimmung  mit  diesem  Satze  reell. 


§.  166. 
Theilung  des   Winkels. 

Zu  den  cyklisciien  Gleichungen  gehören  auch  die  Gleichungen, 
von  denen  die  Theilung  eines  Winkels  in  m  gleiche  Theile  ab- 
hängt, auf  die  wir  die  allgemeinen  cyklischen  Gleichungen  in 
einem  reellen  Körper  zurückgeführt  haben. 

Die  Aufgabe  kann  so  formulirt  werden: 

Wenn  cosmq»  und  sinmqo  gegeben  sind,  so  sollen 
daraus  cosg:j  und  sin 9  gefunden  werden. 
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Die  Werthe  von  cosm(p  und  sinrntp  denken  wir  uns  kleiner 
als  1  und  so,  dass  ihre  Quadratsumme  =  1  ist,  gegeben. 

Wir  adjungiren  noch  «t'"  Einheitswurzeln,  mit  denen  wir  uns 
im  nächsten  Abschnitte  noch  eingehender  beschäftigen  werden, 
die  aber  jedenfalls  von  Gleichungen  abhängen,  deren  Grad  nie- 
driger als  m  ist.  Um  aber  den  Körper  reell  zu  behalten,  wollen 
wir  nicht  die  Ein  he  its  wurzeln  selbst,  sondern 

(\)  sin  — ,  cos  — 

^  -^  m  m 

adjungiren. 

Es  möge  also  der  Körper  ß  aus  allen  rationalen  Zahlen  und 

aus  den  rationalen  Functionen  von  cos  m  w,  sin  m  cp,  cos  — ,  sin  — 

bestellen. 

Die  Gleichung  m**"  Grades,    von    der  x  ^=  2cosq:i    abhängt, 
haben  wir  in  §.  137  aufgestellt  in  der  Fonn 
(2)  2  cos  m  9)  =  Ä^{x), 

worin  A,„(x)  eine    ganze   Function  jü.*^^  Grades    von  x   ist;    wir 
haben  aber  dort  auch  noch  die  Gleichung 
sin  jw(p 

gefunden ,   durch  die  sin  rp  rational  durch  x  ausgedrückt  ist.    In 

diesen  Formeln  sind   die  Einlieitswurzeln   noch  nicht   enthalten. 

Die  m  Wurzeln  von  (2)  haben  nun  folgende  Bedeutung: 

a;(|  =  2cos9),     Xi  ^  2  cos  (q>  --]-  —\  .  .  . , 

2(m  —  l)jr\ 


(3)  sing;  - 


8(9+- 


und  mit  Hülfe  von  (2)  und  (3)  und  unter  Adjunction  der 
Grössen  (1)  kann  jede  von  ihnen  als  rationale  Function  einer 
anderen  dargestellt  werden,  und  zwar  so: 

Xi  =f(Xa),       x^  =f(xi)  ..  .,       x^  =/(a:™_j). 
Irgend   eine  Function   der  s^n,  x^  .  .  .  Xm-i   kann  also    dar- 
gestellt werden  als  rationale  Function  F(xa)^  und  bei  einer  cykli- 
8 eben  Permutation  geht 

F{x,)  in  F{x,),  F{x,)  in  F(x,)  .  .  .  F(x,.,-,}  in  F  (x,) 
über.     Für  eine  cyklische  Function  ist  also 
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F{x,)  ^  F(^0  .  -  -  =  FCa^„._,)  =  i  [F(x,)~h  F(x,) . .  .^F{x„.^^)l 

und  es  ist  folglich  F{xa)  rational,  da  es  als  symmetrische  Func- 
tion der  Wurzeln  dargestellt  ist. 

Die  Theilung  des  Winkels  hängt  also  von  einer 
cyklisohen  Gleichung  ab. 

Diese  cykhsche  Gleichung  ist  irreducibel;  denn  ersetzt  mau 
in  irgend  einer  rationalen  Gleichung  ^{x^,  cosmip,  sinintp)  =  0, 

<p  durch  cp  -j ,  so  geht  sie  in 

^(«ft,  cos«*  9),  sin  mg))  =  0 
über  und  ist  also  für  alle  Wurzeln  von  (2)  befriedigt. 

Wollten  wh-  nur  cosn»9  adjungiren,  nicht  zugleich  sinm^, 
dann  würde  die  Gleichung  keine  cyküsche  mehr  sein ,  was  man 
leicht  an  dem  Beispiel  der  Dreitheilung  bestätigt,  wo  eben 
sinmqi   die  Quadratwurzel   aus   der  Disciirainante   wird  {§.  112). 
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Kreist  lieilung. 

§.  167. 

Die  Kreistheilungsperioden   und   die   I'erioden- 
gleichungen. 

Die  wichtigsten  unter  den  Abel'schen  Gleichungen  sind  die, 
von  denen  die  Bestimmung  der  Einheitswurzeln  abhängt,  deren 
elementare  Eigenschaften  wir  schon  im  zwölften  Abschnitt  kennen 
gelernt  haben.  Wegen  der  Beziehung  zu  der  geometrischen  Auf- 
gabe, die  Kreisperipherie  in  eine  bestimmte  Anzahl  gleicher  Theilo 
zu  theÜen,  heissen  alle  damit  zusammenhängenden  Gleichungen 
auch  die  Kreistheilungsgleichungen, 

Der  Körper  £1,  der  die  als  bekannt  angesehenen  Grössen 
enthält,  ist  hier  nur  der  Körper  der  rationalen  Zahlen, 
den  wir  den  Körper  R  nennen  wollen. 

Wir  wollen  uns  zunächst  mit  den  «'™  Ein heits wurzeln  unter 
der  Voraussetzung  beschäftigen,  dass  »  eine  ungerade  Primzahl 
sei  (die  Primzahl  2  bietet  zu  keinen  weiteren  Fragen  Änlass,  da 
die  einzigen  zweiten  Einheitswurzeln,  +  1,  in  Ji  enthalten  sind). 

Ausser  der  rationalen   n**"  Einheitswurzel  1    existiren   noch 
n  —  1  primitive,  die  durch  die  transcendenten  Ausdrücke 
27^  4jH  ejti  af"-»i- 

dargestellt  werden  können.     Wenn   wir    eine    von    ihnen   mit  r 
bezeichnen,  so  ist  das  ganze  System  auch  durch 
(1)  r,    r',    r'...r'-' 


y  Google 


§.  167.  Kreistheilung.  555 

darstellbar.  Im  Exponenten  von  r  kommt  es  nur  aat'  den  liest 
nach  dem  Modul  n  an,  da  immer  und  nur  dann  r''  =  t*  ist, 
wenn   h  ^  h  (mod  n). 

Wie  wir  schon  im  zwölften  Abschnitt  gesehen  haben,  sind 
die  Grössen  (1)  die  Wurzeln  einer  irreducibeln  Gleichung 
(«  —  l)*""  Grades 

(2)  X  =  «»-1  H-  «"-^  +  x"-^  -| i-  3;  +  1  =  0, 

und  wir  wollen  zunächst  nachweisen,  dass  diese  Gleichung 
cyklisch  ist.  Diese  Eigenschaft  ergieht  sich  aus  der  Existenz 
primitiver  Wurzeln  der  Primzahl  n,  mit  denen  wir  uns  im 
§.  13C  beschäftigt  haben.  Es  wurde  dort  nachgewiesen,  dass  es 
für  jede  Primzahl  n  gewisse  Zahlen  (/  giebt,  die  man  primitive 
Wurzeln  von  n  nennt,  die  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt 
sind,  dass  unter  den  Resten  der  Potenzen 

1,    g,    9\    $'■■  -9"'^ 

bei  der  Theilung  durch  w  jede  der  Zahlen 

0,     1,     2,  ...»  —  1 

ein  und  nur  einmal  vorkommt.     Der  Rest  einer  Potenz  y'*  bleibt 

derselbe,  wenn  h  um  ein  Vielfaches  von  n  —  1  verändert  wird.   Ist 

g"  ^  a    (mod  tt), 
so   heisst  «  der  Index  von  a  (a  ^=  inda)  und  a   die  Zahl   oder 
der  Numerus.     Der  Index  wird  nach  dem  Modul  n  —  l  genom- 
men, der  Numerus  nach  dem  Modul  n  (§.  136). 

Nehmen  wir  also  eine  solche  pnmitive  Wurzel  von  w  an,  so 
können  wir,  von  der  Reihenfolge  abgesehen,  die  Grösson  (1)  so 
darstellen : 

oder,  wenn  M'ir 

(3)  r«"  =  r„ 
setzen, 

(4)  r,     r,,     }\  .  .  .  r„_2. 

Jede  Zahl  des  Körpers  B(r),  d.  h.  jede  rationale  Function 
von  r  lässt  sich  in  die  Form  bringen 

(5)  ip{r)  =  &o  +  öl»*  -hhr^-] \-  6«-ä*■''-^ 

oder,  da  nach  (2) 

l  +  r +  ,'  +  ■■■  +  r—  =  0 
ist, 
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(6)  <p  (.*-)  =  (6,   -  Ä„)  .-  +  {l,  -  b,)  r^  +  ■  ■  ■ 

+  {^„_2  -  h,)r"-^^hr"-\ 
oder   da   die  Potenzen  r,  r^,  .  .  .  r"~',  von   der  Reihenfolge  ab- 
gesehen, mit  r,  ^i,  j"a  .  .  .  r,i_2  übereinstimmen,  in  die  Form 

(7)  q,(r)  r=  ar  -\-  a^ri  -\-  a-ir^  -\-  ■  ■  ■  -\-  (j„_2r,._ii, 
worin  die  Coefficienten  &  und  a  rationale  Zahlen  sind. 

I.  Eine  solche  Function  ^  (r)  kann  nur  dann 
gleich  Null  sein,  wenn  alle  ihre  Coefficienten 
ö,  «1  .  .  .  «n— a  verschwinden; 
denn  der  Ausdruck  (5)  zeigt,  dass  (p{r)  nicht  anders  verschwinden 
kann,  als  wenn  die  bo,  bi  .  .  .  hn-a  Null  sind.  Sind  aher  diese 
Null,  so  zeigt  (6),  dass  auch  die  Coefficienten  a  alle  Null  sein 
müssen.  Es  kann  also  <p(r)  nur  auf  eine  Weise  in  die  Form  (7) 
gebracht  werden. 

Treffen  wir  die  Festsetzung,  dass  aj,  und  ri,  sich  nicht  ändeni 
sollen,  wenn  der  Index  h  um  ein  Vielfaches  von  «  —  1  wächst, 
80  können  wir  auch 

(8)  ^(r)  =  ^a„r^ 

setzen  und  darin  h  ein  volles  Restsystem  nach  dem  Modul  n  —  1 
durchlaufen  lassen. 

Wir  haben  nun  nachzuweisen,  dass  die  Gruppe  der  Glei- 
chung X  =  0  keine  andere  ist,  als  die  Periode  der  eyklischen 
Permutation 

X  =  (r,  n,  ,,...  r.,-,). 

Diese  Periode  oder  cyklischc  Gruppe  bezeichnen  wir  mit 

(9)  C  =  1,  31,  jts  .  .  .  m"-». 

Die  Gleichung  X  ^  0  ist  jedenlalls  eine  Normalgleichung, 
weil  sie  irreducibel  ist,  und  weil  alle  ihre  Wurzeln  nach  (3) 
rational  durch  eine  unter  ihnen  ausdrückbar  sind;  sie  ist  also 
ihre  eigene  Galoia'sche  Resolvente  (§.  145).  Ihre  Substitutionen 
sind 

(10)  (/,  r),    (r,  ri),    (*•,  n)  .  .  .  (r,  r^-a), 

und  nach  (3)  ist 

(r,  »-ft)  =  (ffc,  rfc+,,}. 

Daraus  folgt,  dass  (r,  rj  unter  den  Wurzeln  (4)  die  cyklische 
Permutation  jr  hervorruft,  und  dass  also  die  Substitutionsgruppe 
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(10)  mit    der  Permutationsgruppe  C  isomorph  ist.     Also    ist  G 
die  Galois'sche  (Iruppe  von  X  ^^  0. 

Nach  §.  163  lässt  sicti  die  Gleichung  X  =  0  auf  eine  Reihe 
von  cyklischen  Gleichungen  niedrigeren  Grades  zurückführen, 
wenn  man  Functionen  aufsucht,  die  zu  den  Theilem  der  Gruppe  C 
gehören.  Die  Theiler  von  G  sind  aber,  wenn  «  —  1  in  zwei 
Factoren  e,  /  zerlegt,  alao 

n  —  1  :=  e/ 
gesetzt  wird,  die  cyklischen  Gruppen 

(11)  a  =  1,  11%  n^'-  ...  rei/-i)S 

und  die  Permutation  ■Jt'-  ist   darin  gleichbedeutend   mit  der  Sub- 
stitution (f,  Ye). 

Um  zu  einer  zu  Gg  gehörigen  Function  der  Wurzeln  von 
möglichst  einfacher  Form  zu  gelangen,  betrachten  wir  nach  G  auss 
die /-gliedrigen  Perioden 

(12)  ni      =r,^  n+i  +  r,,^.  -\ h  n/-.).  +  i 

ij^_i  =  n-i  +  ra.-i  +  j-as-]  +  ■  ■  ■  +  »"n-a, 
die     aus     der     ersten     von     ihnen     durch     die     Substitutionen 
(r,  r),  (*■,  ri),   (r,  f^)  .  .  .  (r,  r^-i)   hervorgehen.    Wir  bezeichnen 
die  Grössen  (12)  auch  als  ein  System  conjugirter  Perioden. 

Jede  dieser  Functionen  bleibt  durch  die  Substitution  (r,  r^ 
ungeändert,  und  sie  sind  alle  von  einander  verschieden,  da  sich 
eine  Gleichung  ij^  —  ijt;  =:  0,  wenn  Ä  von  Ic  verschieden  ist,  in 
der  Form 

ar  -j-  a-^r-i  -]-.-.-[-  a„_2r„_a  =  0 
schreiben  Hesse,  wo  die  a,  a^  .  .  .  oi„_a  nicht  alle  zugleich  ver- 
schwindende ganze  Zahlen  sind  (-|-  1,  0  oder  —  1),  was  nach 
dem  Theorem  I  nicht  möglich  ist.  Jede  der  Perioden  (12)  ist 
also  eine  zu  der  Gruppe  Ce  gehörige  Function,  und  diese 
Grössen  sind  daher  die  Wurzeln  einer  irreducibeln  ganzzahligen 
Gleichung  e'™  Grades.  Adjungirt  man  eine  dieser  Grössen,  so 
hängt  die  Bestimmung  von  r  noch  von  einer  Gleichung  vom 
Grade  /  ab. 

Nach  den  allgemeinen  Sätzen  des  vierzehnten  Abschnittes 
kann  jede  Function  der  r,  die  die  Substitutionen  der  Gruppe  Ge 
gestattet,  rational  durch  jede  der  Grössen  ij  dargestellt  werden. 
Hier  können  wir  aber  noch  den  folgenden  Satz  aufstellen: 
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II.    Jede   Zahl   in    R(r),   die   die   Substitution  (r,  r,) 

gestattet,  also  auclijede  Zahl  des  Körpers  -B(i)) 

läeat  sich   als  homogene   lineare  Function  der 

Perioden  »j,  iji  .  .  .  j/e—i  darstellen. 

Denn  nach  I.  können  wir  jede  Zahl  von  -ß(»")  auf  eine  Weise 

in  die  Form 

(13)  <pir)  =  Sakr„ 

setzen,  wo  die  Coefficienten  «^  rationale  Zahlen  sind,  und  k  ein 
volles  Restsystem  nach  dem  Modul  n  —  1  durchläuft.   Es  ist  aber 

und  daher  muss,  wenn  q){r)  ^  ^W  sein  soll,  rtij,_f  =  ah  sein 
für  jedes  Ä;  also  auch  «d  =  «;,  +  ,  =  «^  +  2«  .  .  .  Danach  lässt 
sich  (13)  in  die  Form  setzen 

tf,{r)  =  2  a^n  +  J.  a^n  +  e  +  ■  ■  -  4-  y^ahrk^ij-De, 
oder 

(14)  (p(r)  =  <ii?  -f  %i),  H h  a,.^iVe-u 

was  zu  beweisen  war.  Zu  bemerken  ist  dabei  noch,  dass,  wenn 
(p  ganzzahlige  Coefficienten  hat,  auch  die  Coefficienten  der  ij/, 
ganze  Zahlen  werden. 

Da  jede  Zahl  des  Körpers  ü{ij)  auf  eine  und  nur  auf  eine 
Art  in  der  linearen  Form  (14)  dargestellt  werden  kann,  so  nennen 
wir  das  Grössensystem  jj,  ^„  »js  .  .  .  »js-i  eine  Basis  des  Kör- 
pers Min). 

Wenn  man  die  Darstellung  des  Productes  je  zweier  Perioden 
tjhJjit  in  der  Form  (li)  kennt,  so  kann  man  daraus  durch  eine 
wiederholte  Anwendung  alle  rationalen  Functionen  der  Perioden 
7)  in  derselben  Form  darstellen.  Ebenso  kann  man  auch  leicht 
die  Gleichung  bilden,  deren  Wurzeln  die  e  Grössen  »j  sind,  wenn 
man  das  Verfahren  auf  das  Product 

(15)  Feix)  =  (a;  -  ij)  (^  -  1?,)  ■  ■  ■  (^  -  1^-0 
anwendet.     Diese   Gleichung  lässt  sich   auch   in  Determinanten- 
form darstellen. 

Man  setze  nämlich 

(16)  7)ljA    :=   (ll(,,Äiy   +   «j.Ai;,    -| ■   -j-   t(,_,,ftlj,_,, 

worin  die  ua^h,  di.h  ■  ■  •  «e-i,ft  ganze  Zahlen  sind,  über  deren 
Berechnung  später  das  Nähere  folgen  wird.  Stellt  man  diese 
Gleichung  für  h  =  0,  \,  .  .  .  c  —  1  in  der  Form  auf: 
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{ao.r,  —  V)  V  -\-                «i,o»!i+---  ßs_i,oiJe-i  =  0 

«0,1»?  -{- {(^1,1  —  V)  Vi  -\ «,_i,,Jj,_,  =  0 

«0,8-1  +  ai,e-i»ji  -| (a8_,,e-i  —  t;)ij,_i  =  0, 

so  sieht  man,  da  die  rj,  rj-,  .  .  .  *je— i  nicht  verschwinden,  dass  die 
Determinante  dieses  Systems  Null  sein  muss,  also 

Mn,o  —  ^,    «i,0,  .  •  ■  ffle-1,0 
(17J  «M.   '^..l  -V,---  «.-1,1  _  0, 

«0,8-1,     ai,s_l,   .    .    .    ßf  -l,«-l  —  l 

was,  wenn  man  x  für  t]  schreibt,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  mit 
Fe(x)  übereinstimmen  muss. 

Die  Function  F<:{x)  hat  also  nicht  bloss  rationale, 
sondern  ganzzahlige  Coefficieuten. 

Man  kann  nun  auch  die  Gleichung  /'™  Grades  bilden,  deren 
Wurzeln  r,  r^,  rje  .  .  .  »"(/— »e  sind;  denn  es  ist  für  ein  un- 
bestimmtes r 

(18)  «.W  =  (,r  -  .•)  (x  -  r.)  ...  (X  -  .v_„.) 

eine  Function  im  Körper  Jä(i?).  Ihre  Coefficienten  lassen  sich 
leicht  aus  den  Newton'schen  Formeln  berechnen,  durch  die  die 
Coefficienten  einer  Gleichung  mittelst  der  Potenzsummen  der 
Wurzeln  ausgedrückt  werden  (§.  42).  Denn  es  ist  nach  (12) 
und  (3) 

rs''  +  rf  H [-  r^_,,^  =  n^ 

also  geradezu  einer  der  Potenzaummen  gleich,  und  jede  Potenz- 
aumme  ist  einer  der  Perioden  gleich. 

Die  Gleichung  (18)  lässt  sich  aber  ebenso  hehandelu  wie 
die  Gleichung  (2);  denn  die  Gruppe  von  ^e(«)  =  0  ist  eben  C„ 
und  wenn  e'  ein  Theiler  von/  ist,  etwa/:=e'/',  so  ist  Cee> 
ein  Theiler  von  d-    Zu  Cge'  gehört  aber  die  Periode 

^'  =  ,-  .-f  r,„  +  ra.e'  H h  n/'-iles', 

die  also  von  einer  Gleichung  des  Grades  e'  im  Körper  B{ii) 
abhängt. 

Wenn  man  die  Zahlen  e,  e'  .  .  .  als  Primzahlen  annimmt, 
so  besteht  die  Reihe  der  Kesolventen  aus  einer  Reihe  von  Glei- 
chungen, deren  Grade  die  I'rimfactoren  von  «  —  1  sind. 

Was  die  Gruppe  der  Gleichung  e'™  Grades  betrifft,  deren 
Wurzeln  die  e  Grössen  r/  sind,  so  finden  wir  diese  sehr  einfach 
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aus  der  Bemerkung,  dass  die  Substitiitiou  (r,rh)  unter  den  ijt 
die  Substitution  (7(1,  »Ju+a)  hervorruft,  wenn  der  Index  von  fj 
nach  dem  Modul  e  genommen  wird.  Die  Gruppe  von  Fe(x)  =  0 
t  daher  aus  den  Potenzen  der  cyklischen  Permutation 

(ij,  %,  r,2   .  .  .  Tle-l)- 


%.  168. 

Die   Ganss'sclie  Methode   nur  Berechnung   der 
Resolventen. 

Um  in  concreten  Fällen  die  Auflösung  der  Kreistheilungs- 
gleichung  wirklich  durchzuführen,  kommt  es  nach  dem,  was  wir 
im  vorigen  Paragraphen  entwickelt  haben,  nur  darauf  an,  die 
Producte  je  zweier  conjugirter  Perioden  als  lineare  Functionen 
derselben  Perioden  darzustellen.  Dafür  hat  Gauss  ein  einfaches 
Verfahren  angegeben,  das  wir  jetzt  kennen  lernen  wollen.  Wir 
müssen  dazu  die  Bezeichnung  der  Perioden  ein  wenig  verändern. 

Wir  schreiben  zwei  beliebige  der  Perioden  §.  167,  (12)  in 
der  Weise 

!]<')  =  r'-  +  r"  -\-  )■'"  H 

^(."1  =  r-"  -f-  r"'  -\-  r''"  -{-  •  ■  ■ 
so    dass,     wenn    X  ^  g*-    (mod  m)    ist,     i;*''  ^=  -ijh     oder     auch 
jj('-i  =  Tjindi;  es  ist  dann 

l'  ^  ko^,     i"  ^  kd^"  ....      ,    , 
(2)  ,  ,  (moi^  n); 

(i'=  fif-,     ti'  =  fig'^'  .  .  . 

lassen    wir   also   die  Zeichen  s  und  (  Je   ein    voiles   Restsystom 
nach  dem  Modul  /  durchlaufen,  so  ist 

Das  Product  davon  ist 

Halten  wir  bei  der  Bildung  dieser  Summe  zunächst  s  fest, 
und  Summiren  in  Bezug  auf  (,  so  dürfen  wir  *  durch  ^  -1-  s  er- 
setzen, weil  beide  gleichzeitig  ein  volles  Restsystem  nach  dem 
Modul  /  durchlaufen.    Demnach  wird 


yGoosle 


g.  168.  Producte  von  Perioden.  561 

Hierin  aber  darf  die  Reihenfolge  der  Summation  vertausclit 
worden,  so  dass  auch 

(3)  t;Wi)W^  {^r(^  +  i^3'')9" 
ist.     Die  nach  s  genommene  Summe 

ist   aber   selbst   eine   der  Perioden,  nämlich   nach   der   Bezeich- 
nung (1)  die  Periode 

Es  ergiebt  sich  also  aus  (2J  und  (3) 

(4)  7i('->»if)  =  jjM+<^)  +  7)<-'+'")  +  !!<'+."■'>  H 

Die  rechte  Seite  dieses  Ausdruckes  enthält  /  Glieder;  dar- 
unter kann  natürlich  auch  dieselbe  Periode  mehrmals  auftreten; 
auch  kann  darunter  die  uneigentliche  Periode  ij*"'  vorkommen, 
die  gleich  der  ganzen  Zahl  /  zu  setzen  ist  Will  man  die  homo- 
gene Form  des  Ausdruckes  wieder  herstellen,  so  benutzt  man 
die  Relation 

n  +  Vi-^v^-^ 1~  v^-i  =  —  1, 

die  ja  nur  eine  andere  Schreibweise  der  Gleichung  §,  167,  (2)  ist. 
Wenn   man   nach   (4)    den   Ausdruck   für   ein   Product  tjth, 
berechnet  hat,  dem  wir  oben  schon  die  Form  gegeben  haben, 

(5)  jjtjä  =  ao,Äj;  +  ai^^Vi  H h  '^.-i.ft'is-i, 

so   erhält  man   das  Product    von   zwei   beliebigen   der  Perioden 
durch  die  Substitution  (jj,  ijj), 

(6)  ijitih+fc  =  «0,^1?*..  +  öi,),^ft+i  +  •  ■  ■  +  ß.-i,fti)t-i. 

Um  an  einem  einlachen  Beispiele  diese  Kegeln  zu  erläutern, 
nehmen  wir  n  =  13.  Für  13  ist  2  eine  primitive  Wurzel,  und 
wir  können  die  im  §.  136  gegebene  Indextabelle  anwenden: 

li    0,     1,     2,     3,     i,    5,     6,       7,      8,     9,     10,     11 


,     2,     4,     8,     3,     6,     12,     11,     9,     5,     10,     7 

Wenn  wir  zuerst  e  =  3,  /i=  4  annehmen,  so   erhalten  wir 
eine  cubische  Rasolvente,  deren  Wurzeln 

rj  =  r  +  ''3  +  *"«  ~l~  **« 
(8)  7j,  =  f,  +  r4  +  rj  +  r,„ 

ija  =  ra  +  r-,  +  r,  +  »■„ 
sind.     Aus  der  Tabelle  (7)  ergiebt  sich  dafür  auch 
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(9)  (ji  ^  »-2  -f  rs     -f  )"  s  ^  r-  ;i  —  jj<2 

1]^  =  r*  -|-  '^'^     +  »"^^  +  '^^'  =^  "»j" 

Wendet  man  die  Formel  (4)  an,  so  erhält  mj 

Tm  :=  ^w  -|-  ijt-*)  -|-  i?(»>,+  Jj<«  =  4  -f  Ji^^: 

^  ^  4ij  ~  3ij,  —  2  7j2, 

und  so  ergeben  sich  die  Formeln 

i)^  =  — ^  4  »j  —  3  »;,  —  2  ija, 

i/ijg  =         2ij  -j-     1?,  -|-     »/ai 
woraus  nach  §.  167,  (17)  die  Gleichung  für  ij 
.  4  _  ^,        _  3, 


n  z.  B. 


1, 


-  ^> 


2,  1,     1  _  1, 

oder 

(10)  ijä-]-  jj^  —  4»i  +  1  —  0 

folgt.  Die  Discriminante  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  gleich 
169  =^  132,  also  positiv.  Die  Gleichung  hat  folglich  drei  reelle, 
und  zwar,  da  das  letzte  Glied  positiv  ist,  zwei  positive  und  eine 
negative  Wurzel. 

Setzen  wir  r  =  e  '^  ,  ao  wird 


,   ==2co8^  +  2 

lOir              ,,/       231               !ä3r\ 

,,  =  2coBi|  +  2 

63r               „/       431    ,           63r\ 

,,  =  2cos||  +  2 

.sMfl^-2(c„,^  +  cosi|), 

oclor  auch 

4»         6«                     ,          «          htc 

1.  = 

=  _4cos?|cos'^. 

Es  ist  also  »Ja  die  nega 

ive,   i/i  (He  grössere,  ti  die   kleinere 

beiden  positiven  Wurzeln.' 

Die  Gleichung  4""  Grades,   deren   Wurzeln  r,   r~', 
sind,  lässt  sich  nun  leicht  bilden,  wenn  man 
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I  —  r  -f  j-i  =  2cos  — ,     g'  =  r'  +  »-■>  =  2cos-^ 
setzt.     Es  ist  nämlich 

also 

(11)  S'-iS  +  i.  =  0 

die  c[uadratische  Gleichung  für  |,  aus  der  man  die  biquadratische 
Gleichung  für  r  erhält, 

(12)  r*  —  7jr3  -f  (tjs  +  2)  r"-  —  ijr  -]-  1  =  0. 

Die  quadratische  Gleichung  (11)  hat  eine  positive  und  eine 

negative  "Wurzeh     Die   positive  Wurzel  ist   2cosy^'     Anstatt  r 

selbst  zu  berechnen,  berechnet  man  noch  2  sin  — ,   was   man  als 

die  positive  Quadratwurzel  Vi  —  |^  erhält. 

An  Stelle  der  drei  viergliedrigen  Perioden  »j  hätte  man  auch 
zuerst  zwei  Perioden  von  sechs  Gliedern  betrachten  können. 

as)         ^  ^ '"  +»-'  +  *■*  +  »--^  +  *■-'  +  »■-* 

Für  das  Product  g^i    findet   man  nach  der  Formel  (4)  den 
Werth  3(g  -|-  %-^  oder  —  3,  so  dass  ?,  l^  <iie  Wurzeln  der  qua- 
dratischen Gleichung 
(U)  £3  +  g  _  3  =  0 

sind,  woraus,  da  aus  dem  Ausdruck  durch  die  Cosinus  leicht  zu 
sehen  ist,  daas  %  positiv  ist: 

,,„.                .        -  1  + Vis       .  —1-1/13 

(10)  £  =  — f ,     Si=  2 

Nach  Adjunction  der  Werthe  5,  ^i  kann  man  eine  cubische 
Gleichung  für  die  zweigliedrigen  Perioden  bilden.  Setzt  man 
nämlich 

Ig  =  r*  -|-  j-*,  la  —  *•■'  +  r-\ 

BO    folgt 

£  =^  I  +  I,  +  |„      £,   =  I,   +  I,  -t^  |„      g  +  g^  =  _    1, 

ferner 

si,  =  £, +  s.,  |{.  =  1, +  i;„  &i.  =  1  +  1,,. 

IS,S4  =  2  +  S,  =  1  -5, 
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filso  sind  I,  1^;  Ij  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleiciiung 
(16)  x^  ~ix'-  -  X  ~  l-\-t  =  0. 


Zurückführung  der  Kreistlieiluiigsgleichung  auf 
reine  (ileicliuTigeii. 

Gauss  hat  schon  in  seiner  ersten  Darstellung  in  den  disq. 
arithm.  die  Kreistheilungagleichungen  durch  Benutzung  der  Resol- 
venten direct  auf  reine  Gleichungen  zurückgeführt i).  Um 
(lies  durchzuführen,  setzen  wir 

n  —  l  =  m, 
und  bezeichnen,  wie  im  vorigen  Abschnitt,  mit  s  eine  primitive 
Einheitswurzel  m*™  Grades,  mit  r,  r^,  r^ . . .  r„-j  die  n**"^  Einheits- 
wurzeln in  der  oben  festgesetzten  Reihenfolge.    Die  Lagrange'- 
Bchen  Resolventen  sind  dann 

worin  l  ein  beliebiger,   nach  dem  Modul  m  genommener   Expo- 
nent ist. 

Setzen  wir  g''  =  s,  also  h  ^  ind  s  (mod  m).  so  können  wir 
auch  setzen 

(1)  (.'■,f)  =  |_('— r'. 

Als  Grundlage  für  die  weitere  Reduction  dieser  Ausdrücke 
dient  die  Berechnung  des  Productes  zweier  solcher  Resolventen. 
Wir  bezeichnen  mit  jt  eine  zweite  Zahl  wie  X  und  verstehen 
unter  s  und  t  zwei  Zeichen,  die  von  einander  unabhängig  je 
ein  Restsystem  nach  dem  Modul  n  durchlaufen,  mit  Ausschluss 
der  Null. 

Dann  ist  ^ 

{"^  ••)  (•".  •■)  =  i:s.*t'>s'-".+.— .. 

')  Gauss,  disq.  arithm.  art.  359,  360;  disq.  circa  aequationes  puras 
ulterior  evolutio,  Werke  Bd.  II.  Lagrange,  res,  des  equations  nnme- 
riqnes.  Jacobi,  „Ueber  die  Kreistheiluii)^  und  ihie  AnweDdung  iu  dei- 
Zahlentlieorie''.  Werke  Bd  6  Kummpr,  Cielle's  Journal,  Bd.  35  und 
Abhandl.  d.  Berl.  Akademie  1856  Zu  eiwahnen  sind  noch  Eieenetein 
und  Cauchy.  Die  Lehre  von  der  Kreiatheilong  iSt  im  Zusammenhange 
dargestellt  und  von  den  hisfuiisclipn  Naehweiien  bej;leitet  in  dem  Buche 
von  IJnchmaiin,  „Die  Leliip  Mm  dei   KreiBtheilung"      Leipzig   1572. 
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Wenn  die  Suinmation  in  Bezug  auf  t  zuerst  ausgeführt  wird, 
so  kann  st  an  Stelle  von  t  gesetzt  werden,  da  s  von  Null  ver- 
schieden ist,  und  also  st  und  t  zugleich  ein  volles  llestsystem 
nach  dem  Modul  w  durchlaufen.    Also  wird 


Wir  erledigen  zuerst  den  speciellen  Fall  j*  =  — 
wir  aus  (2)  erhalten,  wenn  wir  die  Summation  nach  f 
ausführen : 


, ,    den 
zuerst 


Hierin  ist 

|;^«(i  +  i)  _      _  1^  „eji,i  t  =  1,  2  .  .  .  n  —  2 
=  11  —  1,  wenn  t  =  n  —  1, 
also,  da  nach  §.  18G  ind()i  —  1)  ^^=  'AO^  —  1)  ^^^^^ 


-  1 


(e\  r)  (^-^  r)  =  —  :i  £- 


'  +  (-iy-«. 


In  der  nach  (  genommenen  Summe  durchläuft  indi  ein  volles 
Restsystem  nach  dem  Modul  w  —  1,  und  also  ist,  v/enn  A  durch 
H  —  1  nicht  theilhar  angenommen  wird, 

und  daher 

(3)  (B^r){^-\r)=={-iy-n, 

während,  wenn  J,  durch  w  — - 1  theilhar  ist,  (f'-,  r)  :=(!,  /■)  =  — ^1  wird. 
Wir  behandeln  also  nun  die  Summe  (2)  weiter  unter  der 
Voraussetzung ,  dass  ^  -\-  [t  nicht  durch  (n  —  1)  theilbar  ist. 
Dann  ist  i]  £a+p)taas  =  o,  und  es  können  in  der  Summe  auf  der 
rechten  Seite  von  (2)  die  dem  Werthe  (  =  m  —  1  entsprechenden 
Glieder  weggelassen  werden.     Man  erhält  so 


(4)       (iS  r)  (^^  r)  =  ^  £^"^'  1  £«'■  +  ■"'" 


K-Ü  +  rtinätf  +  l)  ^  sC^  +  M)™ 


Nun  durchläuft  s  (t  -\-  1)  bei  feststehendem  t  zugleich  mit  s 
ein  volles  ßestsystem  nach  dem  Modul  n,  und  es  ist  also 
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und  liie  Formel  (4)  ergiebt 

(»)  ^itf^  =  *-■(* 

wenn  kui'  Abkürzung 

(6)  %;  £f<ma*-(i  +  p)mdit  +  i)  _  iiij.^(f) 

gesetzt  und  A  -|-  ft  durch  m  —  1  =  m  nicht  theilbar  angenommen 
wird.  Diese  Functionen  i/f  sind  dann  aus  den  {n  —  1)'^"  Einheits- 
wurzeln e  mit  ganzzahligen  Coefficienten  zusammengesetzt  und 
sind  also  bekannt,  wenn  die  (n  —  1)"™  Einheitswurzeln  als  be- 
kannt vorausgesetzt  werden.  Ea  sind  Zahlen  des  Körpers  It{t). 
AVir  nehmen  jetzt  A  durch  (i  theilbar  an,  ersetzen  also  X 
durch  II  l  und  setzen 

(7)  «=ff, 

SO   dass  «   auch    eine    nicht    primitive  (n  —  1)**  Einheitswurzel, 
z.  B.  eine  e*^  Einheitswurzel  sein  kann  (wenn,  wie  oben,  jw  =  e/ 
ist  und  ft  durch/  theilbar,   etwa  =/  genommen  wird),   wobei 
jedoch  der  Fall  m  =  1,  also  e  :=  1  auszuschliesaen  ist. 
Dann  setzen  wir 

(8)  |„U,_Ct,,l„«.H-„^^,(„); 

1,«— a 
darin  ist  il'j,(a)  eine  Zahl  des  Körpers  R(a),  die  mit  Hülfe  einer 
Indextabelle  leicht  berechnet  werden  kann;   X  kann   dabei   nach 
dem  Modul  e  genommen  werden.     Die  Formel  (5)  giebt  für  diese 
Annahme 

(9)  («'■,.■)(«,  r)  =  («'■  +  >,  r)  *»(«), 

und  diese  Formel  gilt,  so  lange  (i(A  -)-  1)  nicht  durch  n  —  1 
theilbar  ist,  also ,  wenn  ft  zu  m  theilerfremd,  und  daher  «  eine 
primitive  m^  Einheitswurzel  ist,  für  X  =  1,  2  .  .  .  n  ^  S,  und 
wenn  /  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  «  und  m  und 
m  =^  ef  ist,  für  A  =  1,  2  .  .  .  e  —  2. 

Die  Formel  (3)  giebt  jetzt,  wenn  w'  nicht  =  1  ist, 

(10)  (K^  r)  («-\  r)  =  (—  1)"^». 

Die  B'ormeln  (9),  (10)  genügen,  um  nicht  nur  die  r  selbst, 
sondern  auch  die  sämmtlicben  Perioden  ij  durch  Eadicale  zu 
bestimmen,  deren  Grade  die  in  m  aufgehenden  Primzahlen  sind, 
und  unter  denen  die  Functionen  ifiA  als  die  belcannten  Grössen 
vorkommen. 
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Da  die  /-gliedrigen  Perioden  (für  /  =  1)  die  Grössen  v  mit 
umfassen,  so  wollen  wir  gleich  zur  Bestimmung  dieser  Perioden 
übergehen. 

Wir  wollen  also  unter  a  eine  primitive  e^  Einlieitswurzel 
verstehen  und  (i  ^=  f  setzen. 

Dann  ist 

(a'-,  r)  =  r  -j-  K^ ri  -j-  «^''■'"fl  -[-  ■  ■  ■  H"  «'""■^*''*'„_a, 
oder  nach  §.  167,  (12) 

(11)     («Sr)^(cfS7j)  =  ^  +  «'-7,i  +  «"^,H \-^a<^-^>'-yi,_,, 

und  die  Formeln  (9)  und  (10)  ergeben 

(12)    («^ ,)  («, ,)   =  («'+', ,)  *,  («)  j  ^  j  2     ,3, 

(13)  («'■,  ,)  (,^\  ,)  =  (-  I)/'».  '      ■  •  ■  ^ 

Die  Gleichung  (13)  zeigt,  dass  keine  der  Zahlen  («'■,  11)  ver- 
schwindet, und  nach  (12)  sind  auch  die  Ji'j(«)  von  Null  verschie- 
den, und  wenn  wir  die  Gleichung  (12)  für  i.  =  l,  2  .  .  .  X  —  1 
hilden,  so  folgt 

(«,  n)  («,  71)     =  («^  n)  i'i  («) 

{k\  Tj)  (a,  7j)       =  («3,  vi)  jp^  (a) 

{k^-\  n)  («,  n)  =  {<  n)  t/-i  («}■ 

Daraus  erhalten  wir  durch  Multiplication  und  Weghetien 
des  Factors  (a,'\  tj)  .  .  ■  («''■~^  ij) 

(14)  (»,  vY  =  {«^  V)  '^i(«)^=(«)  ■  .  ■  'i'^-iC»)- 

Dadurch  ist  («'■,  ij)  rational  durch  (a,  ij)  ausgedrückt.  Setzen 
wir  aber  in  (14)  X  ^r=  c  —  1,  so  ergiebt  sich 

(a,  ny-'  =  («-^  n)  *i(«)*2(«) . . .  t.-.(«)> 

und  durch  Multiplication  mit  (a,  jj),  wenn  (13)  in  der  Form 

(a,  7})  (k-\  7j)  =  (—  l)fn 
benutzt  wird, 

(16)  («,  ,)•  =  (-  l)/»*,(,«)fc(<.)  .  .  .  *,_,(«), 

wodurch  die  Bildung  von  (a,  ij)  auf  eine  e"  Wurzel  zurückgefüiirt 
ist.     Setzen  wir  e  =:  m,  so  erhalten  wir  (a,  r). 

Wir  wollen  dies  Verföbren  auf  den  interessanten  Fall  w  ;7±  1:7 
anwenden,  der  zu. dem  geometrisch  merkwürdigen',  von  Gauss 
zuerst  gefundenen  Resultat  führt,  dasa  die  Theiliing  der  Kreis- 
peripherie  in  17  Theile  von  einer  Reihe  quadratischer  Glei- 
chungen abhängt,  und  dass  daher  das  reguläre  Siebzehneck  mit 
Cirkel  und  Lineal  construirt  werden  kann. 
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Für  die  Primzahl  17  ist  3  eine   primitive  Wurzel,   und  man 
findet  die  Indextabelle 

/l     0    1    2    3     4     5    6     7     8     9     10    11    12    13    U    15 


N\     1    3   9    10    13 


15    11 


14 


7      4    12     2     6 


Die  zweigliedrigen  Perioden  sind,  wenn  wir  r  =  e  ^'   setzen, 
=  2  cos  -pp 
20  jr 


:  2  cos 


17    ' 

1831 


17 


2cos--=,    )j3^=2cos- 


^17 


17 


-2  cos 


jj4  =  2  cos  — p—  =      2  cos  y 

JJe   ^    2  cos -^^  =-  ')^nc_ 


10 


jj^  =  2  cos  -— =^  =  —  2  cos 


17 


ij,  =  2  cos 


=  —  2  cos 


Zur  Berechnung    der  Functionen  i/'    wendet    man    am   ein- 
fachsten folgende  Tabelle  an: 

(        1     2     3    4     5     6    7     8    9  10  11   12  15  14  15 


ind  t 


0    14    1    12    5    15  11   10  2    3     Y    13    4     9     6  , 


ind  (t  +  1)        14    1    12    5    15  II   10    2    3    7    13    4     ii     6     8 
woraus  man,  wenn  w  eine  8'=  Einlieitswurzel  bedeutet,  nach  der 
Formel  (8)  findet: 

^j(k)  =  T/)a(a)  =  2k+2k«+  3o!''-t-4«5-|-2M6_|--2«^ 
(17)  1^,(«)  =  tf,(«)^2    +3«+    «^+    «4_^3„5  +  4«e  +  «7 

,(.,(«)  =  <(.,(,.)  =  3    +3«  +2«3_^3«^+    «^'+2««  +  «'. 

Nimmt  man 

„_M^,    «.  =  .; 

V2 


- 1, 


)  ergiebt  sich 


Vs 


(18) 


*i  («)  =  *.(«)=  - 

*,(«)  =  *,(»)  = 

*.(»)  =  *»(«)  =        3  +  i  V8 

*,(i)  =  -  1  +  ii, 

also  nach  (15) 

(19)  («,  ,)»  =  17  (3  +  i  V8)'  (1 

Aus  (13)  und  (14)  aber  crliält  mau 


ii)'. 
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(-  1,  ,)■  =  17 

(20)  (i,,)>         =(-l,,)(-l  +  4>) 
(»,  #        =_(.-,,){3  +  iV8); 

ausserdem  hat  man  (1,  ij)  :=  —  1, 

(i,  ,)(-<■,,)  =  17 

(21)  (.,  ,)  (.-1,  ,)  =  17 
(«•,,)(»-,  ,)=17 

und  nach  (9) 

(22)  («,,)(«.,,)  =  (-  1,  ,)  (3+  iVs), 

wodurch  (1,  ij),  { —  1,  jj),  (i  ?,  ij),  (k,  jj),  (w— i,  9j),  (a—\  ij)  durch 
Quadratwurzeln  bestimmt  sind. 

Bei  der  Bestimmung,  die  wir  über  r  und  «  getroffen  haben, 
ergiebt  sich  leicht  aus  der  Betrachtung  der  Werthe  der  Cosinus 
(16),  dass  ( —  1,  jj)  positiv,  also  gleich  der  positiven  Quadrat- 
wurzel yi7  ist,  und  dass  ferner  (i,  ij)  und  (a,  tj)  positive  reelle 
Thei\e  haben,  wodurch  auch  diese  Grössen  völlig  bestimmt  sind. 

Es  ist  also  

(-^  1,  ij)  =  Vn       

(,,)=vi7|v^5^+.V^^!. 

Avenn  alle  Wurzeln  positiv  genommen  werden,  und  nach  der 
letzten  Gleichung  (20)  lässt  sich  durch  eine,  wenn  auch  etwas 
lange  Formel  («,  jj)  durch  Quadratwurzeln  aus  reellen  Grössen 
darstellen.  Auf  die  geometrischen  Constructionen ,  die  sich  hier 
ankniipfen,  gehen  wir  nicht  ein  i). 

Die  benutzte  Vorzeichenbestimmung  erhält  man  einfach, 
wenn  man  nach  (16)  setzt 

1  ,      ,      .  2re  71     ,  ÖJr    ,  in 

2<-  1'  ''>  =  "^"'TT  "  <^«' 17  +  "''' TT  +  """'vi 

7^    ,    „„   ö'^ 


r  +  cos  —  +  c 


'17 


Nach   einer   bekannten    trigonometrischen   Formel   ist    aber 


')  Vgl.  hierül)er  v.  Staudt,  Constraotion  des  regulären  Siebzehneolts. 
Crelle'B  Jouva,  Bd.  24,  1842. 
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Sechzehnter  Abschnitt, 


beiden  Ausdrücke  und  damit  die  ganze  Summe  ( —  1 ,  tj)  positiv 

Es  ergiebt  sich  ferner  für  den  reellen  Theil  von  («,  ijj 
1  —  %  +  ^i  — JJii  =  2cos  yy  +  2c05yy+  2co8y^—  2coSyy, 

was  unmittelbar  als  positiv  erkannt  wird;  encllich  für  den  reellen 
Theil  von  («,  ij) 

V  —  Vi  -i-  y^  (Vl  —  Vi  —  V:,  +  %) 
=  2cos--2co.^+V2{^cos-+co.-  +  ms^--cos-p^j, 
was  sich  gleichfalls  als  positiv  erweist. 


§■  ITO. 
Eigenschaften   der  Zahlen  iJ!. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Formeln  für  die 
Resolventen  gestatten  eine  Fülle  von  Anwendungen,  auch  ohne 
eine  genaue  Bestimmung  der  Primzahl  «,  für  specielle  Annahmen 
über  die  Zahl  e;  sie  geben  also  zahlentbeorotisclie  Satze  für 
ganze  Kategorien  von  Primzahlen, 

Für  die  Algebra  liefern  sie  uns  die  Lösungen  cyklischer 
Gleichungen   von   vorgeschriebenem  Grade  in   beliebiger  Menge. 

Der  Ableitung  der  für  die  Algebra  wichtipten  dieser  An- 
wendungen schicken  wir  einige  allgemeine  Betrachtungen  über 
die  Functionen  ^  voraus,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  detinirt 
haben. 

Zur  Berechnung  der  Zahlen  if'j,p{£)  [§.  169,  (5)]  bedient  man 
sich,  wie  wir  im  Falle  ji  =  17  gesehen  haben,  einer  Indextabelle. 
Es  bestehen  aber  zwischen  diesen  Functionen  Relationen,  durch 
die  sie  sieh  auf  eine  geringere  Zahl  zurückführen  lassen,  worüber 
Jacobi  merkwürdige  Untersuchungen  angestellt  hat^). 

Die  Function  iI'x,!i{b)  ändert  sich  nach  ihrer  Definition 
nicht,    wenn    iL,  fi    vertauscht    werden,     obwohl    ihr    Ausdruck 


Zur    Theorie    der  Abel'sclien    GleicliungeQ. 


')  Vergl.  KronGciker 
nrn.  f.  Mathem.  Bd.  93. 
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[§.  169,  (6)]  dadurch  eine  andere  Gestalt  erhält.  Wir  bekoninien 
also  dieselbe  Function  ■iiii{a),  wenn  wir  X,  /t  durch  Xf,f  oder 
durch/,  Xf  ersetzen,  also  [§.  169,  (8)] 

Hängen  also  zwei  Zahlen  A,  k'  durch  die  Congruenz 

(1)  XI'  =1  (mode) 
mit  einander  zusammen,,  so  ergiebt  sich 

also  die  Formel 

(2)  J^;,K)  =  'i'A.(«). 

Wenn  wir  sodann  in  §,  169,  (5)  für  X  setzen  —  X  -^  (t  und 
also  —  X  für  A  -j-  fi  (wobei  dann  vorausgesetzt  sein  inuss,  dass 
X  durch  in  nicht  theilbar  ist),  so  folgt 

^ — (F"^7^) — ^  =  ^-^-'■A^)- 
Die  linke  Seite  multipliciren  wir  mit 

(.»+.",  r)(.'-,r)-'' 
und  wendeil  im  Zähler  und  Nenner  die  Formel 

[§.  169,  (3)]  an,  dann  folgt 

oder 

i^_;._,.^(.)  =  (~l>'i^;„,,(4 
und  wenn  wir  X,  ft  durch  A/,/  ersetzen  und  X"  aus  der  Congruenn 

(3)  A  -f  A"  4-  1  =  0  (mod  e) 
bestimmen, 

(4)  *,(«)  =  (-!)/ ♦,.{«). 

Diese  Formel  kann  dann  wieder  mit  der  Formel  (2)  ver- 
bunden werden,  und  so  die  Anzahl  der  fiir  ein  bestimmtes  e  zu 
berechnenden  Functionen  ^;.,  deren  Anzahl  e  —  2  beträgt,  etwa 
auf  den  sechsten  Tlieil  zurückgeführt  werden. 

Eine  dritte  Formel  ergiebt  sich,  wenn  man  in  §.  169,  (5)  fiir 
s  setzt  £-'  und  dann  multiplicirt,  also 
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bildet.    Und  mit  Hülfe  von  §.  169,  (3)  findet  man  so  die  Formel 

(5)  ii>x,i,ii)t?.,^if-')  =  n, 

die  nun  wieder  durch  die  Substitution  Xf,  f  für  K,  ft  specialisirt  wird : 

(6)  ■$,(a)M(^-')  ^  n. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  eine  Eigenschaft  der  Fuuc- 
tionen  ^  erwähnen,  die  sich  auch  unmittelhar  aus  ihrer  Defini- 
tion §.  169,  (5)  ablesen  lässt.  Danach  ist  nämlich,  wenn  A,  fi,  v 
drei  solche  Zahlen  sind,  dass  X  -\-  ^,  A-|-fi-f-v  nicht  durch  m 
theilhar  ist 

(7)  *,,(.)*..,.,.(.)  =  "''^ig=;^', 

d.  h.  das  Product  ij>i^f,(^E)'^x+i<,yi.^)  bleibt  ungeändert,  wenn  die 
drei  Zahlen  X,  ft,  v  beliebig  vertauscht  werden  (falls  auch  X  -\-  v 
und  (t  -|-  v  durch  m  nicht  theilbar  sind).  Danach  ergiebt  sich  z.  B. 

ti,As}i'i^^,r(e)  =  t^,,v(£)'/',.  +  r,i(*), 

und  wenn  man  darin  A,  ft,  v  durch  2  A/,  /,  /  ersetzt,  und  beachtet, 
dass  i>3f,i!.y(e)  =  t;!j(«2)  ist, 

(8)  i^.ji(«)«|'5.  +  i(«)  =  M^)M^% 
vorausgesetzt,  dass  2,  2A-|-1,  2A-|-2  nicht  durch  e  theilbar  sind, 

Jacobi  hat  den  Versuch  gemacht,  mit  Hülfe  dieser  Formeln 
für  ein  gegebenes,  als  Primzahl  vorausgesetztes  e  die  sämmtlichen 
e  —  2  Functionen  ipiicij  durch  die  conjugirten  Werthc  einer 
einzigen,  d.  h.  durch  i^iC«),  ^i(b^),  ^i(«ä)  ,  ,  .  auszudrücken,  und 
hat  die  RecTmnng  bis  e  =r  23  durchgeführt. 

Seine  Vermuthung  aber,  dass  eine  solche  Darstellung  all- 
gemein möglich  sei,  ist  nach  den  Untersuchungen  von  Kron- 
ecker wahrscheinlich  nicht  richtig, 

Wir  wollen  als  Beispiel  den  Fall  e  =  7  durchführen.  Für 
diesen  Fall  ist 

A    =  1,  2,  3,  4,  5 
A'  =  1,  4,  5,  2,  3 
X"  =  5,  4,  3,  2,  1, 
also  ergeben  die  Formeln  (2)  und  (4) 

ip,  («)  =  i>,  («*),    ts  (k)  =  i'^  («=) 

^,(«)z^,^,(«},  «/-,(«)  =   !/-,(«), 

imd  daraus  noch 
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und  wenn  man  in  (8)  A  =:  1  setzt 

■i^a(«)i(',(«)  =  )J;,(«)ti(«^); 
endlich  nach  (ß) 

Berechnet  man  hiernach  die  Formel  §.  169,  (15) 

_(«,  Ijy  =  Kt,(«)t.(«)'i'3(«)'('4(«)t5(«), 

so  ergiebt  sich 

(9)  («,  ny  =  1^,  («y  Vi  C«^)^'/'!  («-■)■ 

Durch  diese  Formel  lasst  sich  unmittelbar  flie  Relation 
aus  §.  169,  (14) 

verificiren. 

Wir  -wollen  diese  Betrachtungen  über  die  Functionen  rp  mit 
dem  Beweise  eines  Satzes  beschUeasen,  der  uns  später  nützlich 
sein  wird. 

Bestimmen  wir  eine  positive  ganze  Zahl  v  <  m  aus  der 
Congruenz 

(10)  A  -f  ^  +  V  ^  0      (mod  «j), 

so  können  wir  die  Function  ipi^^[B),  wie  sie  durch  §.  Ifi9,  (6) 
definirt  ist,  so  darstellen 

Hierin  wallen  wir  nun  die  *w*^  Einheitswurzel  s  durch  die 
primitive  Gongruenzwurzel  g  der  Primzahl  n,  die  dem  Index- 
system zu  Grunde  liegt,  ersetzen,  d.  h.  wir  wollen  die  ganze  Zahl 

(12)       i>,,,Jß)  =  ij>'^'">'  +  ^""^<^  +  »^kj'  (t  +  l)-     (mod  «) 

bilden.  Betrachten  wir  diese  Zahl  nach  dem  Modul  n,  so  können 
wir  die  Summation  bis  i  ^  m  —  1  ausdehnen,  da  fiir  diesen  Werth 
((  -\-  1)  congruent  mit  Nall  ist.    Wir  erhalten  also 

(IJi)  ^^.,p(ß)  =  i  f"  (*  +  !)'■     (mod  n). 

Auf  die  Potenz  (t  -j-  1)"  können  wir  den  binomischen  Lehr- 
satz anwenden  und  erhalten,  wenn,  wie  früher,  Bj'''  die  Riuomial- 
coefficienten  bedeuten, 
(14)  i'>-.u(ß)  ^  y.  Sr  ^  *■"+''     (mod  n). 
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Setzen  wir  (  ^  g"  (mod  w),  eo  durchläuft  s  ein  Restsyatem 
nach  dem  Modul  m,  und  wir  erhalten 

^  t"  +  *  ^  S  ^"■"  +  '''     (mod  b). 

Es  ist  aber  nach  der  Summenformel  für  die  geometrische 
Reihe 

(j,,«+ft  _  1)  i  ^s(«-l-'')  —  ^"((.  +  M  _  1  ^  0     (mod  »), 
und  folglich  ist 

(15)  y,  g''!'  +  ''>  =  0    (mod  m), 

ausser  wenn   (i  -j-  Ä  ^  0  (mod  m)  ist,   und  in  diesem  Falle   ist 

(16)  i  gsc  +  'i)  ^  »j  =  —  1     (mod  n). 

Nehmen  wir  A,  ft  zwischen  0  und  m  an,  so  ist 

1)  wenn  i.  -\-  [i  <.  m  ist,     v  =     m  —  A  —  /t, 

2)  „      A  -|-  f*  >  »B  ist,    V  =  2  )K  ; —  X  —  (i. 

Der  Exponent  jt  -f-  Ä  in  der  Summe  (14)  durchläuft  also 
im  Falle  1)  die  Werthe  ,«  -j-  Ä  =  .u,  (t  +  1,  .  .  .     m  —  A, 

„       „      2)    „  „  ((.,  ft  +  1-  ■  •  ■  2m  —  A. 

Im  Falle  1)  kommt  also  der  in  (16)  vorausgesetzte  Fall 
(i  -\-  h-^  Q  (mod  m)  gar  nicht  vor,  im  Falle  2)  kommt  er  ein- 
mal vor,  Tm  h  =  m  —  ji. 

Demnach  haben  wir  aus  (14)  mit  Rücksicht  auf  (15)  und 
(16),     wenn     für     den     Binomialcoefficienten    B^^^     der     Wcrth 

n(i,"nt-h)  '^•"""^  "'"'• 

1)  *,,.  (S)ss0,      A  +  (.  <  .1. 

2)fe,.fa)s-„,'       „'        ",,    m<J  +  p<2».. 

'       '■  '^-'  77  (m  —  A)77(m  — (i)'  '    ' 

§■  ni. 
Die   Gauss'schen   Summen. 

Im  §,  1C9  ist  gezeigt,  dHss,  wenn  n  —  1  =  ef  ist,  die 
Perioden  ij.  ij,,  .  .  .  r^e-i  einer  ganzzahligen  Gleichung  e'™  Grades 
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Die  Ga 


575 


genügen.  Diese  Gleichung  hat  nur  reelle  Wurzeln,  wenn  /  gerade 
ist,  weil  dann  ^J2,{n  —  1)  ein  Vielfaches  von  e  ist,  und  folglich 
r  und  *■- 1  in  derselben  Periode  vorkommen.  Ist  aber  /  ungerade, 
so  sind  alle  Wurzeln  imaginäi'. 

Es  ist  nun  vom  höchsten  Interesse  diese  Gleichung  e'™  Gra- 
des für  einzelne  besondere  Werthe  von  e  ohne  eine  specielle 
Annahme  Über  die  Primzahl  n,  ausser  der,  dass  n  —  1  durch  e 
theilbar  sein  soll,  zu  untersuchen. 

Wir  betrachten  die  ersten  speciellen  Fälle  und  nehmen  zu- 
nächst e  =^  2  an,  was  bei  jeder  ungeraden  Primzahl  n  zulässig 
ist;  ij,  %  sind  hier  also  die  zwei  Perioden  von  VaC"  —  1)  Glie- 
dern, die  wir  jetzt  mit  A^  B  bezeichnen  wollen,  so  dass 

A  =  r   +r3+r4-^ h  »'n-s 

B  =  ri+n-\-r,-\ h  rn-2- 

Die  r,  r^,  ^4  .  .  .  haben  die  Exponenten  3',  g'^  ■  ■  ■  5"~^  d.  h. 
die  Exponenten  von  g  sind  gerade  Zahlen.  Die  Exponenten  von 
r  sind  also  die  quadratischen  Reste  von  n  (§.  138).  Ebenso 
sind  die  Exponenten  von  r  in  der  Summe  S  die  Nichtreste. 
Bezeichnen  wir  also  die  Reste  mit  a,  die  Nichtreste  mit  i,  so  ist 
(1)  A  =  2:r'',        B  =  2')^, 

und  es  ist  ( —  l,  r)  ^  A  ~  B.  Diese  Ausdrücke  A,  jB,  werden 
die  Gauss'schen  Summen  genannt. 

Machen  wir  in  der  Formel  §.  160,  (10)  die  Annahme 


f»=/  = 


-1 


=  1, 


*  =  —  1, 


<  ergiebt  sicli 


(2)  A  - 

während  andererseits 


B  =  ±  y  I 


(-1)  ■■ 


=  ^1+V(- 


-^^Vl 


(3)   2  J.  ^  -  1  +  K  (-  1)  '    ",     ■2B  =  —1  +  Vi-1)- 

Das  Vorzeichen,  das  man  der  Wurzel  zu  geben  hat,  hängt 
von  der  Wahl  von  r  ab.  Ist  aber  über  r  verfügt,  so  ist  das 
Vorzeichen  völlig  bestimmt.  Seine  Ermittelung  bietet  eigen- 
thümliche-  Schwierigkeiten,  die  zu  einer  eigenen  Abhandlung  von 
Gauss  Änlass  gegeben  habend). 
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Es  seien  (t  und  v  zwei  positive  ganze  Zahlen  und  x  eine 
Variable.  Wir  deilniren  eine  rationale  Function  von  x  durch 
die  Gleichung 

KV         V(^'  V—         (1  _  3.^  (1  _  3^3-,  _  .  (1  _  ^,-, 

Wenn  v  =  (i -\- 1  wird,  so  verschwindet  diese  Function 
identisch,  wegen  des  Factors  1  ■ —  a;."— ''  +  1  und  ebenso,  wenn  v 
noch  grösser  wird. 

Wir  stellen  für  diese  Functionen  einige  Eecursionsformeln 
auf,  die  sich  unmittelbar  aus  dem  Anblick  der  Formel  (4)  er- 
geben: 

(5)  (1  -  ^."-■  +  V  il^  +  1,  1-)  =  (1  -  ar."  +  ')(^  V) 

(6)  (1  -  x'+^)      (ft,  v-^l)  :=-{!-  ^-0  (F,  v), 

und  durch  die  Verbindung  von  (5)  und  (6),  nachdem  in  (G)  ft 
durch  (t  -|-  1  ersetzt  ist, 

(7.)  (1  _  x'  +  ^)  (^  +  1,  tr  +  IJ  ^  (1  -  x'^  +  ^)(it,  v). 

Wenn  man  (6)  von  (7)  subtrahirt  und  durch  das  niclit  ver- 
schwindende 1  — x"'^'^  divjdirt,  so  folgt  noch 

(8)  (^  +  1,  «  +  1)  =  0,,  „  4.  1)  +  ».-.  (p,  ,). 

Setzen  wir  definitionsweise  (fi,  0)  :=  1,  und  (ft,  v)  =  0  für 
negative  v,  so  gelten  diese  Formeln  alle  allgemein  für  jedes 
ganzzahlige  v. 

Aus  der  letzten  Formel  schliessen  wir  durch  vollständige 
Induction,  dass  (/i,  v)  eine  ganze  Function  von  x  ist.  Denn 
ist  diese  Eigenschaft  für  irgend  ein  ji  bewiesen,  so  folgt  sie  für 
das  nächst  grössere  ft  aus  der  Formel  (8).  Es  ist  aber  z.  B. 
(1,  c)  gleich  1   oder  gleich   0,   also   der  Satz  allgemein   richtig. 

Setzen  wir  in  (8)  ft -)-  1  an  Stelle  von  p,  so  können  wir 
die  Formel  (ö)  mit  ihrer  Hülfe  so  umformen, 

(9)  (l-a>"  +  ')(F, •')  =  (C  +  I, ")  +  ((•  +  !. ''+l)-(c  +  2,  ^+1). 

Wir  betrachten  nun  eine  ganze  Function 
(10)/(3^,rt=I-(p,l)  +  fr,2)-fr,3)+-.  =  SHl)-(ft..), 

von  Dirichlet,  Cauchy,  Krooecker  Lestimmt  worden.  Der  Weg,  den 
Gauss  einschlägt,  dem  wir  im  Texte  folgen,  benutzt  nur  algebraische 
Hälfemittel.  Kronecker  bat  in  Liouville's  Joumal  Ser,  2,  Bd.  1  einen 
Weg  für  die  Vorzeichenhestimmung  angegeben,  der  mit  Benatzung  einer 
Bemerkung  von  Uedekind  {Scblömilcb's  Ztschr.  Bd.  15,  Literaturzeitung 
S.  211  gleichfalls  zu  einem  rein  algebraischen  wird. 
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worin  die  Sunimation  über  v  von  0  bis  jt  erstreckt,  aber  auch 
beliebig  weiter  ausgedehnt  werden  kaun,  da  ((t,  v)  verschwindet, 
wenn  v  negativ  oder  grösser  als  n  ist.     Demnach  ist  auch 

/(a',rt  =  -2(-l)'(C.»+l), 
und  wenn  wir  also  die  Formel  (9)  mit  ( —  1)^  multipliciren  und 
in  Bezug  auf  v  summiren,  so  ergieht  sich 

(11)  {!-»■  +  ■)/(«,  rt  =/(»:,(•  + 2). 

Hieraus  geht  hervor,  dasa  f{x,  ft)  für  jedes  ungerade  (i  ver- 
schwindet, da/(a;,  1)  ^^  0  ist.  Andererseits  ergieht  sich  direct 
aus  (10) 

f(x,2)  =  l-x, 

und  also  aus  (II)  für  jedes  geradzahlige  (i 

(12)  fix,  rt  -  (1  ~  »)  (1  -  »■)  (1  -  a;>)  ■  •  •  (1  -  *— ). 
Denn  ist  diese  Formel  für  ^  richtig,  so  folgt  aus  (11)  ihre 

Richtigkeit  für  ^  -|-  2. 

Diese  identische  Umformung  wenden  wir  nun  auf  unser 
Problem  an,  indem  wir  jt  =  m  ^  n  —  1  und  x  :^  r  setztin. 
Dann  wird 

1  —  ar"  __  1  —  r-^^ —1     1  —  a;"'-'^  1  —  )~^ .-a 

1—37  ^  1  ^1^^  ""'  '  i"'— a;s  "~  1  —  rä"  ~~  '  " ' "' 
also,  so  lange  0  <  v  <  «i  ist, 

(.»,.)  =  (-  l)-,-n+>  +  -t.)  =  (_  iyr-'-^\ 
ocIqi',  indem  wir  r  durch  »— ^  ersetzen 

(.«,«)  =  (-!)■ .-  +  '. 
Nun  ist 

-+--"(->)- (-vy- (-7-)' (™-)- 

also 

(m,  v)  =  (~—  lyr    *  A      ^' , 
und  es  wird  also  nach  dor  Definitionsgleichung  (10) 

/(,-,«.)  =  TT  2/'"'^), 

worin  v  ein  volles  Restaystem  nach  dem  Modul  n  durchläuft. 
Nun  durchläuft  gleichzeitig  mit  v  auch  v  —  1/3  m  ein  solches 
ßestsystem,  so  dass  wir  auch 
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setzen  können.  Da  nun  in  der  Reihe  der  Zahlen  v^  die  Zahl  0 
und  ausserdem  jeder  quadratische  Kest  zweimal  vorltonimt  [für 
v^  und  ( —  v)2],  so  ist 

r^ fir-\  »»)  :^  1  -4--  2^  -.  yl  ~  if, 
und  aus  der  Formel  (12)  ergiebt  sich 

A-^J',  =  r'^{l-  r>)  (1  -  r-")  ...  (1  -  1—"  +  '). 

Nun  ist 

r  *   =  /r''»'^  .  .  .  r"~^, 
und  wir  bekommen  also  schliesslich  die  Formel 
(13)     A-B  =  (r~  r-^)  (r^  -  r-«)  .  .  .  (r-^  -  r-"  +  ^). 

Bedeutet  v  eine  ungerade  und  [i  eine  gerade  Zahl  zwischen 
0  und  V^s*,  so  besteht  dies  Prodnct  aus  den  Factoren 
r"  —  r~',    r"~''  —  )— "+c  ^^  —  (j^'  —  r~''). 

Die  Anzahl  der  Factoren  der  zweiten  Kategorie  ist  so  gross, 
als  die  Anzahl  der  geraden  Zahlen  zwischen  0  und  Vi"i  O'ißi" 
gleich  der  Anzahl  der  ganzen  positiven  Zahlen,  die  kleiner  als 
1/4  w  sind.  Setzen  wir  also,  indem  wir  unter  l  eine  ganze  Zahl 
verstehen,  n  =z  4l  -\-  l  oder  4!  -j~  3,  so  ist  l  diese  Anzahl,  und 
wir  können  setzen 

A-B  =  {-  1)'  n  (r  -  )-o  II  (r  -  r->% 

wofür  auch,  wenn  h  die  Reihe  der  Zalilcn  von  1  bis  '/a(**  —  1) 
durclilänft,  gesetzt  werden  kann 

^-JS  =  (-l)'f£  (,■»-.-'•). 

Setzen  wir  nun 


A-Jl  =  {^  l)'(2i)V  1",  5i„  2^. 

Das  Product,   was  hier  nocli   vorkommt,    haben   wir   schon 
früher  bestimmt  [§.  138,  (4)J: 

„^'  ,\    .    2nlch        //Aw- 
2   "    ilsin- — -  =  j— iVw, 
n  \nj 

worin  die  ]/«  positiv  zu  nehmen  ist. 
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Setzen  wir  noch  Vä(»f  ^  1)  =  2l  oder  ^  21  -^  l,  je  nach- 
dem w  =  4^  -|-  1  oder  il  -\~  3  ist,  so  erhalten  wir  jetzt  mit 
genauer  Vorzeichenbestimmung 

A  —  B=    (-)  y«,      n  =  1  (mod  4) 
^i/h\yn,      n  =  3  (mod  4). 


§.  172. 

Die  Perioden  von  y;{n  ~  1)  und  \U(n  —  1)  Gliedern. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  e  =  8  über,  wobei  n  —  1 
durch  3  theilbar  angenommen  werden  muss,  also  «  =;  7,  13,  19, 
31,   37,   43...     Wir  hezeiehnen   mit   p    eine   imaginäre   dritte 

Einheitswurzel :  

-l  +  V-3 
(>  =  -  -      2 . 

und  bestimmen  die  drei  Perioden  jj,  i)i,  ij^  von  je  VsO*  —  1) 
Gliedern,  die,  wie  wir  in  §.  168  gesehen  haben,  die  Wurzeln 
einer  cyklischen  cubischen  Gleichung  sind.    Nach  §.  169  ist 

wofür,  da  —  2^1  (mod  3),  auch 

(1)  ^Aq)  ^JS  r''*'^+» 

gesetzt  werden  kann.  Diese  Zahl  ipi  (p)  kann  in  einer  der  beiden 
Formen  

(2)  *,  (s)  =  a  +  6 (,  =  ^  '^-i^-- 

dargestellt  werden,  worin«,  h,  A  ganze  Zahlen  sind  und  A=^2a  —  h 
ist. 

Es  ist  dann  

(3)  *.((..)  =  a  +  S(.'  =  ^--y^-'' 
lind  die  Formeln  (10),  (15)  des  §,  169  ergeben 

(4)  1  +  1i  +  %  =  —  1 

(5)  (p,  >!)■  =  » *i(s),     (?',  «i)'  =  »*i(s') 
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(6)  (e,  if)  (pS,  ij)  =  n,     iI>^(q)iI>^{q-')  =  », 
worin 

(7)  (p,  '^)  ^  */  +  P'>Ii  +  Q''rh.    {9\  ^)  =  ^  +  f^^Ji  +  Qn^- 
Beispielsweise   erhält  msm  für   n^7,  13,    wenn    man   die 

primitiven  Wurzeln  3,  2  zu  Grunde   legt  und   die   Indextabellen 
anwendet : 

n  =  7  ra  =  13 


J 

1 

2 

3 
1 

4 
4 

5  '  r> 

T|-3- 

1 

2 

3 

4 

5  Iß 

7 

8 

9 

10 
10 

11 

12 

I 

0 

2 

0 

1 

4 

9     5 

11 

3 

6 

ffl 
fü 

r  n 

=    7, 
—  13, 

.+  & 
.  +  6 

?  = 

=  -  (1  +  3 
=  -  (4  +  3 

9)- 

Aus  diesen  Formeln  können  wir  leicht  die  cubisclie  Glei- 
chung herleiten,  deren  Wurzeln  die  %  rj,.  1]^  sind.  Sie  hat  wegen 
(4)  die  Form 

(8)  )js^,j3^^ij  +  y  =  0, 
nnd  die  ganzen  Zahlen  /i,  y  sind  zu  bestimmen. 

Führen  wir  die  Multiplication  in  (G)  aus,  so  ergiebt  sich 
n  =  jf  -j-  -Yil  4-  ^ «  _  t; ij,  —  7) lis  —  riiTii 

also 

(9)  3(!  =  -{,.-!). 

Die  Ausführung  der  Guben  in  (5)  ergiebt,  wenn  wir  für  den 
Augenblick 

H  =  n^  +  nl  +  nh      s  =  »j^^i  -]-  jj,'«^  +  t;^*'^, 

setzen 

nM(f)  =  s,  -  6)-  +  3se  +  3s' p2. 
Aus  (8)  und  (9)  erhält  man  aber  ."^^  =  —  n  —  Sy,  also 

(10)  «[♦,((!)  +  l]  =  -9r  +  3s(,  +  3s' (,•, 
und  ebenso 

(11)  „[,f,((,.)4-l]  =  _9,  +  3s()'+3s>, 
wozu  nocli,  wenn  man  (4)  in  den  Cubus  erhebt, 

11—  1  =  — 9)>  +  3s  +  3s' 
kommt.    Adclirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen,  so  folgt 
»L*i(e)  +  *|(<>')1  +  3»  -  1  =  -  27  7, 
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oder  endlich  nach  (2)  und  (3) 

(12)  —  27y  =n^  -f  3n  —  1. 

Aus  dieser  Relation  folgt,  da  y  eine  ganze  Zahl  ist, 

(13)  A  ^  1  (mod  3) 

und  daraus  A^  =  1  (mod  9).    Nun  ist  nach  (2),  (3)  und  (fi) 

(U)  n^ii"  —  ah-i^V^ 

oder 

(15)  ^n  =  A^-\-  3b'- 

und  wenn  wir  diesen  Werth  in  (12)  substituiren, 

—  4.27]-  —  A.^  -\-  3  J.ö'^+  SA^  -\-  9J2  —  4, 
und  daraus 

3i^  =  0  (mod  9). 
Es  iat  also  b  durch  3  theilbar,  und  wenn  wir  b  ^^  3Ji  setzen, 
so  folgt  aus  (15) 

(16)  in  =  A^^1'tB-K 

Wir  können  auch  leicht  die  (Juadratwiirzel  aus  der  Dis- 
criminante  bilden,  nämlich 

(17)  V5  =  ()j  -  ^0  (n  -  ri,)  im  ~  1/0  =  s  -  s', 

wenn  wir  (10)  und  (11)  Yon  einander  subtrahireu.     Man   erhält 
daraus  _ 

(18)  VJ)  =  nB. 

Die  cubische  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  drei  Grössen  jj 
sind,  hat  also,  was  übrigens  schon  aus  dem  am  Anfang  von 
§.  171  Bemerkten  folgt,  drei  reelle  Wurzeln.  Sic  vereinfacht 
sich,  wenn  man 

setzt,  und  ergiebt  dann 

(19)  t^  —  3n^~nA  =  0. 

Substituirt  man  auf  der  linken  Seite  für  t  der  Reihe   nach 

(20)  -2Vn,     -Vn,    -^Vn,    +2V», 
so  ergehen  sich  die  Werthe 

—  n(2y^-\-A),    +n(2l/«-^),    —  n{2]/n  +  A), 

+  K(2]/n  —  A), 

die,  weil  nach  (16)  A  absolut  kleiner  als  2yn  ist,  abwechselnde 

Vorzeichen  haben.    Es  liegt  also  in  jedem  der  drei  clui-ch  die 

Werthe  (20)  begrenzten  Intervalle  eine  Wurzel  der  Gleichung  (19). 
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üeber  die  Frage,  welche  der  drei  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung  (19)  für  §  =  S?j  -|-  ^i  welche  für  Stji  -)-  1  oder  für 
Sija  -|-  1  zu  setzen  ist,  lässt  sich  allgemein  so  viel  sagen,  dass 
das  Vorzeichen  des  Productes  (17)  mit  dem  Vorzeichen  von  (18), 
das  durch  die  Definition  (1),  (2)  bestimmt  ist,  freilich  aber  noch 
von  der  Wahl  der  primitiven  Wurzel  g  abhängt,  übereinstimmen 
muss.  Dadurch  sind  von  den  sechs  möglichen  Zuordnungen  drei 
ausgeschlossen.  Welche  Zuordnung  unter  den  drei  übrigen  zu 
treffen  ist,  hängt  von  der  Wahl  von  r  ab,  und  würde  zu  ähnlichen 
Untersuchungen  Änlass  gehen,  wie  sie  im  vorigen  Paragraphen  zur 
Bestimmung  des  Zeichens  der  Quadratwurzel  durchgeführt  sind  i). 

Wir  heben  noch  den  durch  die  Formeln  (14),  (16)  bewiesenen 
Satz  hervor: 

Ist  n  eine  Primzahl  von  der  Form  3fe  +  1,  so  ist  n 
durch  die  Form  a^  —  ah  -\-  i^  und  in  durch  die  Form 
A^  -j-  27  .ßä  darstellbar,   wo  a,  b,  Ä,  B  ganze  Zahlen  sind. 

Daraus  ergiobt  sich  noch,  dass  n  auch  in  der  Form  x^  -\-3y^ 
darstellbar  ist.  Denn  wenn  von  den  beiden  Zahlen  a,  b  eine, 
etwa  a  gerade  ist,  so  ist 


=  (f-')' 


und  wenn  a  und  b  beide  ungerade  sind,  so  ist 
»=  \(a  +  b)' +  i(a  ^  l,)K 

Auch  die  zweigliedrigen  Perioden  der  9'™  Einhcitswurzeln 
genügen  einer  cubischen  Gleichung,  und  weil  diese  Gleichung 
bei  der  später  zu  behandelnden  allgemeinen  Theorie  der  cubi- 
schen Kreistheilungskörper  eine  wichtige  Rolle  spielt,  wollen  wir 
sie  der  Vollständigkeit  halber  hier  betrachten,  obwohl  sie  eigent- 
lich in  ein  allgemeineres  Gebiet  gehört,  in  dem  die  Grade  der 
Einheitswurzeln  keine  Primzahlen  mehr  sind. 

Eine   9*»  Eitheitswuzel  r   genügt  der  Gleichung  6**"  Grades 

(21)  r«  +  r3+  1  =  0, 

und  wir  haben  drei  conjugirte  zweigliedrige  Perioden 

(22)  t;  =^  *■  -)-  r—',    ij'  ■=  r^  -\-  r~^,    ij"  =  )■*-)-  *— *, 
die  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

(28)  ^3  —  3^  _^  1  =0 

1  }  Kummer,  Journ.  f.  Mathematili,  Bd.  32. 
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sind.  Ist  p  eine  dritte  Einheitswurzel ,  so  können  wir  p  =  r^ 
setzeiij  und  erhalten  dio  Eesolventen 

(24)  (p,  )?)  =  7i4-pi3'  + e^v',  (9^',  »!)  =  ')+e"'V4'p'''/'' 

für  die  man  nach  (22)  mit  Benutzung  von  (21)  erhält 

fer)  =  3,-,    ((.-,.■)  =  3,—, 
also 

(25)  (p,  ry  =  27  p, 

(26)  (p,  r)  (p-S  r)  =  9, 
was  den  Formeln  (5)  und  (6)  ganz  analog  ist. 

Wir  gehen  noch  in  der  KürKC  auf  den  Fall  e  ^=  i  ein,  der 
bei  den  Primzahlen  n  von  der  Form  if  -\-  1  (f  eine  ganze  Zahl) 
eintritt,  also  bei  «  =  5,  13,  17,  29,  37,  41  .  .  . 

Die  vier  Perioden  von  je/  Gliedern  seien  wieder  »j,  jj^,  i;,,  ipj. 

Für  «  in  §,  169  (8),  haben  wir  i  zu  setzen,  erhalten  also, 
da  —  2  =  -(-  2  (mod  4)  ist, 

*.c)  =  ^<-'"-"> 

worin  a  und  6  ganze  Zahlen  sind,  if-i  (i)  hat  dieselbe  Form 
wie  il>s{i)-  Wir  werden  aber  sogleich  die  eine  Function  auf  die 
andere  zurückführen. 

Nach  den  Resultaten  des  §.  171  ist 

(28)  („  1,  ^)  ^  ^  +  ^,  _  ^,  _  ^.^  =  Yn, 
und  also 

(29)  2(, +  ,J  =  -1  +  V.T,     2(,, +  ,.)  =  -  1-VÄ. 
WO   das  Vorzeichen  von  |/w  nach  §.  171    zu  bestimmen   ist   und 
bei   passender  Annahme  über  r  positiv   genommen  werden   darf. 

Wir  haben  ferner  nach  §.  169,  (14),  (15) 

also  nach  (28) 

(31)  (.■,,)'  =  *,(!■)  yil,   (- ;,#  =  *,(-!)!/» 

(32)  (i,  1,)»  =  (—  1)/«  *,  (i)  ♦,  (i)  =  « .(.,  (i)-, 
woraus  folgt 

(33)  ♦,  (i)  =  (-  l)/fc  (j)  =  (-  l)'-(a  +  bi\ 
und  hieraus  nach  (30) 

(34)  *i(i)  .(.i(-  <)  =  *,(!)*,(-  i)  =  a"  +  4"  =  .1. 
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Um  die  biquadratische  Gleichung  zu  bilden,  deren  Wurzeln  rj, 
%i  Vit  Vi  sind,  suchen  wir  zunächst  die  quadratische  Gleichung 
mit  den  Wurzeln  i;,  ij^  und  erhalten  sie  aus 
2(*J +  %)="!  + V« 
2(7j-rj,)^(i,n)^{—i,n)- 

Quadriren  wir  diese  beiden  Gleichungen  und  subtrabiren  die 
zweite  von  der  ersten,  so  folgt  wegen  (30),  (31)  und  (33) 
(35)  U7,n^  =  1  -\-n  —  2V»  -  2«(-  1)/— 2«(—  l)/]/«. 

Durch  (29)  und  (35)  sind  aber   die  Coefficienten    der    ge- 
suchten quadratischen  Gleichung  bestimmt,     Sie  lautet; 

,. + 1 + ■+--r'-^-)i = (f + ^tifi^)  Vi. 

und  die  biquadratisohe  Gleichung  für  die  vier  Perioden  erhält 
man,  wenn  man  beiderseits  quadrirt: 

Suchen  wir  den  Coefficienten  der  ersten  Potenz  von  jj,   der 
eine  ganze  Zahl  sein  muss,  so  finden  wir  dafür 

l^n^2n(-^iy  a(-  1)/ +  1  . 

(,-i7)  Yf  ^*  8 

/  ist  gerade,  wenn  n^  l,   ungerade,  wenn  i(  ^  5  (med  8)  ist, 
demnach  ist 

l  J^n  —  '2n{~iy  =  0  (mod  8). 
Daraus   aber  folgt  wegen  (37),  dass  a( —  1)'"+  1   durch  4 
theilbar  sein  muss,  also 

(38)  a  =  —  (—  1)/  (mod  4), 

und  daraus   ist  nach  (34)   weiter   zu   schliessen,    dass   6   gerade 
sein  muss,  also 

(39)  ^  =  0  (mod  2). 

Die  biquadratische  Gleichung  nimmt  eine  einfachere  Gestalt 
an,  wenn  wir 

(40)  it]  -j-  l  =  i 
setzen.     Sie  erhält  dann  nach  (36)  die  Gestalt: 

(41)  [{'  +  „(1  _  2(_  1)/)].  -  4«B  +  (-  l)/a].  =  0, 
oder  wenn  wir  die  beiden  Fälle  «  ^  1  oder  ^  5  (mod  8)  trennen: 

(42)  (S'-«)'-4»(S  +  „)>  =  0 
(P+3)i)"-4,i(E-<.)'  =  0. 
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Wir  wollen  auch  hier  den  in  der  Formol  (34)  ausgedrückten 
Satz  hervorhehen : 

Jede  rrimzahl  von  der  Form  4/  -f-  1  lässt  sich  in 
die  Summe  zweier  Quadrate  zerlegen. 


§.  173. 

Die  complexen  Zahlen  von  Gauss. 

Der  zuletzt  bewiesene  Satz  bildet  die  Grundlage  für  die 
Theorie  des  Zahlkörpers,  der  durch  Adjunction  der  imaginären 
Einheit  i  =  V —  1  aus  dem  Körper  der  rationalen  Zahlen  ent- 
steht, den  wir  nach  unserer  Festsetzung  mit  Ii(i)  zu  bezeichnen 
haben  i). 

Wir  haben  hier  die  Primzahlen  von  der  Form  4/  -|-  1  ^u 
unterscheiden  von  denen  der  Form  4/  -j-  3  und  wir  wollen  der 
Kürze  wegen  die  ersten  mit  der  Primzahl  2  zusammenfassen  und 
mit  p,  die  zweiten  mit  q  bezeichnen,  also 

^j  =  4/+l,  2;     q  =  4fMn 
setzen.     Es  gelten  dann  folgende  Sätze: 

1.  Für  jedesß  giebt  es  zwei  ganze  Zahlen  a  und  6, 
3  0  dass 

ist. 

Dies  ist  für  die  Primzahlen  von  der  Form  4/4-1  hn  Schluss- 
satze des  letzten  Paragraphen  bewiesen  und  ist  für  p  =:  2  aus 
2  ^  V  ~\~  1^  unmittelbar  ersichtlich. 

Dem  steht  ein  zweiter  Satz  gegenüber: 

2.  Eine  Primzahl  q  ist  niemals  in  der  Form  a^  -\-  6-' 
darstellbar,  oder  der  noch  allgemeinere: 

3.  Die  Summe  zweier  Quadrate  ganzer  Zahlen  a^  -f-  i^ 
ist  nur  dann  durch  eine  Primzahl  g  theilbar, 
wenn  a  und  i  durch  q  theilbar  sind. 

Der  Satz  2.  ergiebt  sich  einfach  daraus,  dass,  wenn  «^  ^  ^a 
ungerade  ist,  die  eine  der  beiden  Zahlen  a,  h  gerade,  also  ihr 
Quadrat  durch  4  theilbar,  die  andere  ungerade,  also  ihr  Quadrat 

')  Gauss,  Theoria  reeiduorum  biquadratieomm,  commeiitatio  seounda. 
Werke,  Bd.  II. 
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^  1  (mod  4),  also  «^  -|-  i^  ^  1  (mod  4)  sein  muss.  Der  Satz  3,, 
der  übrigens  den  zweiten  in  sich  schliosst,  wird  so  bewiesen. 

Angenommen,  ea  sei  a^  +  ö^,  aber  nicht  h,  durch  q  theilbar, 
so  bestimmen  wir  i'  aus  der  Congruenz  hh'  ^  1  (mod  q)  und 
erhalten  aus  a*  -|-  6*  ^  0  (mod  q) 

{aiy  =  —  1  (mod  g). 
Dies  ist  aber  unmöglich,   da  nach  §.  138,  4.  für  jede  Primzahl  q 
die  Zahl  —  1  quadratischer  Nichtrest  ist. 

Der  Körper  B(i)  ist  der  Inbegriff  aller  Zahlen  von  der 
Form  X  -\-  yi,  wenn  x,  y  ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahlen 
sind. 

Die  Zahlen  «  -}-  hi,  in  denen  a  und  b  ganze  Zahlen 
in  E  sind,  heissen  die  ganzen  Zalilen  des  Körpers  Ii{i). 

Das  Product  zweier  conjugirtcr  Zahlen 

i  =  z^yi,        i'  =  x  —  yh 
also 

gl'  =  3^3    J^yi 

heisst  die  Norm  von  |  und  wird  mit  ]^{t)  bezeichnet.  Die  Nocm 
einer  nicht  verschwindenden  Zahl  |  ist  eine  positive  rationale 
Zahl  und  die  Norm  einer  ganzen  Zahl  ist  eine  ganze  Zahl.  Die 
Norm  eines  Productes  oder  eines  Quotienten  ist  gleich  dem  Pro- 
duct oder  dem  Quotienten  der  Normen, 

Eine  ganze  Zahl,  deren  Norm  gleich  1  ist,  heisst 
eine  Einheit. 

Da  «2  -|-  6«  (für  ganzzahiige  a,  b)  nur  dann  =  1  sein  kann, 
wenn  a  =i  +  1,  6  r^  0  oder  a  =  0,  ö  =  ±  1  ist,  so  giebt  es  in 
B(j)  nur  die  vier  Einheiten 

+  1,  ^1,  +.-,  -i. 

Der  reciproke  Worth  einer  Einheit  ist  auch  eine  Einheit. 

Zwei  Zahlen,  von  denen  die  eine  aus  der  anderen  durch 
Multiplication  mit  einer  Einheit  entsteht,  heissen  associirte 
Zahlen. 

Jede  complexe  Zahl  gehört  zu  einem  System  von  vier  asso- 
ciirten  Zahlen 

a-\-hi,    —  a  —  bi,    ~  b  -\-  ai,    b  —  ai. 

Summe,  Differenz  und  Product  zweier  ganzer  Zahlen  sind 
wieder  ganze  Zahlen. 

Eine  ganze  Zahl  w  heisst  durch  eine  ganze  Zahl  ß 
theilbar,  wenn  eine  dritte  ganze  Zahl  y  existirt,  so 
dass  a  :=  ßy  ist. 
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Ist  «  durch  ß  theilbar,  so  ist  N(k)  durch  N(ß)  theilbar. 
Ilenii  aus  «  =  ßy  folgt  N(a)  =  N'(ß)N(y). 

Sind  w,  ^,  y  ganze  Zahlen  in  jR(*)  und  ist  a  durch  y  theil- 
bar, so  ist  auch  aß  durch  yß  theilbar,  und  ist  «  und  ß  durch  y 
theilbar,  so  ist  auch  «  ±  /3  durch  y  theilbar. 

Jede  ganze  Zahl  ist  durch  jede  Einheit  theilbar. 

Die  Einheiten  sind  aber  nur  durch  Einheiten  theilbar ;  denn 
ist  aß  eine  Einheit,  so  ist  N(a)N'{ß)=l,  also  N(tx)  und 
N{ß)  =  1,  d.  h.  K  und  ß  smd  Einheiten. 

Ässociirte  Zahlen  sind  gegenseitig  durch  einander  theilbar, 
und  wenn  zwei  Zahlen  gegenseitig  theilbar  sind ,  so  sind  sie 
associirt.  Denn  sind  a  :  ß  und  ß  :  a  beides  ganze  Zahlen,  so  ist 
das  Product  dieser  beiden  Zahlen  =  l;  also  sind  beides  Ein- 
heiten. 

Für  die  Zahlen  des  Körpers  R{i)  gelten  dieselben  Gesetze 
über  die  Zerlegung  in  Primfactoren ,  wie  bei  den  reellen  ganzen 
Zahlen. 

Eine  ganze  ZaM  a  des  Körpers  E(ij,  die  keine  Ein- 
heit ist,  heisst  zusammengesetzt,  wenn  sie  sich  in  mehrere 
ganzzahlige  Factoren,  deren  keiner  eine  Einheit  istj  zer- 
legen lässt. 

Lässt  sie  sich  nicht  so  zerlegen,  so  soll  sie  eine 
Primzahl  im  Körper  It({)  heissen, 

Ist  I  ^=  a;  +  j/J  eine  gebrochene  Zahl  des  Körpers  Ji(t),  so 
lässt  sich  eine  ganze  Zahl  ji  =  m  -j-  w»  so  bestimmen,  dass  die 
Norm  der  Differenz  g  —  ft,  also  (x  —  my  -\-  (y  —  «)*,  kleiner 
oder  wenigstens  nicht  grösser  als  Va  '^t;  denn  man  braucht  die 
ganzen  rationalen  Zahlen  m,  n  nur  so  zu  wählen,  dass  x  —  im 
und  y  —  n  absolut  genommen  nicht  grösser  als  Vai  ilir^  Quadrate 
also  nicht  grösser  als  V*  sind. 

Sind  also  w  und  «,  zwei  ganze  Zahlen  in  It(i),  und  «i  von 
Null  verschieden,  so  kann  man  hiernach  die  ganzen  Zahlen  (t 
und  «2,  so  bestimmen,  dass 

w  «a       ^(c^i)  ^  1 

also 

«=p«, +  «„  »(«,)<*(«,)• 

Ist  Kj  nicht  Null,  so  kann  man  ebenso  mit  den  Zahlen 
«1,  «a  verfahren  und  erhält 
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und  so  bestimmt  man  ßine  Reihe  ganzer  Zahlen  a,  %,  «st  '*,!  ■  -  ■ 
mit  stets  abnehmender  Norm,  die  sich  fortsetzen  lässt,  so  lange 
die  Null  nicht  darunter  vorkommt.  Da  diese  Nonnen  ganze  ratio- 
nale positive  Zahlen  sind,  die  immer  abnehmen,  so  muss  nach 
einer  endhchen  Zahl  von  Schritten  die  Null  auftreten  und  man 
erhält  also  ein  Gleichungssystem 

a        =  p«!  +  a^, 

(1)  

Daraus  schliesst  man,  dass  die  ganze  Ueihe  der  Zahlen 
a,  «1,  «a  ,  .  ,,  also  insbesondere  auch  «  und  a,  durch  «h  theilbar 
sind,  und  umgekehrt,  dass  jeder  gemeinsamer  Theiler  von  « 
und  Efj  Theiler  von  allen  folgenden  w,  also  auch  von  «j,  ist. 
Jede  andere  Zahl,  die  diese  beiden  Eigenschaften  hat,  muss 
mit  «ft  associirt  sein,  und  man  nennt  also  «^  (und  jede  mit  «;, 
associirte  Zahl)  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von 
«  und  «1. 

Wenn  wir  aus  dem  Algorithmus  (1)  die  zwischenliegenden  a 

eiiminiren,  indem  wir  «^  aus  der  ei-sten  in  die  zweite,   dann  a^ 

aus  der  zweiten  in  die   dritte  Gleichung  substitiiiren ,   so  ergieht 

sich  ein  Resultat  von  der  Form  k%  +  osi  A  =  «s,  und  wir  können 

also,  wenn  wir  statt  a,  «,,  wj,  setzen  «,  ß,  Ä,  den  Satz  aussprechen; 

4.    Wenn  e4,  ß   irgend    zwei    ganze  Zahlen    in   Ii(i) 

sind,    und   d    ihr    grÖsster    gemeinschaftlicher 

Theiler,   so   kann   man   die  ganzen  Zahlen  x,  % 

so  bestimmen,  dass 

(2)  „«  +  /!l  =  ä 
wird. 

Ist  der  grösste  gemeinschaftUche  Theiler  3  zweier  Zahlen 
K,  ß  eine  Einheit,  so  heissen  a.  und  ß  relativ  prim  und  wir 
können  in  diesem  Falle  der  Gleichung 

(3)  ««  +  (Jl=l 
durch  ganzzahlige  x,  X  genügen. 

Ist  ß  eine  Prinizahl,  so  ist  entweder  m  durch  ß  theilbar, 
oder  «  und  ß  sind  relativ  prim.  Im  letzteren  Fall  besteht  die 
Gleichung  (3).    Ist  dann  y  eine  andere  Zahl  in  Jä(i),  so  folgt  aus  (3) 
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Es  muss  demnach,  wenn  «)■  durch  ß  theilbar  ist,  auch  y 
durch  ß  theilbar  sein.   Also  haben  wir  folgenden  Fundamentalsatz : 

5.  Ein  Product  aus  zwei  oder  mehr  ganzen  Zahlen 
in  iJ(i)  ist  nur  dann  durch  eine  Primzahl  in  B(i) 
theilbar,  wenn  wenigstens  einer  seiner  Factoren 
durch  diese  Primzahl  theilbar  ist. 

Macht  man  nun  noch  die  Bemerkung,  dasa  eine  Primzahl  nur 
dann  durch  eine  andere  theilbar  sein  kann,  wenn  der  Quotient 
eine  Einheit  ist,  wenn  also  beide  associirt  sind,  und  betrachtet 
assoeiirte  Primzahlen  als  nicht  wesentlich  verschieden,  so  folgt: 

G.  Eine  ganze  Zahl  des  Körpers  It(i)  kann  immer 
und  nur  auf  eine  Art  in  ein  Product  von  Prim- 
zahlen zerlegt  werden. 

Denn  sei  a  irgend  eine  ganze  Zahl  in  B{i).  Ist  «  nicht 
selbst  eine  Primzahl,  so  ist  sie  zerlegbar,  etwa  in  yß;  die  Normen 
von  y  und  von  ß  sind  aber  bleiner  als  die  Norm  von  «,  Ist  ß 
noch  keine  Primzahl,  so  ist  es  wieder  zerlegbar,  etwa  in  3s;  die 
Normen  dieser  Factoren,  die  alle  positive  ganze  Zahlen  sind, 
nehmen  immer  ab,  und  man  muss  also  nothwendig  einmal  auf 
einen  Factor  stossen,  der  eine  Primzahl  ist.  Also  ist  jede  Zahl  « 
gewiss  durch  eine  Primzahl  ut  theilbar.  Ist  demnach  «  =  an', 
so  gilt  von  «'  dasselbe  und  es  ist  etwa  «'  ^=  ot'k"  ...  Da  die 
Normen  von  «,  «',  «"  .  .  .  wieder  alle  abnehmen,  so  muss  man 
bei  der  Fortsetzung  dieser  Reihe  schliesslich  auf  eino  Einheit 
stossen.  Es  ist  daher  k  in  eine  endliche  Anzahl  von  Primfactoren 
zerlegbar,  also 

«  ^  %%'n"  .  .  ., 
wobei  ein  zuletzt  übrig  bleibender  Einheitafactor  mit   einer  der 
Primzahlen  re   vereinigt  werden   kann.     Sind   nun    Jt,  )(',  «"  .  .  . 
gleichfalls  Primzahlen  und  ist  «  =  kk'k"  .  .  .,  so  folgt  aus 

nacli  5.,  dass  eine  der  Primzahlen  re,  z.  B.  die  erste  dui-ch  k  theil- 
bar, also  von  m  nicht  wesentlich  verschieden  ist.  Hebt  man 
beiderseits  mit  jt  =  sr,  so  kann  man  denselben  Schluss  mit  «' 
wiederholen  u.  s.  f.  und  findet  also,  dass  jede  der  Primzahlen  x 
auch  unter  den  n  vorkommen  muss,  und  wenn  unter  den  «  eine 
Primzahl  mehrmals  vorkommt,  so  muss  sie  mindestens  ebenso 
oft  unter  den  jt  vorkommen.  Derselbe  Schluss  lässt  sich  aber 
auch  umgekehrt  machen,  und  daraus  folgt,  dass  die  Gesammtheit 
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der  M,  von  Einheitsfactoren  abgesehen,  mit  der  Gesammtheit 
der  %  übereinstimmen  mass. 

Es  handelt  sich  nun  noch  darum,  die  Primzahlen  des 
Körpers  R{i)  wirklich  zu  ermitteln. 

Jede  Primzahl  ist  Theiler  von  unendlich  vielen  rationalen 
ganzen  Zahlen,  z,  B.  von  der  Norm  und  allen  ihren  Vielfachen. 
Unter  den  rationalen  positiven  ganzen  Zahlen,  die  duich  eine  Prim- 
zahl n  theilhar  sind,  ist  eine,  die  wir  mit  n  bezuchnen  wollen, 
die  kleinste,  und  diese  muss  eine  Primzahl  im  Koiper  iJ  sein. 
Denn  wäre  sie  in  M  zerlegbar,  so  müsste  nach  5  einer  ihiei  Fic- 
toren,  also  eine  noch  kleinere  Zahl,  durch  sr  theilbir  sein  Ebenso 
ist  auch  umgekehrt  jede  reelle  Primzahl  n  wtnigstens  durch  eine 
Primzahl  Jt  theilbar.  Es  sei  also  n  =  rec,  woiaus  durch  Bildung 
der  Norm  «^  =:  N(a)N{tt)  folgt.  Da  n  eine  Primzahl  ist  und 
N{ii)N(a)  ganze  Zahlen,  so  sind  zwei  Fälle  möglich: 

1.  N(7C)  =  n,        N(a)  =  n, 

2.  N(^)  =  w^       N(a)  =  1. 

Im  ersten  Falle  ist,  wenn  3i'  die  zu  je  conjugirte  Zahl  be- 
deutet und  51  =  a  -|-  6«  gesetzt  wird,  n  =  xx'  =  a^  -|-  b\ 
K  =  3i',  und  man  sieht,  dass  dieser  Fall  nur  dann  eintritt,  wenn 
n  zu  den  Primzahlen  p  gehört,  die  in  die  Summe  von  zwei 
Quadraten  zerlegbar  sind.  Umgekehrt  kann  jede  solche  Zahl  p 
in  zwei  conjugirte  Factoren  reir'  zerlegt  werden,  deren  keine 
eine  Einheit  ist.  Die  Primzahlen  p  sind  also  im  Körper 
M{i)  nicht  Primzahlen. 

Im  zweiten  Falle,  der  hiemach  hei  den  Primzahlen  q  ein- 
tritt, ist  ß  eine  Einheit,  also  n  mit  it  associirt,  d.  h.  die  reellen 
Primzahlen  q  sind  auch  im  Körper  Ji(i)  Primzahlen. 

Die  Piimzahl  2  gehört,  wie  schon  bemerkt,  zu  der  ersten 
Art,  und  es  ist  2  =  (l  -^  i)(l  —  i).  Aber  sie  nimmt  eine  be- 
sondere Stellung  ein,  weil  l  —i=  —  i(l  -\-i),  also  2^  —  i(l-^iy 
ist.  Die  reelle  Primzahl  2  ist  also  (von  dem  Factor  —  i  ab- 
gesehen) im  Körper  It{i)  das  Quadrat  einer  Primzahl.  Dieser 
Fall  tritt,  wie  man  leicht  sieht,  bei  keiner  der  übrigen  Prim- 
zahlen p  ein. 

Die  Gesammtheit  der  Primzahlen  des  Körper  R(i)  besteht 
also  aus  den  reellen  Primzahlen  q  und  ans  den  Factoren  der  Prim- 
zahlen p.  Ist  p  in  die  8umme  zweier  Quadrate,  a^  -j-  b%  zerlegt,  so 
kennt  man   auch   die  conjugirteu  Factoren  a  -Vhi  von  p.    Dazu 
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kommen  noch  die  associirten  Zahlen.  Aus  5.  folgt  rlaim  not;h, 
daas  eine  Primzahl  p  nur  auf  eine  Art  in  die  Summe  von  zwei 
Quadraten  zerlegt  werden  kann.  Durch  diese  Zerlegung  sind 
aber  die  Zahlen  a,  b  noch  nicht  völlig  bestimmt,  sondern  sie 
können  noch  mit  einander  vertauscht  und  mit  zwei  Vorzeichen 
versehen  werden.  Das  kommt  darauf  hinaus,  dass  man  jt  durch 
jede  der  vier  associirten  Zahlen  a  -\-  bi,  —  a  —  bi,  ~  b  -\-  ai, 
b  —  ai  ersetzen  kann.  Ist  p  ungerade,  so  muss  von  den  beiden 
Zahlen  a,  h  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  sein.  Wählen 
wir  etwa  für  b  die  gerade  der  beiden  Zahlen,  und  bestimmen 
das  Vorzeichen  so ,  dasa  a^l  (mod  4)  wird ,  so  ist  unter  den 
vier  associirten  Zahlen  eine  bestimmte  ausgewählt,  die  man  die 
primäre  nennen  kanni). 

Diese  Definition  der  primären  Zahlen  lässt  sich  auf  alle 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  if(«)  übertragen,  deren  Norm  un- 
gerade ist,  und  man  hat  dann  das  Gesetz,  dass  das  Product 
zweier  primären  Zahlen  wieder  eine  primäre  Zahl  ergiebt. 

Das  System  von  vier  associirten  Zahlen  im  Körper  li{i)  ist 
analog  dem  Paar  entgegengesetzter  Zahlen  im  Körper  B.  In  B. 
betrachtet  man  die  positiven  Zahlen  als  die  primären. 

Durch  die  Formel  (27)  des  vorigen  Paragraphen  ist  für 
irgend  eine  gegebene  Primzahl  p  einer  der  Factoren  a  ■-\-bi  aus 
der  Kreiatheilung  abgeleitet.  Nach  den  Formeln  §.  172,  (38),  (39) 
ist  diese  Zahl  primär,  wenn  j)  ^  5  (mod  8),  dagegen  der  pri- 
mären entgegengesetzt,  wenn  ^  ^  1  (mod  8)  ist.  Darüber  aber, 
welche  von  den  beiden  conjugirten  Zahlen  a  ^bi  durch  diese 
Formeln  dargestellt  ist,  haben  wir  kein  allgemeines  Kennzeichen. 

BeispielswcisG  sind  die  eomploxen  Primzahlen  in  B{i),  deren 
Normen  kleiner  als  200  sind: 

1  _j_  (,   1  _j_  2i,   3  +  1i,    1  +  4«,   5  +  2?,   1  +  6*,    5  +  4?, 

7  4-  2J,  5  +  6/,  3  -I-  8/,  5  +  8^  9  -f  4'*,  1  +  10*,  3  +  lO^', 

7_|_  8«,  11  -f  4i,  7  +  ]0i,  ll  +  6i,  13  +  2'/,  9  +  10«,  7  +  12*, 

1  +  14«. 


')  GauBB  giebt  an  der  erwäliBten  Stelle  zwei  veractiedfue  Bestim- 
muDgen  für  die  primarea  ZahleE  zur  Auswahl,  von  denen  dies  die  erste 
ist.    Er  behält  weiterhin  die  zweite  bei. 
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§.  174. 
Der  Körper  der  dritten  Eiiilieitswurzelu. 

Der  Hauptsatz  des  vorigen  Paragraphen,  dass  jede  ganze 
Zahl  des  Körpers  R(i)  sich  nur  auf  eine  Art  in  unzerlegbare 
Factoren  zerlegen  lässt,  demzufolge  der  Begrifi'  der  unzerlegbaren 
Zahl  mit  dem  der  Primzahl  zusammenfallt,  beruht,  wie  man  sieht, 
in  der  Hauptsache  auf  dem  Algoritlimus]  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Theilera,  der  in  den  Formeln  §.  173,  (1)  enthalten  ist, 
und  wenn  man  also  in  einem  anderen  Körper  einen  solchen,  im 
Endlichen  abbrechenden  Algorithmus  hat,  so  lassen  sich  dieselben 
Schlüsse  ziehen. 

Dies  findet  statt  bei  dem  Körper,   der  sich   aus  jR  mittelst 

der  dritten  Einheitswurzel  p  = ~^}   ~  ableiten  läsat  und 

mit  It($)   oder   auch   mit  R  (]/ —  s)   bezeichnet   werden   kann. 
Dieser  Körper  besteht  aus  dem  Inbegriff  aller  Zahlen  der  Form 
g  =  a;  -f-  pj/,  worin  x,  y  rationale  Zahlen  sind,  und   die  Norm 
einer  solchen  Zahl  ist 
^(1)  ={x-\r  Qy){x  +  qHj)  =  x^  —  xy  +  y'' 

_2a^  — j,  +  ^V^  1x~-y-ijy^^,^i^x-yy+iy'^ 
2  '  2  4 

Eine  Zahl  a  ^  a  -\-1)q  heisst  eine  ganze  Zahl  in  11  (p), 
wenn  a,  h  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Die  Einheiten  in  diesem 
Körper  ergehen  sich  aus 

jy(«)  =  a''  ^  ab  -\-  h"-  =  l, 
oder 

(2(1  —  bfJ^W=  4, 
die  nur  erfüllt  ist  für  6  ;=  0,  ß  =  +  1  oder  i  =  i  1,  a  =  ±  1, 
so  dass  man  also  hier  sechs  Einheiten  hat 

+  1,   ±e,   +c'- 

Ein  System  associirter  Zahlen  ist  hier 

+  («  +  i?),    ±  («s  +  Sc")  =  +  [-  6  +  C«  -  *)p] 

i  (ß  p^  -|-  J)  =  i  (6  —  a  —  a^). 
Ist  I  eine  beliebige  gebrochene  Zahl  in  ü(p),  so  liann  man 
die   ganze  Zahl  (t  so  bestimmen,  dass   in  |  —  ^  ^  x  -\-  Qy  die 
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Componeiiten  x  und  y  absolut  nicht  grösser  als  Va  sind  und  dass 
also 

JV(|  ~  ^)  —  Xi  —  X'iJ  -4-  2/ä  ^  1 

Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  lässt  sich,  ganz  wie  im  vorigen 
Paragraphen,  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  zweier  Zahlen 
«,  ^  hestimraen  und  damit  beweisen,  dass  sich  jede  ganze  Zahl 
in  -B(p)  nur  auf  eine  Weise  in  Primzahlen  dieses  Körpers  zer- 
legen lässt,  wenn  associirte  Zahlen  nicht  als  wesentlich  verschieden 
betrachtet  werden. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  schliesst  man,  dass  man  alle 
Primzahlen  des  Körpers  -^(ß)  erhält,  wenn  man  alle  reellen  Prim- 
zahlen zerlegt,  und  dass  eine  reelle  Primzahl  entweder  in  zwei 
conjugirte  Primfactoren  in  ü(p)  zerfällt,  ji  ^=  nn\  oder  dass  sie 
auch  im  Körper  -R($)  eine  Primzahl  ist. 

Die  Primzahl  3  zerfällt  in  die  beiden  Factoren  (1  —  p), 
(1  —  p2);  diese  sind  aber  associirt  und  also  ist  3  ^=  —  p^  (1  —  p)* 
mit  dem  Quadrat  einer  Primzahl  in  R{q)  associirt.  Man  kann 
V—  3  für  diese  Primzahl  wählen.  Alle  Primzahlen  von  der 
Form  3/-f~  1  lassen  sieh  nach  §.  172  in  zwei  conjugirte  Factoren 
in  -B(9)  zerlegen,  während  die  Primzahlen  von  der  Form  3/-|-2 
niemals  zerlegbar  sind,  weil  ein  Ausdruck  von  der  Form  a^^  «6  +  6' 
nicht  ^  2  (mod  3)  sein  kann.  Also  erhält  man  alle  Primzahlen 
in  -B(p),  wenn  man  die  reellen  Primzahlen  der  Form  3/-|-  2 
und  die  conjugirten  Factoren  der  übrigen  reellen  Primzahlen 
aufsucht. 

Ist  o!-f-&p  eine  complexe  ganze  Zahl,  deren  Norm  a'>  —  ah-\-b'^ 
nicht  durch  3  theilbar  ist,  so  muss  von  den  beiden  Zahlen  «,  h 
entweder  eine  durch  3  theilbar  sein,  die  andere  nicht,  oder  es 
muss  a^b  und  folglich  «^  —  «6  -|-  fi^  ^  1  (mod  3J  sein.  Es 
ist  also  unter  den  associirten  Zahlen 

a  -(-  6p,    i  -{-  aQ\      h  —  (a  —  b)Q, 
immer  eine  und  nur  eine,  in  der  der  Coefficient  von  q  (oder  von  p^) 
durch  3  theilbar  ist.     Nehmen  wir  an,   es  sei  6  ^=  3J5  durch  3 
theilbar,    und    setzen    N(a  -\- h&)  ^^  p,    so    folgt,    wenn    noch 
2  a  —  i  =  A  gesetzt  wird, 

4j)  =  J-2  4-  27_B2, 
in  üebereinstimmung  mit  §.  172.    Ist  p  eine  reelle  Primzahl,  und 
hat  man   ip  in  dieser  Form  dargestellt,  so   erhält  man  daraus 
die  complexen  Factoren  von  p 
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^  +  s,.)(£^-a.«). 


Die  complexen  Primzahlen,  (leren  Norai  unter  200  ist,  sind 
hier 
1  —  p,  l  +  3p,  4  +  3p,5  +  3t>,5-|-69,7  +  3t.,T-|-6p, 

6  + 9p,    7  + 9p,    8  + 9p,    10  + 3p,    11  + 3p,    11  + 9p, 

7  +  12p,  13  +  6p,  13  +  3p,  14  +  9p,  13  +  12p,  14  +  3p, 

11  +  15  p,  16  +  9p,  13  +  I6p. 
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Siebzehnter   Absclinitt. 
Algebraische   Auflösung   von  Gleichungen. 


§.  175. 
Reduction  der  Gruppe  durch  reine  Oleichungcn. 

Eine  der  ältesten  Fragen,  an  der  sich  vorzugsweise  die 
neuere  Algebra  entwickelt  hat,  ist  die  nach  der  sogenannten 
algebraischen  Auflösung  der  Gleichungen,  worunter  man  eine 
Darstellung  der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  eine  Reihe  von 
Radicalen,  oder  die  Berechnung  durch  eine  endliche  Kette  von 
Wurzelziehungen  versteht.  Auf  diese  Frage  fällt  von  der  Gruppen- 
theorie das  hellste  Licht. 

Präcisiren  wir  zunächst  die  Frage,  um  die  es  sich  handelt, 
so  ist  es  offenbar  die,  ob  und  wie  man  den  Körper  £1  durch 
Buccessive  Adjunction  von  Wurzelgrössen  (Radicalen)  so  erweitern 
kann,  dass  entweder  alle  oder  wenigstens  ein  Theil  der  Wurzeln 
im  erweiterton  Körper  enthalten  sind.  Eine  Wurzelgrösse  ist 
aber  eine  solche,  die  zwar  nicht  selbst,  von  der  aber  irgend  eine 
ganze  Potenz  in  £1  enthalten  ist,  also,  wenn  a  eine  Grosse  in  ß 
ist,  die  Wurzel  einer  Gleichung  von  der  Form 

i/™  —  a  =  0, 
d.  h.  einer  reinen  Gleichung. 

Soll  eine  irreducible  Gleichung  algebraisch  auflösbar  sein, 
oder  wenigstens  eine  oder  einige  algebraisch  darstellbare  Wurzeln 
haben,  so  muss  nach  einer  successiven  Adjunction  von  Wurzeln 
reiner  Gleichungen  in  endUcher  Anzahl  die  gegebene  Gleichung 
reducibel  werden,  da  ein  Theil  ihrer  Wurzeln  in  dem  erweiterten 
r  enthalten  sein  soll.    Da  die  anfängliche  Gruppe  P  transitiv 

so  muss  diese  Gruppe  schliesslich  intransitiv  werden,   oder 
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sich  auf  die  Einlieitsgruppe  reduoiren.  Es  muss  also  jedenfalls 
einmal  der  Fall  eintreten,  dass  die  Gruppe  P  durch  Adjunction 
einer  Wurzel  einer,  reinen  Gleichung  reducirt  wird. 

Die  Untersuchung  dieser  Frage  wird  ausserordentlich  ver- 
einfacht, wenn  man  sie  noch  etwas  umformt '}. 

Wir  hahen  im  §,  1C2  gesehen,  dass  die  reinen  Gleichungen 
zu  den  Abel'schen  gehören,  dass  alle  Abel'schen  Gleichungen 
durch  eine  Kette  von  cyklischeii  Gleichungen  vom  Primzahlgrad 
und  diese  letzteren  durch  Radicale  lösbar  sind. 

Wif  ersetzen  also  die  Frage  nach  der  Lösbarkeit  durch  Radi- 
cale durch  die  damit  gleichbedeutende  der  Lösbarkeit  durch 
Wurzeln  Abel'scher  Gleichungen.  Ersetzen  wir  die  Äbel'sche 
Gleichung  durch  eine  Kette  von  cyklischen  Gleichungen  von 
Primzahlgrad,  so  wird  die  erste  Reduction  der  Gruppe  durch 
Adjunction  der  W^urzel  einer  solchen  Gleichung  eintreten,  und 
wir  stehen  also  zunächst  vor  der  Frage: 

Unter  welchen  Bedingungen  wird  die  Gruppe  P 
einer  Gleichung  w'™  Grades/ (a^)=r  0  durch  Adjunction 
einer  Wurzel  einer  cyklischen  Gleichung  von  Prim- 
zahlgrad m  reducirt? 

Wir  beschränken  uns  hierbei  nicht  auf  irreducible  Gleichungen 
f(x)  =  0,  sondern  erörtern  die  Frage  allgemein,  immer  unter 
der  selbstverständlichen  Voraussetzung,  dass  f(x)  keine  mehr- 
fachen Wurzeln  hat. 

Es  ist  denkbar,  dass  es  nöthig  ist,  dem  Körper  Sl  zunächst 
verschiedene  W^urzoln  cyklischer  Gleichungen  (z.  B.  Einheita- 
wurzeln)  zu  adjungiren,  die  die  Gruppe  P  nicht  verändern.  Da 
es  sieh  aber  jetzt  nur  um  die  Ermittelung  der  nothwendigen 
Eigenschaften  der  Gruppe  P  handelt,  so  nehmen  wir  an,  es  seien 
alle  nöthigen  Vorbereitungen  getroffen  und  der  Körper  ß  so 
beschaffen,  dass  durch  Adjunction  einer  Wurzel  der  cyklischen 
Gleichung  fp{x)^=0,  von  Primzahlgrad  m,  die  Gruppe  P  sich 
auf  einen  ihrer  Theiler,  Q,  reducirt. 

Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  von  q)(x)  =  0  mit 

S,    £j,    Sa   .  .  .    £m  — 1, 

80  sind  alle  diese  Grössen  rational  (in  £i)  durch  eine  beliebige 
unter  ihnen  ausdrückbar,  und  wenn  P  die  Gruppe  von/(a:)  =  0 

')  Auf  diese  Form  der  Frageatelluag  hat  zuerst  C.  Jorilan  hin- 
gewiesen (Traitö  des  aubstitutioua  p.  386). 
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in  £1  ist,  so  ist  Q  die  Gruppe  derselben  Gleichung  in  ß  (e).  oder 
was  dasselbe  ist,  in  ß(Fi),  ß(fs)  .  -  ■  iß(e,„_,).  Nun  können  wir 
aber  den  Schlusssata  in  §,  157  anwenden.  Nach  diesem  Satze  muss 
der  Index  j  des  Theilers  Q  von  P  ein  Tlieiler  von  m  sein,  und 
da  m  als  Primzahl  vorausgesetzt  ist,  so  ist  m  =j.  Ausserdem  ist 
nach  demselben  Satze  e  rational  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung 
f{x)  =  0  darstellbar: 

s  =^  i>{X(,,  a^i  .  .  .  a:„,_i). 
Diese  Function  gehört  zur  Gruppe  Q,  und  wenn  wir  daraiif 
sämmtliche  Permutationen  der  Gruppe  P  anwenden,  so  erhalten 
wir  die  Functionen  s,  e,,  e^  .  . .  £,„_j  und  keine  anderen.  Diese 
Functionen  gehören  zu  den  conjugirten  Gruppen  n.-'^Q^t.  Da 
aber  jede  dieser  Functionen  rational  durch  jede  andere  aus- 
drückbar ist,  so  müssen  sie  alle  zu  derselben  Gruppe  gehören, 
d.  h.  Q  ist  ein  Normaltheiler  von  F. 

Wir  haben  also  hiermit  den  ersten  Satz  bewiesen: 
I.    Wenn    dieGruppe    einer    Gleichung   P    durch 
Adjunction   der   Wurzeln    einer   Aberschen   Glei- 
chung  reducirt  wird,   so    hat  P  einen   Normal- 
theiler Q  von  Primzahlindex. 
Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren. 

Wenn  nämlich  die  Gruppe  P  einen  Normaltheiler  Q  vom 
Index  m  hat,  so  können  wir  eine  zu  Q  gehörige  Function  t 
wählen,  und  die  damit  conjugirten  Functionen  ip,  ^„  i'2  .  ■  ■  ■«('„.-i 
gehören  alle  zu  derselben  Gruppe.  Der  Körper  Si(i>)  ist  ein 
Normalkörper  und  t  die  Wurzel  einer  Normalgleichung.  Im 
Körper  Sl(t)  ist  Q  die  Gruppe  von  f{x)  =  0  {§.  155).  Wenn 
aber  m  eine  Primzahl  ist,  so  ist  f  nach  §.  163  die  Wurzel  einer 
cyklischen  Gleichung,  und  damit  ist  also  bewiesen: 

IL  Wenn  die  Gruppe  P  von  f{x)  —  0  einen  Normal- 
theiler  Q  von  Primzahliadcx  m  hesitzt,  so  wird 
durch  Adjunction  der  Wurzel  einer  cyklischen 
Gleichung  m*™  Grades  die  Gruppe  P  auf  Q 
reducirt, 

§.  176. 
Metacyklische  Gleichungen. 

Wir  wollen  eine  Gleichung,  deren  vollständige  Lösung  sich 
auf  eine   Kette   von   cyklischen  Gleichungen   zurückführen   lässt, 
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eine  mctacykljsche  Gleichung  nennen.  Die  cykliachen 
Gleichungen  selbst  sind  als  specieller  Fall  darunter  mit  enthalten, 
und  nach  dem  im  §,  175  Bemerkten  sind  die  metacyklischen 
Gleichungen  dieselben,  wie  die  durch  Badicale  lösbaren  Glei- 
chungen. Ist  P  die  Gruppe  einer  solchen  Gleichung,  so  muas  sie 
nach  dem  vorigen  Paragraphen  einen  Normalthciler  von  Prim- 
zahlindex j^,  den  wir  jetzt  mit  P^  bezeichnen  wollen,  besitzen. 
Besteht  P,  aus  der  einzigen  identischen  Permutation,  so  ist  P 
selbst  cyklisch  und  von  Primzahlgrad.  Ist  P^  nicht  die  Einheits- 
gruppe, so  muss  P[  wieder  einen  Normaltheiler  P^  von  Prira- 
zahlindex  j^  enthalten  u.  s.  f.,  bis  wir  endlich  zur  Einheitsgruppe 


Daas  es  auch  die  für  eine  metacyklische  Gleichung  au8- 
reichende  Bedingung  ist,  wenn  ihre  Gruppe  P  diese  Zusammen- 
setzung hat,  ergiebt  sich  aus  dem  vorigen  Paragraphen.  Wir 
sprechen  also  den  Satz  aus; 

III.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
eine  metacyklische  Gleichung  ist  die,  daas  es 
eine  Reihe  von  Gruppen 

P,  Pi,  Pä,  P3  -  .  . 
giebt,    deren    erste    die    Galois'sche    Gruppe    der 
Gleichung,   deren  letzte  die  Einheitsgruppe   ist, 
von    denen   jede   folgende    ein    normaler    Theiler 
der  nächst  vorangehenden  von  Prirazahlindex  ist. 

Hiernach  nennen  wir  eine  Permutationsgruppe  P,  die  diese 
Eigenschaft  hat,  zu  der  sich  also  eine  Kette  von  Gruppen 

P,    Pi,    Pä    -    .   .    P;,_l,    1 

so  bestimmen  lässt,  daas  jedes  Glied  Normaltheiler  des  vor- 
angehenden von  Priüizabhndex  ist,  eine  metacyklische 
Gruppe  1) 

Wir  haben  hier  die  Bedingung  fui  diL  vollständige  Auf- 
lösbarkeit einer  Gleichung  durch  eine  ki-tt  vcn  cykliachen 
Gleichungen  eihxlten     Es  handelt  si  h  al  pi  nich  um  die  Frage, 


1)  De;  iusdroi.k  „metiovVhsche  Giuppen"  jst  zuerst  von  Ivvoneoker, 
wenn  aucli  in  beeehnnklerem  'iinne  gebnucbt  loh  nioubte  hier  diese 
leichte  Verallgomeinej  ung  eines  sthoo  bekannten  Äusdrucliea  in  Stelle  des 
von  FrobeniuB  und  Hüldei  benntzten  Ausdruckes  auflosbaie  Gruppen" 
vorscb  lagen 
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ob  eine  oder  einige  der  Wurzeln  auf  diese  Weise  dargestellt 
werden  können,  während  andere  eine  solclie  Darstellung  nicht 
gestatten.  Diese  Frage  ist  nur  berechtigt  bei  irreduciblen  Glei- 
chungen, da  bei  reduciblen  Gleichungen  alle  denkbaren  Corabi- 
iiationen  vorkommen  können,  und  hier  gilt  nun  der  Satz; 

IV.  Wenn  eine  Wurzel  einer  irreduciblen  Gleichung 
durch  Lösung  cyklischer  Gleichungen  bestimm- 
bar ist,  so  ist  die  Gleichung  metacyklisch. 

Wenn  eine  iri'educible  Gleichung  w*™  Grades /(a:)  :=  0  auch 
nur  eine  Wurzel  hat,  die  durch  successive  Adjunction  von  Wurzeln 
cykUscher  Gleichungen  rational  wird,  so  muss  sie  nothwendig 
durch  diese  Adjunction  reducibel  werden,  da  sich  ja  schliesslich 
ein  linearer  Factor  absondern  muss.  Es  sei  also  P  die  Gruppe 
unserer  Gleichung,  nachdem  alles  Nöthige  so  weit  adjungirt  ist, 
dass  zwar  f(x)  noch  nicht  reducibel  ist,  aber  durch  die  nächste 
Adjunction  der  Wurzel  b  einer  cyklischen  Gleichung  von  Prim- 
zahlgrad m  in  Factoren  zerfällt.  Es  muss  dann  F  nach  §,  175 
einen  Normaltheiler  Q  vom  Index  m  haben,  auf  den  sich  die 
Gruppe  der  Gleichung  nach  Adjunction  von  s  reducirt,  und  die 
Permutationsgruppe  Q  muss  intransitiv  sein.  Wenn  Q  die  Ein- 
heitsgruppe ist,  so  ist /(a:)  =  0  durch  Adjunction  von  b  voll- 
ständig gelöst.  Ist  aber  Q  noch  von  der  Einheitsgruppe  ver- 
schieden, so  treten  die  Sätze  des  §,  158  in  Kraft,  Danach  zerfällt 
/(sc)  nach  Adjunction  von  e,  da  ja  hier  der  Index  von  Q  eine 
Primzahl  ist,  in  m  Factoren,  9  {x,  e),  ip^  (a;,  e),  ,  .  ,  ip„^-i  (x,  s),  vom 
gleichen  Grade  ;*  und  es  ist  (im  =  n. 

Ist  z.  B.  n  eine  Primzahl,  so  muss  n  ^^  1  sein;  die  Func- 
tionen <p  sind  linear,  und  die  Gleichung  /{x)  =  0  ist  voll- 
ständig gelöst;  also  ist  der  Satz  IV  für  Gleichungen  von  Prim- 
zahlgrad richtig.  Im  allgemeinen  Falle  muss  einer  der  Factoren 
(t*™  Grades  rp(x,£),  q)i(x,  b),  .  .  .  <p„t~i(x,  £)  etwa  q>(x,f)  eine 
Wurzel  haben,  die  durch  Adjunction  der  Wurzeln  cyklischer 
Gleichungen  rational  wird,  und  wenn  wir  also  annehmen,  dass 
unser  Satz  für  Gleichungen  (*""  Grades  schon  bewiesen  sei,  so 
folgt,  dass  (p{x,  e)  ^  0  selbst  und  also  auch  ihre  Gruppe  meta- 
cyklisch ist. 

Da  aber  nach  §.  158  die  verschiedenen  Gleichungen  cp  ^=  0, 
q>,  =  0,  .  .  .  9J™_i  =  0  dieselbe  Gruppe  haben,  so  sind  sie  alle 
und  mithin  auch  f(x)  =  0  metacyklisch. 
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Unter  der  Voraussetzung,  also,  tlass  der  Satz.  IV  für  Glei- 
chungen /a'*"  Grades  richtig  ist,  folgt  seine  Richtigkeit  für  Glei- 
chungen ftm»™  Grades;  und  da  er  für  Gleichungen  von  Prim- 
zahlgrad gilt,  so  ist  er  allgemein  nachgewiesen. 


Einfachheit  der  alternirenden  Gruppe. 

Wir  hahen  früher  gesehen  (§.  149),  dass,  wenn  wir  die 
Coefficienten  einer  Gleichung  ?t""  Grades  als  unabhängige  Variahle 
und  den  Körper  aller  rationalen  Functionen  dieser  Coefficienten 
als  Eationalitätsbereich  betrachten,  die  Galois'sche  Gruppe  der 
Gleichung  die  syrnrnetrische  Gruppe  ist,  In  der  symmetrischen 
Gruppe  ist  immer  ein  Normaltheiler  vom  Index  2  enthalten,  die 
alternireiide  Gruppe,  auf  die  sich  die  Gruppe  der  Gleichung 
reducirt,  wenn  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  adjun- 
girt  wird.  Bei  vier  Ziffern  hat  die  alternirende  Gruppe,  die  aus- 
dcr  identischen  Permutation,  acht  dreigliedrigen  Cykeln  und 
drei  Paaren  von  Transpositionen  besteht,  den  Normaltheiler  vom 
Index  3: 

1,     (0,  1)(2,  3),     (0,  2)(1,  3),     (0,  3)(1,  2). 

Diese  Gruppe  hat  drei  verschiedene  Normaltheiler  vom  In- 
dex 2,  von  denen  wir  einen  1,  {0,  1)(2,  3)  bevorzugen,  von  dem 
wieder  die  Einheitsgruppe  ein  Normaltheiler  vom  Index  2  ist. 
Die  Gruppe  der  24  Permutationen  von  vier  Zifi'ern  ist  also 
metacyklisch ,  und  darauf  beruht  jede  Auilösungsmethode  der 
biquad ratischen  Gleichung  (§,  160,  161). 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass,  wenn  n  grösser  als  4  ist, 
die  alternirende  Gruppe  ausser  der  Einheitsgruppe  überhaupt 
keine  normalen  Theiler  hat,  oder  nach  der  früher  eingeführten 
Bezeichnung  einfach  ist.  Daraus  folgt  dann,  dass  die  Bedingung, 
die  wir  für  die  algebraische  Auflösbarkeit  einer  Gleichung  als 
nothwendig  gefunden  haben,  für  die  Gleichungen  von  höherem 
als  dem  vierten  Grade,  deren  Gruppe  die  symmetrische  oder  die 
alternirende  ist,  nicht  erfüllt  ist,  und  dass  also  Gleichungen 
von  höherem  als  dem  vierten  Grade,  so  lange  die  Coeffi- 
cienten unabhängige  Variahle  sind,  nicht  mehr  alge- 
braisch lösbar  sind. 
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Der  Beweis,  dass  die  alternirende  Gruppe  einfach  ist,  lässt 
sich  so  führen: 

Sei  _A  die  alternirende  Gruppe  der  Permutationen  von  n 
Ziffern  0,  1,  2  .  .  .  n  —  1  und  Q  ein  normnler  Theiler  von  Ä. 
Wir  haben  im  §.  153,  6.  und  §.  154,  6.  gesehen,  dass  sich  alle 
Permutationen  von  Ä  aus  dreigliedrigen  Cyklen  zusammmensetzen- 
lassen,  und  dass  man,  wenn  x  und  ji  irgend  welche  Permutationen 
sind,  die  transformirte  Permutation  zu  x,  Jt~^  xji  erhält,  wenn 
man  in  den  Cyklen  Von  x  die  Vertauschungen  ir  vornimmt,  Ist 
nun  X  ein  dreigliedriger  Cyklus,  etwa  (0,  1,  2),  so  kann  man  n 
aus  A  so  wählen,  dass  ^i—'-xTt  jeden  beliebigen  dreigliedrigen 
Cyklus  der  n  Ziffern  darstellt;  denn  man  kann  in 
_  /O,  1,  2,  3  .  .  .  w  —  1\ 
Vau,  «1,  «a,  «3  .  .  .  o„_i/ 
die  drei  ersten  Ziffern  a^,  «i,  «^  beliebig  wählen,  und,  wenn  es 
nöthig  ist,  damit  it  zn  A  gehöre,  noch  «j  und  «a  vertauschen. 
Dadurch  geht  aus  x  einer  der  beiden  Cyklen  (Oq,  öi,  a^),  (uo-  »a,  «i) 
hervor,  von  denen  jeder  die  zweite  Poteun  des  anderen,  ist. 
Wenn  nun  Q  ein  Normaltheiler  von  J.  ist,  und  x  eine  Permu- 
tation aus  Q,  so  ist  ;t-'x3i  auch  in  Q  enthalten,  wenn  tc  in 
A  enthalten  ist,  und  daraus  folgt,  dass,  wenn  in  Q  ein  drei- 
gliedriger Cyklus  vorkommt,  Q  mit  A  identisch  ist. 

Unser  Beweis  beruht  nun  darauf,  dass,  wenn  x  irgend  eine 
Permutation  in   Q  ist,  auch  n—'^  x  n  und  folglich  auch 
(1)  i  =  ^>»->«:r 

in  Q  vorkommen  muss,  und  es  ist  dann  zu  zeigen,  dass  man, 
wenn  x  irgend  eine  nicht  identische  Permutation  ist,  ji  immer  so 
aus  A  wählen  kann,  dass  die  Perrautation  k  ein  dreigliedriger 
Cyklus,  und  folglich  Q  mit  A  identisch  wird. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  sowohl  x  als  ji  in  ihre  Cykeln 
zerlegt  an  und  bemerken,  dass  man  bei  der  Bildung  von  X  solche 
Cykebi  von  x  gar  nicht  zu  berücksichtigen  braucht,  deren  Ziffern 
durch  11  ungeändert  bleiben,  weil  sie  sich  in  «— '  und  x  gegen- 
seitig aufheben.  Wir  müssen  nun  die  verschiedenen  möglichen 
Fonnen  von  x  einzeln  betrachten. 

1.    Es   enthalte  x   einen   Cyklus   von   mehr  als  drei  Ziftern 
etwa  (1,  2,  Ü  .  .  .  m),   wir  nehmen  n  =^  (1,  2,  3)  an  und 
erhalten 
X  =  «-'Ä-ixJt  =  (l,fli,  )ff— 1  ...  2)  (2,  3,  1,4  ..  .  »»)  =  (!,  2,4) 
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In   Q  kommt  also  ein  dreigliedriger  Gyklus  vor. 

2.  Es  enthalte  x  zwei  dreigliedrige  Cykleii  (1,  2,  3)  (4,  5,  6). 
Wir  nehmen  n  =  (1,  3,  4}  an  und  erhalten 

k  =  (1,  3,  2)  (4,  6,  5)  (3,  2,  4)(1,  5,  6)  =  (1,  2,  5,  3,  4). 
Diese  Permutation  J.,  die  in  Q  enthalten  ist,  fällt  aber  unter 
den  Fall  1. 

3.  Es  enthalte  x  einen  dreigliedrigen  und  einen  zwei- 
gliedrigen CykluB  (1,  2,  3)  (4,  5).  (Daes  in  x,  wenn  es  zu 
A  gehört,  noch  ein  zweiter  Cyclus  von  gerader  Gliederzahl 
vorkommen  muss,  ist  hier  gleichgültig).  Für  sr  ^  (1,  2,  4) 
ergieht  sich 

A  =  (1 ,  3,  2)  (4,  5)  (2,  4,  3)  (1,  5)  =  (!,  2,  5,  3,  4), 
was  wieder  unter  den  Fall  1.  fällt. 

4.  Es  enthalte  x  drei  Transpositionen,  (1 ,  2)(3,  4)(5,  6). 
Für  31  z=  (1,  3,  5)  folgt 

A  =  (1,  2)(3,  4)(5,  6) (3,  2)(5,  4)(1,  6)  =  (1,  3,  5)(2,  6,  4), 
was  unter  den  Fall  2.  fällt. 

5.  Es  enthalte  x  zwei  Transpositionen  und  ein  unverändertes 
Element  (1,  2)(3,  4)(5).     Man   setzt  jt  =  (1,  2,  5)   und 

X  =  (1,  2){3,  4)(5)(2,  5)(3,  4)(1)  =  (1,  5,  2). 

Damit  sind  alle  Fälle  erschöpft,  wenn  w  >■  4  ist.  Für 
M  r=  4  bleibt  der  eine  Fall  noch  übrig ,  dass  x  aus  zwei  Trans- 
positionen besteht,  der  eben  das  besondere  Verhalten  bei  n  =  i 
herbeiführt,  wodurch  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichung 
4'™  Grades  ermöglicht  wirdi). 

Es  folgt  aus  diesem  Satze  weiter,  daaa  die  symmetrische 
(jruppe  keine  anderen  normalen  Theiler  hat,  als  sich  selbst, 
die  altemirende  Gruppe  und  die  Einheitsgruppe,  Denn  ist  S  die 
symmetrische,  A  die  alternirende  Gruppe  und  Q  ein  normaler 
Theiler  von  5",  so  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  Q' 
von  A  und  Q  ein  normaler  Theiler  von  A,  ist  also  gleich  A 
oder  gleich  I. 

J)  Der  erste  vollständige  Beweis,  dnss  clie  allgemeine  Gleichung  von 
höherem  als  dem  4'en  Grade  durch  Radicale  aiclft  löshar  ist,  röhrt  von 
Abel  her  (Crelle's  Journal,  Bd  I,  1826).  Ueber  die  älteren  Beweis  versuche 
von  Ruffini  (1799  bis  1306)  und  ihr  Verhältnias  zum  Aberecheii  Beweis 
vergleiche  man  die  Abhandlung  von  Burkhardt,  „Die  Anfänge  der 
Gruppen theorie  und  Paolo  Ruffini"  (ÄiihnndlunRen  zur  Geschichte  der 
Mathematik  VI.      Supplement  zu   Schlömiloh's   Zeitschrift.     Leipzig   1892). 
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Ist  Q'  gleich  Ä,  so  ist  Q  entweder  auch  gleich  A  oder 
gleich  S.  Ist  Q'  aber  =  1,  so  enthält  Q  ausser  der  Einheit  keine 
Permutation  der  ersten  Art.  Sind  also  %  und  X  zwei  verschiedene 
und  von  der  Einheit  verschiedene  Permutationen  von  §,  so 
müssen  x^  und  x  l  als  von  der  ersten  Art  =  1  sein,  d.  h.  X  muss 
^  «  sein.  Es  kann  also  Q  höchstens  eine  von  der  identischen 
verschiedene  Permutation  x  enthalten.  Da  aber  Q  ein  Normal- 
theiler  von  S  sein  soll,  so  muss  für  jede  Pennutation  n  aus  der 
symmetrischen  Gruppe  jr~'xjr  =  x  sein,  d.  h.  x  darf  sich  nicht 
ändern,  wenn  in  seinen  Cyklen  irgend  eine  Permutation  ausgeführt 
wird.  Dies  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  überhaupt  nur  zwei 
Ziffern  1 ,  2  vorhanden  sind  und  k  ^=  (1 ,  2)  ist.  Dann  aber  ist 
1,  (1,  2)  die  ganze  Gruppe  S. 


§■  "8. 

Nicht  mctacykiische  Gleichungen  im  Körper  der 

rationalen  Zahlen. 

Durch  den  Satz  des  vorigen  Paragraphen  ist  der  Nachweis 
geführt,  dass  eine  Gleichung  w**"  Grades,  wenn  n  grösser  als  4 
ist,  nicht  mehr  algebraisch  gelöst  werden  kann,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  werden.  Von 
grösserem  Interesse  noch  ist  aber  die  Frage,  ob  es  in  dem  Körper 
der  rationalen  Zahlen  Gleichungen  h*™  Grades  giebt,  die  nicht 
algebraisch  lösbar  sind.  Die  Frage  lasst  sich  noch  etwas  all- 
gemeiner stellen,  nämlich  so,  ob  es  ganzzahlige  Gleichungen  giebt, 
deren  Gruppe  die  symmetrische  Gruppe  ist,  die  also  nach  einer 
früher  erklärten  Ausdrucbsweise  keinen  Affect  haben. 

Bildet  man  die  Galois'sche  Resolvente  G{t)  =  0  vom  Grade 
JI(n)  einer  allgemeinen  Gleichung  w""  Grades  /(ar)  =  0  mit  un- 
bestimmten Coefficienten  «,  so  ist  G  (()  eine  ganze  Function  der 
Veränderlichen  (  und  a,  welche  eich  nicht  in  Factoren  zerlegen 
lässt,  die  wieder  rationale  Functionen  von  t  und  a  sind.  Sub- 
stituirt  man  für  die  Variablen  a  Grössen  irgend  eines  Körpers  ß, 
und  wird  dann  G-(t)  in  diesem  Körper  reducibel,  so  hat  die 
Gleichung  f(x)  =  0  im  Kationalitätsbereich  £1  einen  Affect. 
Unsere  Frage  kommt  also  darauf  hinaus,  ob  man,  in  G(t)  für 
die  Variablen  a  solche  rationale  Zahlen  setzen  kann,  dass  G{t) 
im  Körper  der  rationalen  Zahlen  irreducibel  bleibt. 
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Diese  Frage  hat  (.nie  ^anz  j,ll  i^emeiiie  Beantwortung  ge- 
funden in  einer  Abhandlung  von  Hilberth),  wo  der  allgemeine 
Satz  bewiesen  ist,  dass  man  in  einer  ineduciblen  Function  beliebig 
vieler  Variablen  tur  einen  beliebigen  Theil  der  Variablen  solche 
rationale  Zahlen  setzen  kann,  dass  eine  irreducible  Function  der 
übrigen  Variablen  entsteht  Auf  diesen  allgemeiuen  Satz  können 
wir  hier  nicht  eingehen 

Wir  werden  aber  die  gestellte  Frage  viel  einfacher,  wenn 
auch  bei  Weitem  nicht  so  allgemein  beantworten,  indem  wir  zeigen, 
dass  sich  für  jeden  Primzahlgrad  Gleichungen  ohne  Affect  finden 
lassen. 

Wir  haben  in  §,  153,  9-  bewiesen,  dass  eine  transitive 
Permutationsgruppe  von  n  Ziffern,  die  nicht  die  symmetrische 
Gruppe  ist,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  keine  einzelne  Transposition 
enthalten  kann. 

Unter  einer  Gleichung  mit  einem  Affect  haben  wir  eine  solche 
verstanden,  deren  Gruppe  nicht  die  symmetrische  ist.  Hat  also 
die  irreducible  Gleichung  f(x)  =  0  einen  Afi'ect  und  ist  ihr  Grad 
eine  Primzahl,  so  muss  ihre  Gruppe  P  transitiv  sein,  und  sie 
kann  keine  Transposition  zweier  Wurzeln  enthalten.  Wenn  wir 
also  irgend  n  —  2  der  Wurzeln  dem  Kation alitätsbereich  adjun- 
giren,  so  muss  sie  sich  auf  die  Einbeitsgruppe  reduciren,  da  ja 
ausserdem  nur  noch  die  Vertauschung  der  beiden  letzten  Wurzeln 
übrig  bleiben  könnte,  die  in  P  nicht  vorkommt.  Daraus  folgt 
also,  dass  die  beiden  letzten  Wurzeln  in  dem  erweiterten  Körper 
ß  enthalten  sind,  oder  der  Satz: 

1.  Wenn  eine  irreducible  Gleichung,  deren  Grad 
neine  Primzahl  ist,  einen  Affect  hat,  so  können 
zwei  beliebige  von  ihren  Wurzeln  rational 
durch  die  übrigen  ausgedrückt  werden. 

Daraus  folgt  als  CoroUar; 

2.  Wenn  der  Körper  il  nur  reelle  Zahlen  enthält, 
so  kann  eine  irreducible  Gleichung  von  Prim- 
zahlgrad n  mit  einem  Affect  in  ß  nicht  zwei 
imaginäre  und  n  —  2  reelle  Wurzeln  haben. 

Nun   giebt    es   aber   unzählige   Gleichungen   von  jedem  be- 


']  Ueber  dio   Irreducibilität    gaazoi-    rationaler   Functionen  mit   gani- 
zahligeu  Coöfficientcn.     Journal  für  Watlicmatik,  Bd.  HO, 
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liebigen   (Jrade  «,  mit  reellen  Coei'ficienten ,   flio  zwei   conjugirt 
imaginäre  und  n  —  2  reelle  Wurzeln  haben;  man  kann  ja  in 
f(x)  =  (x^  a,){x  _  (y.,)  .  .  .  (^  -  «„) 

=  ai"  -]-  «,3:"-'  +  %«"-^  -\-  ■  ■  ■  -\-  a„ 
«1 ,  «ä  beliebig  conjugirt  imaginär  und  die  übrigen  «  reell  an- 
nehmen. Die  Anzahl  der  reellen  und  imaginären  Wurzeln  von 
f{x)  ändert  sich  aber  nicht,  wenn  die  Coefficienten  innerhalb 
gewisser  endlicher  Grenzen  stetig  verändert  werden  (vergl.  den 
siebenten  Abschnitt),  und  folglich  giebt  es  auch  solche  Gleichungen, 
deren  Coefficienten  rationale  Zahlen  sind,  da  man  in  beliebiger 
Nähe  von  irgend  welchen  gegebenen  reellen  Zahlen  immer  ratio- 
nale Zahlen  finden  kann. 

Es  ist  also  nur  noch  nachzuweisen,  dass  man  diese  rationalen 
Coefficienten  so  wählen  kann,  dass /(a^)  irreducibel  wird.  Dies 
ergiebt  sich  aber  aus  folgendem  Satze: 

3.  Istpeine  Primzahl,  Cq,c-,,  c^  ..■  c„  eine  Reibe  ganzer 
Zahlen,  von  denen  Cf,  durch  p  nicht  theilbar,  c„ 
e^'.  .  .  Cn  durch  p  theilbar,  aber  c„  nicht  durch  p^ 
theilbar  ist,  so  ist  die  Function 

ip  (x)  =  CfiX"  -\-  c,  X"—''  -\-  ■  ■  ■  -\-  Cn 
irreducibel. 
Denn   wenn    <p(x)   in   zwei   Factoren   mit  rationalen   Coeffi- 
cienten zerfällt,   so  können  (nach  §.  2)  die  Factoren   auch  ganz- 
zahlig angenommen  werden.     Sei  also 

fp(x)^{K,a^^a,a^-^  -\ \- «^){ßa^-^ß,x''-^-\ \-ß^), 

h  und  h  beide  grösser  als  Null  und  ihre  Summe  gleich  w. 

Da  cihßk  ^  c„  ist,  so  muss  einer  der  beiden  Factoren  «j,,  ß^ 
durch  p  theilbar  sein ,  der  andere  nicht  Es  möge  ßj^  durch  p 
theilbar,  a^  nicht  theilbar  sein,  und  da  nicht  alle  ß  durch  p 
theilbar  sein  können,  weil  sonst  auch  Ca  durch  j)  theilbar  wäre, 
so  sei  ßr  nicht  durch  p  theilbar,  ßt^-,,  ßv  +  2  ■  ■  ■  ßk  durch  p  theil- 
bar. Der  Coefficient  von  x''—"  in  dem  Product  der  beiden  Fac- 
toren ist  dann  a^ßv  +  «ä_i/3,  +  j  -[-■■■,  also  durch  p  nicht 
theilbar.  Es  müsste  also  h  —  r  =  »  sein,  was  nicht  möglich 
ist,  da  schon  h  <  n  sein  muss. 

Setzt  man  also  für  die  Coefficienten  von  f{x): 
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80  ist /(^)  irredudbel,  und  man  hat  in  der  Wahl  der  ganzen 
Zalilen  c  noch  Freiheit  genug,  um  die  rationalen  Brüche  Oj, 
a.2  .  .  .  On  einem  beliebig  gegebenen  Werthsystem  beliebig  nahe 
zu  bringen. 

Damit  ist  aber  der  Satz  bewiesen: 

4.  Es  giebt  von  jedem  beliebigen  Primzahlgrade  an- 
cndlich  viele  Gleichungen  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  ohne  Affect. 

Der  Beweis,  der  hier  geführt  ist,  zeigt,  dass  solche  affect- 
l'reie  Gleichungen  gefunden  werden  können,  deren  Coefficienten 
ein  endliches  Gebiet  überall  dicht  erfüllen,  das  Gebiet  nämlich, 
in  dem  die  reellen  Coefficienten  der  Gleichungen  mit  nur  zwei 
conjugirt  imaginären  Wurzeln  liegen.  Der  Beweis  ist  also,  ab- 
gesehen davon,  dass  er  sich  nur  auf  Primzahlgrade  beschränkt, 
auch  insofern  nicht  erschöpfend,  als  er  uns  keinen  Aufschluss 
giebt  über  die  übrigen  Gebiete,  in  denen  aller  Wahrscheinlichkeit 
nach  die  Sache  sich  ebenso  verhält. 

§■  n9, 

Auflösung  durch  reelle  Radicale. 

Bei  der  Auüösuug  der  cubischen  Gleichungen  mit  reellen 
Coefficienten  hat  man  von  Alters  her  die  zwei  Fälle  unterschieden, 
in  denen  die  Discriminante  negativ  oder  positiv  ist.  Im  zweiten 
Falle  hat  man,  obwohl  die  Gleichung  dann  gerade  drei  reelle 
Wurzeln  hat,  bei  der  Anwendung  der  Cardanischen  Formel  die 
dritte  Wurzel  aus  einem  imaginären  Ausdruck  zu  ziehen,  und  der 
Versuch,  die  Wurzeln  in  reeller  Form  darzustellen,  führt  immer 
wieder  auf  eine  cubische  Gleichung  von  derselben  Beschaffenheit, 
Darum  hat  man  diesen  Fall  den  casus  irreducibilis  genannt. 
Die  cubischen  Gleichungen  des  casus  irreducibilis  sind  ein 
specieller  Fall  der  cyklischen  Gleichungen  mit  reellen 
Wurzeln,  die  wir  im  §.  165  kennen  gelernt  haben,  bei  deren 
Lösung  gleichfalls  Wurzeln  aus  imaginären  Grössen,  oder  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  Winkeltheilungen,  vorkommen.  Dass 
diese  Wurzeln  aus  imaginären  Grössen  oder  Winkeltheilungen 
auf  keine  Weise  zu  vermeiden  sind,  können  wir  jetzt  beweisen  i)- 
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Wir  setzen  einen  reellen  Rationalitätsbereich  Si  vor- 
aus, und  nehmen  in  ihm  eine  Normalgleichung  ^((}  ^^  0  an, 
d.  h.  eine  irreducible  Gleichung,  deren  Wurzeln  alle  rational 
durch  eine  beliehige  von  ihnen,  p,  ausdriickbar  sind.  Wenn  eine 
von  den  Wurzeln  reell  ist,  so  müssen  auch  alle  anderen  reell 
sein,  und  g(t)  hat  also  entweder  lauter  reelle  oder  lauter  paarweise 
conjugirte  imaginäre  Wurzeln,  g{t)  =  0  kann  die  Galois'sche 
Resolvente  irgend  einer  gegebenen,  sei  es  irreduciblen,  sei  es 
reduciblen  Gleichung  F{x)  ^  0  sein ,  und  wenn  also  g  (()  nur 
reelle  Wurzeln  hat,  so  kann  auch  F{x)  nur  relle  Wurzeln  haben, 
weil  die  Wurzeln  von  F{x)  rational  durch  eine  Wurzel  von  g(fj 
darstellbar  sind.  Wenn  unter  den  Wurzeln  von  F{x)  imagi- 
näre sind,  so  hat  g(t)  nur  imaginäre  Wurzeln.  Hat  aber  F{x) 
lauter  reelle  Wurzeln,  so  sind  auch  die  Wurzeln  von  g(t)  reell, 
■weil  sie  ja  rational  durch  die  Wurzeln  von  F{x)  ausgedrückt 
werden  können. 

Wenn  nun  g(f)  durch  Adjunction  einer  Wurzel  b  einer 
irreduciblen  Gleichung  %  =  0,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist, 
reducirt  wird,  so  sind,  wie  wir  im  §.  157  gesehen  haben,  die 
sämmtlichen  Wurzeln  von  %  i"  ^(o)  enthalten,  und  wenn  also 
Q  reell  ist,  so  sind  alle  Wurzeln  von  %  reell. 

1.  Eine  Normalgleichung  mit  reellen  Wurzeln  kann 
also  nur  durch  solche  irreducible  Gleichungen 
von  Primzahlgrad  reducirt  werden,  die  lauter 
reelle  Wurzeln  haben. 

Wir  fragen   nun,    ob   eine   Reduction    der  Normalgleichung 

durch  Adjunction  eines  reellen  Radicales  ya  bewirkt  werden 
kann.  Wir  dürfen  dabei  annehmen,  dass  der  Grad  p  des  Radicales 
eine  Primzahl  sei,  weil  jedes  Radical  sich  auf  eine  Reihe  von 
Wurzelziehungen  von  Primzahlgrad  reduciren  lässt.  Auch  können 
wir  voraussetzen,   dass  a  nicht   die  ^"  Potenz    einer   rationalen 

Grösse  sei,  weil  sonst  die  reelle  Wurzel  ya  rational  wäre. 

Unter  dieser  Vorraussetzung  ist,  wie  wir  jetzt  beweisen  wollen, 
xP  —  a  irreducibel.    Denn  bezeichnen  wir  einen,  k.  B.  den  reellen 

p  _ 
Werth  Ya  mit  w  und   eine   imaginäre  p^  Einbeitswurzel   mit   e, 
so  sind 
(1)  «,     £«,     s^K  .  .  .  BP-'a 
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diu  Wurzeln  der  Gleichung 

(2)  a^P  —  ((  =  0. 
Ist  diese  Gleichung  reducibel,  so  ist 

(3)  3:P~-a=f,(x)A(x), 

und  /■!,  /ä  sind  Functionen  in  iß  von  niedrigerem  als  dem  p**"  Grade. 
Ein  Theil  der  Wurzeln  (1)  wird  auf /^  =:  0,  ein  anderer  Theil 
auf  /a  3=  0  fallen.  Ist  also  (i  der  Grad  von/,,  so  muss  für 
irgend  einen  Exponenten  X 

eine  Grösse  in  ß  sein  [das  von  it  unabhängige  (Jhed  in/i(3:)|, 
also,  wenn  man  in  die  p'^  Potenz  erhebt, 

(4)  o."  =  S.. 

Nun  ist  0  <  fi  <  jJ  und  daher  (i  und  p  relativ  prim,  so  dass 
sich  zwei  ganzo  Zahlen  h  und  h  aus  der  Gleichung 

(ih  -j-  pÄ  =  1 
bestimmen  lassen.     Es  ist  dann  silso  nach  (4) 

also  wäre,  gegen  die  Voraussetzung,  a  die  p"  Potenz  einer  Grösse 
in  il. 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  sieht,  unabhängig  von  der  Voraus- 
setzung, dass  rß  ein  reeller  Körper  sei.  Nehmen  wir  ihn  aber  reell 
an  und  ist  p  nicht  gleich  2 ,  so  hat  die  Gleichung  (2)  imaginäre 
Wurzeln,  und  kann  nach  1.  eine  Normalgleichung  g(t}  =  0  nicht 
reduciren.  Wenn  aber  ß  ^  2  ist,  dann  kann  g{t)  nur  dann 
durch  diese  Gleichung  (2)  reducirt  werden,  wenn  a  positiv  und 
der  Grad  von  g(t)  eine  gerade  Zahl  ist;  also: 

2.  Eine  Norraalgleicbung  ungeraden  Grades  kann 
nicht  durch  Adjunction  eines  reellen  Radicals 
reducirt  werden. 

Dieser  Fall  trifft  bei  dem  casus  irreducibilia  der  cubisclien 
Gleichung  zu,  wenn  man  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante 
dem  Rationalitätsbereich  der  Ceefficienten  adjungirt  hat.  Denn 
da  die  Discriminante  positiv  ist,  so  bleibt  der  Rationalitätsbereich 
reell,  und  er  bleibt  auch  reell,  wenn  man  noch  so  viele  reelle 
Radicale  adjungirt,  Soll  die  Gleichung  also  durch  reelle  Radicale 
lösbar  sein,  so  muss  sie  bei  solchen  Adjunetionen  endlich  zer- 
fallen, was  nach  2.  unmöglich  ist 
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In  demselben  Falle  finden  sich  die  cyklischen  und  überhaupt 
alle  irreduciblen  Abel'schen  Gleichungen  von  ungeradem  Grade, 
die  also  niemals  durch  reelle  Radicale  lösbar  sind. 

Hiernach  können  wir  z,  B.  die  cubischen  Gleichungen  im 
Körper  der  rationalen  Zahlen  in  drei  oder  vier  Arten  unter- 
scheiden, die  alle  in  gewissen  von  Alters  her  berühmten  geo- 
metrischen Problemen  auftreten.  Wir  sehen  dabei  von  den 
reduciblen  Gleichungen  ab.  Der  Grad  der  Galois'schen  Gruppe 
muss  dann  ijnmer  durch  3  theübar  sein  (§.  154,  7.)  und  ist  also 
entweder  gleich  3  oder  gleich  G.  Die  Gruppe  kann  also  nach 
§.  157  niemals  durch  Adjunction  von  blossen  Quadratwurzeln  auf 
einen  niedrigeren  als  den  dritten  Grad  reducirt  werden ;  also  kann 
auch  die  Gleichung  nicht  durch  Quadratwurzeln  gelöst  werden. 
Die  entsprechenden  geometrischen  Probleme  sind  nicht  mit  Cirkel 
und  Lineal  zu  lösen, 

Ist  die  Gruppe  vom  Grade  3,  so  haben  wir  eine  cyklische 
Gleichung.  Hierher  gehören  die  aus  der  Kreistheilung  stammen- 
den Gleichungen,  z,  B,  die,  von  der  die  Construction  des  regel- 
mässigen Siebenecks  abhängt.  Die  drei  Wurzeln  einer  solchen 
Gleichung  sind  reell  und  können  nicht  durch  reelle  Radicale 
ausgedrückt  werden.  Unter  den  cubischen  Gleichungen  mit  einer 
Gruppe  6**"  Grades  sind  zu  unterscheiden  die  mit  positiver  und 
mit  negativer  Discriminante. 

Die  ersten  gehören  zum  casus  irreducibilis  und  lassen  sich 
zurückführen  auf  die  Gleichung,  von  der  die  Dreitheilung  eines 
beliebigen  Winkels  abhängt.  Zu  den  Gleichungen  mit  negativer 
Discriminante  gehören  als  specielle  Fälle  auch  die  reinen  cubischen 
Gleichungen  3;^  =  a,  wenn  a  keine  Cubikzahl  ist.  Für  a  =  2 
ergiebt  sich  die  Gleichung,  von  der  das  Delische  Problem  der 
Würfelverdoppelung  abhängt. 


§.  180. 

Metacyklische   Gleichungen   von   Primzahlgrad. 

Die  allgemeinen  Bedingungen,  die  wir  im  §.  176  gefunden 
haben,  sind  noch  nicht  einfach  genug,  um  eine  unmittelbare  An- 
wendung auf  die  Ermittelung  von  metacyklischen  Gleichungen 
oder  auf  die  Entscheidung  über  die  Lösbarkeit  einer  vorgelegten 
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Gleichung  durch  Radicale  zu  gestatten.  Wir  leiten  also,  zunächst 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Grad  »  der  Gleichung  eine 
Primzahl  sei,  ein  anderes  von  Galoia  zuerst  aufgestelltes  Kri- 
terium her. 

Es  sei  jetzt  f{x)  ■=  0  eine  irreducible  Gleichung  vom  Grade 
w  und  n  eine  Primzahl  grösser  als  2.  Soll  f(x)  algebraisch 
lösbar  sein,  so  muss  nach  §.  176  ihre  Gruppe  P  metacyklisch 
sein,  d.  h.  es  muss  eine  Kette  von  Gruppen 

(1)  P,     Pi,     Ps  ...P^_i,  1 

geben,  deren  jede  ein  Normaltheilor  der  nächst  vorangehenden 
mit  Primzahlindex  ist.  Durch  successive  Adjunction  von  Wur- 
zeln cykliacher  Gleichungen  von  Primzahlgrad  wird  die  Gruppe 
der  Gleichung  von  P  auf  Pi,  P^  .  .  .  P«-i,  1  reducirt. 

Die  Function  f(x)  selbst  kann,  wie  schon  im  §.  176  gezeigt 
ist,  nicht  reducirt  werden,  ehe  die  letzte  Adjunction  gemacht  ist, 
worauf  sie  in  n  lineare  Factoren  zerfällt.  Der  Grad  der  letzten 
cyklischen  Gleichung  und  mithin  der  Grad  der  vorletzten  Gruppe 
Pji_i  muss  also  nach  §.  158,  3.  gleich  n  sein. 

Der  Grad  eines  Elementes  einer  Gruppe  ist  immer  ein 
TheUer  vom  Grade  der  Gruppe  und  daher  kann  P^_i  ausser 
der  identischen  nur  Permutationen  von  der  Ordnung  n  enthalten. 
Sie  ist  also  mit  der  Periode  1,  x,  n^ . . .  re"— ^  eines  ihrer  Elemente 
identisch.  Daraus  folgt  nach  §,  153,  dass  jt  eine  cjklische  Permu- 
tation von  sämmtlichen  n  Ziffern  sein  muss,  und  wir  können  die 
Bezeichnung  der  Wurzeln  von  f(x)  so  wählen,  dass 

w  =  (0,  1,  2  .  .  .  M  —  1) 
wird.     Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  mit  x,,  und  setzen  fest,  dass 
Xi  =  X,:  sein  soll,  wenn  «  ^  s'  (raod  n)  ist,   so   geht   durch  je 
jedes  ^  in  Ä  -j-  1  über,  durch  jt^  jn  ^  -|-  2  u.  s.  f.,  und  wir  können 
also  sagen,  dass  die  Gruppe  P^-i  aus  den  Substitutionen  fiir  0 

(2)  (s,  s  +  b\        6  =  0,  1,  2  ...  n  -  1 

besteht.  Jede  irreducible  metacyklische  Gleichung  von  Primzahl- 
grad kann  also  durch  Adjunction  von  Radicalen  in  eine  cyklische 
Gleichung  verwandelt  werden. 

Die  Substitutionen  {z,  0 -{- h)  bilden  einen  speciellen  Fall 
der  allgemeineren  linearen  Substitution 

(3)  («,««  +  S), 

worin  a  und  h  feste  Zahlen  sind ,  die  auch  nach  dem  Modul  n 
reducirt   werden  können,  wo   aber  für  a   der  Werth  0  natürlich 
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auszuachlieasen  ist,  weil  sonst  ja  durcii  (3)  alle  verschiedonoo  s 
in  dasselbe  b  übergehen,  also  gar  keine  Permutation  der  Grössen  x, 
ausgedrückt  wäre.  Ist  aber  a  von  0  verschieden  (mod  »),  so 
wird  durch  (3)  immer  eine  Permutation  dargestellt  sein ,  weil 
dann  nur,  wenn  s  ^  z'  ist,  a«  -|-  &  ^  as'  -j-  6  sein  kann.  Wir 
nennen  (3)  eine  Substitution  für  ^,  die  unter  den  x  eine  Permu- 
tation hervorbringt.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  linearen  Sub- 
stitutionen von  der  Form  (3)  ist  w(m  —  1).  Ihnen  entsprecben 
ebenso  viele  verschiedene  Permutationen  unter  den  x;  denn  es 
kann  nur  dann  füi'  jedes  s 

as  ^h^(^  z  -\-  V  (mod  n) 
sein ,   wenn   b  ^b'   (aus  g  ^=  0  zu  schliesaen)   und   a  ^  a'  (aus 
«  :^  1  zu  schliessen). 

Die  üesammtheit  der  Pennutati on en ,  die  durch  (3)  dar- 
gestellt sind,  bildet  eine  Gruppe;  denn  es  seien 

X  =  (s,  as  +  b),    V  =  [s,  a's  -]-  6') 
zwei  von  diesen  Permutationen,  so  ist 

also 

(4)  IV  =  V  ■=  (ß,  aa's  -f-  a'h  -^  h'), 

was  wieder  von  der  Form  {g,  a"  g  -f-  6")  ist. 

Die  durch  alle  Substitutionen  von  der  Form  (3)  gebildete 
Gruppe,  die  eine  Verallgemeinerung  der  cyklischen  Gruppe  (2) 
ist,  vrollen  wir  eine  lineare  Gruppe  nennen  i);  die  in  ihr  ent- 
haltenen Permutationen  sollen  lineare  Permutationen  heiasen. 

In  der  linearen  Gruppe  sind  verschiedene  Diviaoren  ent- 
halten. Wir  finden  darunter  eine  Gruppe  vom  Grade  n  —  1, 
nämlich  {s,  ag),  die  selbst  wieder  Divisoren  haben  kann. 

Die  Corapositionsregel  (4)  zeigt,  wie  wir  alle  Divisoren  der 
linearen  Gruppe  bilden  können.  Ist  X  =  (n,  ag  -\-  b)  eine  lineare 
öubstitution,  so  ergiebt  sich  nach  (4)  durch  Wiederholung  für 
jeden  Exponenten  h 

A"  ==  [g,  ff"^  +  {1  +  a  -^ h  (1"-')^, 

und  für  a  ■^=  1 

A"  =  (g,g-{-  hb). 

1)  Kronecker  nennt  nur  diese  Gruppe  metacjkUsch. 
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Wenn  also  in  einer  Gruppe  L  eine  Substitution  X  vorkommt, 
in  der  a  r=  1  und  b  von  Null  verschieden  ist,  so  enthält  hiernach 
L  die  ganze  cyklische  Gruppe  (s,  g  -\-  b)  {b  =  0,  l,  .  .'.n —  1). 

Ist  a  nicht  gleich  1,  so  setzen  wir 

und  schliessen  daraus,  dass,  wenn  e  der  kleinste  positive  Expo- 
nent ist,  für  den  «'  ^  1  (mod  n)  ist,  k  vom  Grade  e  ist. 

Die  Periode  der  Substitution  X  ist,  wenn  nicht  a  =;  1  isti 
eine  intransitive  Gruppe.  Es  giebt  eine  Ziffer  ^,  die  durch  l 
und  seinß  Wiederholungen  nicht  geändert  wird,  die  aus  der  Coii- 
gruenz  e  ^  asi  -^  b  (mod  n)  bestimmt  wird,  und  mit 

^a  ^     _  ,     (mod  n) 

bezeichnet  werden  kann,  wenn  unter  ~  (mod  «)  eine  ganze  Zaiil 
verstanden  wird,  die  durch  Multiplication  mit  dem  Factor  v  nach 
dem  Modul  n  mit  jt  congriient  wird. 

Die  cyklische  Gruppe  (ß,  ^  -{-  h)  ist  transitiv  und  vom 
Grade  w.  Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  jede  transitive  lineare 
Gruppe  (mod  n)  die  cyklischo  Gruppe  enthalten  muss. 

Es  sei  g  eine  primitive  Wurzel  von  n  und  k  der  Index  von 
a,  d,  h.  (/"  ^  a  (mod  n)  (§.  136).  Der  Kürze  wegen  nennen  wir 
fiir  den  Augenblick  «  zugleich  den  Index  der  Substitution 
k  =  (z,  as  -\-  b).  Der  Index  kann  kleiner  als  w  —  1  und  gleich 
oder  grösser  als  Null  angenommen  werden.  Ist  er  gleich  Null, 
so  ist  X  entweder  die  identische  Substitution,  oder  sie  gehört 
der  oyklischen  Gruppe  an.  Nach  (4)  gilt  die  Regel,  dass  der 
Index  einer  zusammengesetzten  Substitution  gleich  der  Summe 
der  Indices  der  Componenten  ist. 

Daraus  folgt,  dass  alle  Indices  der  Substitutionen  einer 
linearen  Gruppe  L  Vielfache  des  kleinsten  positiven  unter  ihnen 
sind,  und  dass  folglich,  wenn  «„  dieser  kleinste  positive  Index 
ist  und  a"«  =  o^,  gesetzt  wird ,  alle  Substitutionen  von  L  in  der 
B'orm 

i  =  («,  oj«  +  b) 
dargestellt  werden  können,   worin  «o  festgehalten  wird,  und  nur 
h  und  b  gewisse  Zahlenreihen  durchlaufen. 

Eine  Substitution  von  der  Form  X^  =  (.a,  a^£  -\-  bg)  muss 
in  der  Gruppe  L  vorkommen. 
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Bilden  wir  nun  nach  (4)  die  Zusammensetzung 

"  \  '        '       "  '      ßo  —  1      V 

so  erhalten  wir  dann  und  nur  dann  die  identische  Substitution, 
wenn 

&o       ^        ''  fmod  n) 

Wenn  diese  Congruenz  für  alle  Substitutionen  k  von  L  er- 

ungeändert,  und  L  ist  intransitiv.  Folglicii  giebt  es  in  einer 
transitiven  Gruppe  L  immer  ein  Element  J-,  für  das  Kk^'^  nicht 
die  identische  Substitution  ist,  obwohl  der  Index  Null  ist,  and 
L  enthält  also  die  ganze  cyklische  Gruppe. 

Bildet  man  die  verschiedenen  Potenzen  von  J-q,  so  ergiebt 
sich,  dass  der  Exponent  h  in  den  Substitutionen  A  der  Gruppe  L 
jeden  Werth  annehmen  kann.  Ist  e  der  kleinste  positive  Expo- 
nent, der  der  Bedingung  a*  ^  l  (mod  n)  genügt,  so  kommen 
also  die  Werthe  h  =  0,  1,  2  .  .  .  e  —  l  vor,  und  darin  ist  e  ein 
Theiler  von  n  —  1.     Aus  der  zusammengesetzten  Substitution 

(«, -S«  +  6)(^, » +  I)  =  (^,  »5«  +  s  +  1), 

die  ja  auch  in  L  vorkommen  muss,  sieht  man  weiter,  dasa  mit 
jedem  Werth  von  h  jeder  der  Werthe  fe  =:  0,  1,  2,  .  .  .  »j  —  1 
verbunden  vorkommt,  und  die  ganze  Gruppe  L  besteht  daher 
aus  den  Substitutionen 

Ä  =  0,  1  .  .  .  c  —  1 

(5)       !  =  (..<.  +  *),  j^(,;i. ,.„_,. 

und  ist  vom  Grade  en.  Umgekehrt  bildet  jedes  System  von 
Substitutionen  dieser  Form  eine  Gruppe. 

Von  den  linearen  Gruppen  gilt  nun  der  folgende  Satz: 
I.    Ist  eine  transitive  lineare  Gruppe  L  Nornial- 
theiler   einer   anderen   Permutationsgruppc  P 
derselben  n  Ziffern,  so  ist  auch  P  eine  lineare 
Gr  u  p  p  e. 
Der  Satz  lässt  sich  so  beweisen: 
Wenn  a  eine  beHebige  Permutation  ist: 
^_/0,l,2...„-lY 

\Mq,  Ol,  »2  .  .  .  «n— 1/ 
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die  auch  durch  (s,  «,)  dargestellt  werden  kann,  so  kann  man 
eine  ganze  Function  (piß)  von  s  mit  rationalen  Coefficienten, 
deren  Grad  nicht  höher  als  w  —  1  ist,  so  bestimmen,  daes  a^-r^  ip(js) 
gesetzt  werden  kann.  Man  braucht  nur  die  n  Coefficienten  in 
<5[i(s)  aus  den  n  linearen  Gleichungen 

My  =  cp(0),    «1  =  ^'(l)!  ■  ■  ■  »H-i  =  yC**  —  1} 
zu    bestimmen.      Man     kann    dazu    die     im    §.   29    abgeleitete 
Lagrange'sche   Interpolationsformel   verwenden,   der  man  aber 
noch   eine   einfachere  Gestalt  geben   kann,    da    es  hier  nur  auf 
Congruenzen  nach  dem  Modul  n  ankommt.     Setzt   man  nämlich 

*(«)  =  8  (2  -  1)(«  -   2)  .  .  .  (^  -  »  +  1), 
SO  giebt  die  erwähnte  Interpolationsformcl 

''W=*«(*#)J+*'{i)(l-i)  +  -  +  *'C«-i')(8"-»+i))' 

Nun  ist,   wie   wir  im  §.  136   gesehen  haben,   die   Congruenz 
i'(ß)  ^  ^''  —  0  (mod  n) 
identisch;  also  ist  auch 

]/''(«)  ^  nz"—'  —  1  ^  —  1  (mod  m), 
und  daher  können   wir   ^  (s)   mit  ganzzahligen   Coefficienten  so 
darstellen : 

(6)  ,w^_„.*it)-„,jyfi „._.--_*J^-j(„.d„). 

Wenn,  wie  in  unserer  Aufgabe,  die  Zahlen  a„,  «j  .  .  .  a„_i, 
von  der  Ordnung  abgesehen,  mit  den  Zahlen  0,  1,  2  ...  w  —  1 
übereinstimmen,  so  ist,  wenn  »>.2  ist,  «j  -f-  «i  -j —  ■  -f-  «„_!  ^  0 
(mod  »)  und  also  <p(s)  höchstens  vom  Grade  n  —  2,  was  aber 
für  unseren  Beweis  nicht  von  Bedeutung  ist. 

Hiernach  lässt  sich  also  jede  beliebige  Permutation  x  durch 
eine  Substitution  [s,  (p  (s)]  darstellen. 

Ist  nun  L  eine  transitive  lineare  Gruppe  und  zugleich 
Normaltheiler  von  einer  anderen  Gruppe  P,  ist  X  eine  beliebige 
Permutation  von  L',  -n  eine  gleichfalls  beliebige  Pormutation 
von  P,  so  ist  3E— ' J.3E  =  J.'  in  L  enthalten,  und  Aro  ^=  %}.'. 
Setzen  wir  nach  dem,  was  eben  bewiesen  ist,  z  =  [s,  fi^)]  und 
wählen  für  l  die  cyklische  Substitution  (g,  s  -j-  ]},  die  nach  der 
Voraussetzung  der  Transitivität  in  h  vorkommt,  so  muss  sich  a' 
und  a  80  bestimmen  lassen,  dass 
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oder,  wenn  man  die  Zusammensetzung  ausführt, 

(7)  9(s  -f  1)  =  ffl>(^)  +  a  (mod  «) 

für  jedes  ganzzahlige  e.  Da  rp{s)  den  Grad  n  nicht  erreicht,  so 
müssen  (§.  136)  in  (7)  die  Goefficienten  der  einzelnen  Potenzen 
von  SS  auf  beiden  Seiten  congruent  aein,  und  aus  der  Ver- 
gleichung  der  Goefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  z  ergiebt 
sich  a'  ^  1  (mod  w),  also 

q:.(a  +  1)  =  ^>{ß)  +  a  (mod  n). 
Setzt  man  hier  z-\-l,  z-\-2...^^h  —  \  für  i;,  so  folgt 
fpiß  -\-  K)  ■=  fpip)  -^  <i\ 
■wo  h  mit  jeder  beliebigen   ganzen  Zahl  nach  dem  Modul  n  con- 
gruent sein  kann.     Darin  kann  man  nun  .s  ^=  0  setzen  und  er- 
hält, wenn  man  wieder  s  für  h  schreibt  und  90  (0)  =  6  setzt, 

(8)  .f{s)  =  az+h. 

Es  besteht  also  die  Gruppe  F  aus  lauter  linearen  Permu- 
tationen  und  unser  Satz  ist  bewiesen. 

Wir  fügen  noch  die  Bemerkung  hinzu,  die  sich  unmittelbar 
aus  dem  Anblick  der  Formeln  ergiebt,  dass  die  cyklische 
Gruppe  ein  normaler  Theiler  einer  jeden  linearen 
Gruppe  ist,  in  der  sie  überhaupt  enthalten  ist. 

Wenn  wir  von  dem  bewiesenen  Satze  die  Anwendung  auf 
die  Gruppe  der  metacyklischen  Gleichung  machen,  so  erhalten 
wir  den  Satz  von  Galois: 

n.  Die  Gruppe  einer  metacyklischen  Gleichung  von 
Primzahlgrad  ist  linear. 

Denn  kehren  wir  zu  der  Kette  der  Gruppen  (1)  zurück,  so 
haben  wir  gesehen,  dass  P^_i  die  cyklische  Gruppe  ist.  Ist  P^_i 
nicht  mit  P  identisch,  so  ist  P^_i  ein  Normaltheiler  von  P^-_a 
und  also  P,(_a  linear.  P^_a  ist  wieder  Normaltheiler  von  P«_a, 
also  ist  auch  Pj,_3  linear  u.  s.  f.,  bis  wir  zu  dem  Schluss  ge- 
langen, dass  auch  P  selbst  linear  sein  moss.  Zugleich  ergiebt 
sich,  dass  F,,^i  Normaltheiler  aller  vorangehenden  Gruppen, 
also  auch  von  P  selbst  ist. 

Es  gilt  auch  der  umgekehrte  Satz: 

III.  Jede  irreducible  Gleichung  von  Primzahlgrad, 
deren  Gruppe  linear  ist,  ist  metacyklisch. 

Um  ihn  zu  beweisen,  genügt  es,  zu  zeigen,  dass  jede  transi- 
tive lineare  Gruppe  L  einen  Normaltheiler  L'  hat,  dessen  Index 
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eine  Primzahl  und  der  selbst,  wenn  er  nicht  die  Einheitsgruppe 
ist,  eine  transitive  lineare  Gruppe  ist. 

Dies  zeigt  aber  unmittelbar  die  Darstellung  der  Substitu- 
tionen der  Gruppe  L  durch  die  Formel  (5). 

Wenn  darin  e  =:  1  ist,  so  ist  L  die  cyklische  Gruppe  vom 

Grade  «   mit  dem   Normaltheüer  1.     Ist  aber  e  >  1,   so  sei  j) 

eine  in  c  aufgehende  Primzahl  und  e  =:  pe'.     Die  lineare  Gruppe 

L'  vom  Grade  ne\  die  aus  den  Substitutionen  besteht: 

,,        .         .  .     1    ,,     fe  =  0,  1,  2  .  .  .  e'  —  1 

A'  =  (.,<.  +  6),    j_o;i;2...n-l' 

ist  gewiss  ein  Theiler  von  L  vom  Index  p.  Er  ist  aber  auch 
normal,  wie  man  aus  der  Compositionsregel  (4)  ohne  Mühe  erkennt. 

Die  Begriffe  der  transitiven  linearen  und  der  metacyklischen 
Gruppen  decken  sich  also  bei  den  Gleichungen  von  Primzahl- 
grad vollständig,  und  wir  können  daher  auch  in  der  Folge  beide 
Ausdrücke  synonym  gebrauchen. 

Wenn  wir  von  einer  Gruppe  F  zu  einer  conjugirten  Gruppe 
P'^tc-Ttc  übergehen  wollen,  so  geschieht  dieser  Uebergang 
dadurch,  dass  hei  allen  Permutationen  von  P  in  den  Gykeln  die 
VertauBchung  jt  vorgenommen  wird.  P'  wird  also  mit  P  bis  auf 
die  Bezeichnung  der  Wurzeln  übereinstimmen,  und  ist  daher,  wenn 
P  linear  ist,  auch  als  linear  zu  bezeichnen,  wenn  auch  eine 
Aenderung  in  der  Numerirung  der  Wurzeln  nÖthig  ist,  um  sie 
durch  lineare  Substitutionen  darzustellen. 

Zur  Vereinfachung  der  Anwendung  bemerke  man  noch,  dass 
man  die  volle  lineare  Gruppe  durch  Wiederholung  und  Zu- 
sammensetzung der  beiden  Substitutionen 

(9)  S  ==  (5,  «  +  1),       i  =  (2,  J2), 

und  jeden  Theiler  L  der  vollen  linearen  Gruppe  ebenso  aus 

(10)  s  =  (.j,  «+  1),    ('''•  =  (0,a,0) 

ableiten  kann.  Man  nennt  daher  die  beiden  Substitutionen  (9) 
oder  (10)  die  erzeugenden  Substitutionen  dieser  Gruppen. 

Setzen  wir  Uq  ■=  g^,  so  erhalten  wir  eine  häufig  vorkommende 
lineare  Gruppe  (ü,  a.s -^  6),  in  der  «  nur  die  quadratisclien 
Reste  von  n  durchläuft,  die  von  Kronecker  die  halbmeta- 
cyklische  Gruppe  genannt  worden  ist. 

Diese  Darstellung  durch  die  erzeugenden  Substitutionen  ge- 
stattet   einen    einfachen   Schluss   auf   die  Beziehung    der    meta- 
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cyklischen  Gruppen  zu  der  symmetrischen  und  der  alternirendcn 
Gruppe. 

Die  aus  s  hervorgehende  Permutation  besteht  aus  einem 
einzigen  Cyklus  mit  einer  ungeraden  Gliederzahl  (0,  1,  2...«—  1) 
und  gehört  daher  zu  der  alternirenden  Gruppe.  Die  Substitu- 
tion t  lässt  den  Index  0  ungeändert  und  liefert  für  die  übrigen 
Ziffern  wieder  einen  einzigen  Cyklus.  Denn  durch  t  geht  1  in  g, 
g  in  g'^,  g'^  in  g^  etc,  über  und  da  die  Potenzen  1,  </,  i/'  .  .  ,  3"~*, 
von  der  Reihenfolge  abgesehen,  mit  den  Ziffern  1,  2  .  .  .  n  —  1 
übereinstimmen,  so  entspricht  t  dem  Cyklus  (1,  g,  g^  .  .  .  g''~^), 
der  aus  einer  geraden  Gliederzabi  besteht  und  folglich  zu  den 
Permutationen  zweiter  Art  gehört,  also  nicht  in  der  alternirenden 
Gruppe  enthalten  ist.  Dagegen  ist  P  wieder  darin  enthalten. 
Daraus  ergiebt  sich  das  Resultat: 

IV,  DiB  volle  metacyklische  Gruppe  ist  kein  Tbeiler 
der  alternirenden  Grupp.e.  Der  grösste  gemein- 
schaftliche Tbeiler  beider  Gruppen  ist  die  halb- 
metacyklische  Gruppe. 

Jeder  transitive  Theiler  der  metacykli sehen  Gruppe  ist  selbst 
metacyklisch. 

Man  kann  der  Bedingung  für  die  metacyklischen  Gleichungen 
verschiedene  Formen  geben,  die  sich  aus  dem  Bisherigen  ableiten 
lassen. 

Die  volle  lineare  Gruppe  ist  als  Theiler  vom  Index 
V  =  1  ,  2  .  3  .  .  .  ()i  —  2)  in  der  symmetrischen  Gruppe  ent- 
halten. Eise  zu  der  vollen  linearen  Gruppe  gehörige  I-'unction  y 
der  «  Variablen  Xa<  rci  .  .  ,  3:„_i,  die  wir  eine  metacyklische 
Function  nennen  können,  genügt  daher  einer  Resolvente  F(y)  =  0 
vom  Grade  v,  deren  Coefficienten  symmetrische  Functionen  der 
X  sind. 

Substituirt  man  nun  für  x  die  Wurzeln  einer  metacyklischen 
Gleichung  f(x)  =:  0,  so  wird  y  rational. 

Wenn  umgekehrt  die  Function  y  durch  die  Substitution  der 
Wurzeln  einer  irreduciblen  Gleichung  f{x)  =  0  für  die  x  rational 
wird ,  während  F'  (y)  von  Null  verschieden  bleibt ,  so  ist  f(x) 
metacyklisch;  denn  dann  ist  die  Gruppe  von  f(x)  =  0  gewiss 
ein  Theiler  der  vollen  metacyklischen  Gruppe,  und  also,  da  f(x) 
irreducibel  ist,  selbst  metacyklisch.  Es  genügt  aber  auch  für 
die  algebraische  Auflösbarkeit  von/(3;)  =  0,  wenn  die  Resol- 
vento  F(y)  =?  0   nur  überhaupt  eine  rationale   Wurzel  hat,  die 
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nicht  Doppelwurzel  ist.  Denn  die  verschiedenen  Wurzeln  dieser 
Resolvente  gehören  zu  conjugirten  Gruppen,  und  wenn  daher 
eine  von  diesen  Wurzeln  rational  ist,  so  ist  eine  der  conju- 
girten Gruppen  metacyklisch.    Wir  haben  also  den  Satz: 

V,  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Lösbarkeit  der  Gleichung/(x)  — 0  durch  Radi- 
cale  ist  die,  dass  die  Resolvejite  v*™  Grades 
F{y)  =  0,  die  man  durch  passende  Wahl  der  Func- 
tion y  so  eingerichtet  hat,  dass  sie  keine  Doppol- 
wurzeln erhält,  eine  rationale  Wurzel  hat. 
Eine  andere  Form  dieser  Bedingung  ergiebt  sich  aaf  folgende 
Weise. 

Unter  den  Permutationen  einer  linearen  Gruppe  ist  nur  die 
identische,  die  irgend  zwei  Ziffern  ungeändert  lasst.  Denn  wenn 
{z,  as  -\-  h)  zwei  Ziffern  nicht  ändert,  so  muss  die  Congruenz 
as  -\-  i  ^  s  (mod  ti)  zwei  verschiedene  Lösungen  haben.  Das 
ist  aber  nur  möglich,  wenn  a  ^  1,  &  ^  0  (mod  n)  ist. 

Ist  also  die  Gruppe  P  von  f{x)  metacyklisch,  so  reducirt 
sie  sich  durch  Adjunction  von  zwei  beliebigen  Wurzeln  auf  die 
Einheit,  und  folglich  sind  alle  Wurzeln  rational  durch  zwei  be- 
liebige unter  ihnen  ausdrückbar.     Also: 

VI,  Ist  eine  irreducible  Gleichung  von  Primzahlgrad 
metacyklisch,  so  sind  alle  Wurzeln  rational  durch 
zwei  beliebige  unter  ihnen  ausdrückbar. 
Aber  dieser  Satz  gilt  auch   umgekehrt,  was   wii"  folgender- 
maassen  einfach  beweisen  können. 

Es  habe  eine  irreducible  Gleichung  vom  Primzahlgrad  n  die 
Eigenschaft,  dass  alle  Wurzeln  rational  durch  zwei  beliebige 
unter  ihnen  ausdrückbar  sind.  Ist  etwa  a:»  =  ^(«ot  ^i)  ^ine 
solche  Darstellung,  so  können  auf  diese  Relation  alle  Permu- 
tationen der  Gruppe  F  unserer  Gleichung  angewandt  werden, 
und  wenn  also  eine  von  diesen  Permutationen  x^|  und  Xi  un- 
geändert lässt,  so  lässt  sie  auch  alle  x,  ungeändert,  d,  h.  es  ist 
die  identische  Permutation.  Also  enthält  P  ausser  der 
identischen  Permutation  keine,  die  zwei  Ziffern  nicht 
ändert. 

Enthält  nun  eine  der  Permutationen  ar  ^  cc^  .  .  ,  von  P  zwei 
oder  mehr  verschiedene  Cyklen  c,c,  .  . .  und  ist  c  vom  Grade  A,C| 
aber  von  einem  höheren  Grade,  so  ist  jt''  =:  c.  .  .  .,  und  n''  lässt 
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die  Ziffern  von  c  oiigeändert,  während  sie  doch  nicht  die  iden- 
tische Substitution  ist,  weil  cj  nicht  alle  Ziffern  ungeändert  lässt. 
Dies  ist  aber  nicht  möglich,  wenn  h  >  l  ist.  Es  muss  also  ent- 
weder 3r  eine  Ziffer  ungeändert  lassen,  oder  es  muss  aus  Cyklen 
von  gleichem  Grade  hestehen.  Da  aher  n  Primzahl  ist,  so  kann 
jr  in  diesem  Falle  nur  einen  Cyklus  vom  n*™  Grade  bilden. 

Es  enthält  also  P  ausser  der  identischen  nur  cyklische 
Permutationen  m*™  Grades,  die  wir  mit  y  bezeichnen  wollen,  und 
Permutationen  x,  die  eine  Ziffer  ungeändert  lassen  und  ausser- 
dem aus  Cjklen  von  gleichem  Grade  bestehen. 

Jede  der  Permutationen  x,  durch  die  die  Ziffer  0  ungeändert 
bleibt,  wollen  wir  mitxo  bezeichnen.  Ebenso  bedeuten  xj,  X2---''n— i 
die  Permutationen  x,  die  die  Ziffern  1,  2  .  .  .  «  —  1  ungeändert 
lassen.  Da  P  transitiv  ist,  so  müssen  ebensoviel  x^ ,  wie  Xi ,  wie 
«2  etc.  vorhanden  sein. 

Denn  ist  n  eine  Permutation,  die  0  in  1  überführt,  so  ist 
jedes  7t"^Xa7t  ein  Xi,  und  umgekehrt  jedes  ^Xi^—'  ein  %,  und 
ebenso  für  die  übrigen  Ziffern.  Ist  also  fi  die  Anzahl  der  x^, 
V  die  Anzahl  der  ;■,  m  der  Grad  von  P,  so  ist,  da  noch  diö 
identische  Permutation  hinzukommt, 

(11)  m  =  iin-\-  V  -}-  1. 

Nun  bilden  die  k,,  mit  der  identischen  Permutation  zusammen 
eine  Gruppe  Q  vom  Grade  ft  -f-  1  und  einen  Theiler  von  P, 
nämlich  den  Inbegriff'  aller  Permutationen  von  P,  die  0  un- 
geändert lassen.  Sind  also  jt,,  n:^  .  .  .  k„_i  Permutationen  in  P, 
die  0  in  1,  2  .  .  .n  —  1  überfuhren,  so  ist  Qji,  der  Inbegriff 
aller  der  Permutationen  von  P,  die  0  in  1  überführen  u.  s.  f. 
Wir   erhalten   also    die  Zerlegung   von  P  in    die   Nehengruppen 

P  =:  (^  +  (3;r,  +  <3^2  + h  <3^.^i. 

woraus  folgt 

(12)  »w  =  w(ft  -f  1), 
also  aus  (H)  und  (12)  v  =  h  —  1. 

Es  giebt  also  n  —  1  und  nicht  mehr  cyklische  Permutationen 
«""  Grades  in  P  und  diese  bilden  folglich  wieder  mit  der  Ein- 
heit zusammen  eine  cyklische  Gruppe 

C  =  l,  y,  y^  .  .  .  ^""S 
da  mit  y  zugleich  alle  Potenzen  von  j-  in  P  vorkommen. 

Wenn  nun  y  eine  cykhsche  Permutation  k'""  Grades  ist,  so 
ist   auch  jedes  x—'^y'^x   cyklisch  und   muss   also,   wenn  7t   zu  P 
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geholt,  auch  in  C  enthalten  sein.  C  ist  also  ein  Normitlth eiler 
von  P,  und  folglich  muss  nach  dem  Theorem  I.  die  Gruppe  P 
linear  sein, 

VII.  Eine    irreducible    Gleichung    von    Primzahlgrad, 
bei    der    alle    Wurzeln    rational    durch    zwei    be- 
liebige   von    ihnen    ausdrückbar    sind,   ist   meta- 
cyklisch. 
Wir  schliessen  aus  diesen  Sätzen  noch  auf  eine  merkwürdige, 
zuerst  von  Kronecker  bemerkte  Eigenschaft  der  metacykliachen 
Gleichungen  für   den   Fall    eines  reellen  Rationalitätsbereichs  i). 
Wenn  bei  einer  solchen  Gleichung   zwei  Wurzeln  reell  sind,   so 
folgt  aus   VI,    dass  alle  ihre   Wurzeln    reell   sind.     Eine   reelle 
Wurzel    muss    aber   eine    solche    Gleichung ,    da    sie    ungeraden 
Grades  ist,  immer  haben.     Also  folgt 

VIII.  Eine  irreducible  metacyklische  Gleichung  von  un- 
geradem Primzahlgrad  mit  reellen  Coefficienten 
hat  entweder  lauter  reelle  Wurzeln  oder  nur  eine. 
Sind  alle  Wurzeln  reell,  so  ist  die  Discriminante  als  Product 
von  lauter  Quadraten  reeller  Grössen  {xj,  —  Xk)^  positiv.    Ist  nur 
eine  Wurzel  reell,    so   entspricht  jedem    complexen   Factor    der 
Diecriminante  (xh  —  XuY  ein  conjugirter,   und  deren  Product  ist 
positiv.     Nur  wenn  Xj,  und  Xt   conjugirt  imaginär,  also  x^  —  x^ 
rein  imaginär  ist,  so  ist  (xjt  —  Xn)^  negativ  und  die  Discriminante 
erhält   also   für  jedes   Paar    conjugirt  imaginärer   Wurzeln    den 

Factor  —  1.    Das  Vorzeichen  der  Discriminante  ist  also  (—  1)  ^ 
Daraus  folgt: 

IX,  Wenn  n  ^  1  (mod  4)  ist,  so  ist  die  Discriminante 
immer  positiv,  ist  aber  w  ee  3  (mod  4),  so  ent- 
scheidet das  Vorzeichen  der  Discriminante,  wel- 
cher der  beiden  Fälle  des  Theorems  VIII.  eintritt. 

')  Ueber  algebraisch  auflösbare  GleiiihuBgen.     Mouatsboiicht  der  Ber- 
liner Akademie,  14.  April  1956. 
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An%venclung  auf  die  metaoyklisolien  Gleiclmngen 
5*™  Grades. 

Wir  machen  noch  eine  Anwendung  der  allgemeinen  Sätze 
auf  die  Gleichungen  5*™  Grades.  Ist  w  =  5,  so  hat  die  cyklische 
Gruppe  5,  die  halbmetacyklische  10  und  die  volle  metacyklische 
Gruppe  20  Permutationen.  Eine  metacyklische  Function  genügt 
bei  einer  allgemeinen  Gleichung  Ö**"  Grades  einer  Resolvente 
Qtea  Grades,  und  wenn  diese  Gleichung  6*™  Grades  eine  rationale 
Wurzel  hat,  so  ist  die  gegebene  Gleichung  5'™  Grades  meta- 
cykUseh.  Die  halbmetacyklischen  Functionen,  d.  h.  die  Func- 
tionen, die  die  Permutationen  der  halbmetacyklischen  Gruppe 
gestatten,  genügen  einer  Resolvente  12"°  Grades,  die  aber  nach 
Ädjunction  der  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  in  zwei 
Factoten  6*™  Grades  zerfällt. 

Wenn  man  die  erzeugenden  Substitutionen  für  den  Modul  5 

auf  die  Ziffern  0,  1,  2,  3,  4  anwendet,  so  ergeben  sich  die  Ver- 
tauschungen 

0,  1,  2,  3,  4 

,y  (s)  1,  2,  3,  4,  0 

(f)  0,  2,  4,  1,  3 

(P)  0,  4,  3,  2,  1. 

Wenden  wir  die  Substitutionen  s,  t\t  auf  die  Paare  von 
Ziffern  (0,  1),  (1,  2),  (2,  3),  (3,  4),  (4,  0)  an,  so  folgt 

(0,1),     (1,2),     (2,3),     (3,4),     (4,0) 
(2)  (s)     (1,2),     (2,3),    (3,4),     (4,0),     (0,1) 

(P)  (0,4),  (4,3),  (3,2),  (2,1),  (1,0); 
diese  Paare  bleiben  also  in  ihrer  Gesammtheit  durch  s  und 
durch  f^,  und  folglich  durch  die  halbmetacyklische  Gruppe  un- 
geändert,  und  eine  symmetrische  Function  der  entsprechenden 
Wurzelpaare  ist  halbmetacyklisch.  Die  Substitution  t  bewirkt 
die  Vertauschungen 

f3>  (0,1),     (1,2),    (2,3),     (3,4),    (4,0) 

(I)     (0,2),     (2,4),     (4,1),    (1,3),    (3,0), 
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führt  also  die  fünf  Paare  in  fünf  andere  über;  und  da  es  nur 
zehn  Paare  von  fünf  Dingen  giebt,  so  kommen  in  den  beiden 
Reihen  (3)  alle  Paare  vor. 

Man  kann  nun  auf  sehr  verschiedene  Arten  halbmeta- 
cyklische  Functionen  bilden.     Die  einfachste  ist 

(4)  U  =  X^Xj    -\-  XiXi  -\-  XiXi  4"  X-iXi  -\-  X,Xfi, 

die  durch  (  in 

(5)  m'=  x^Xi  ~\-  0:^X4  -^  x^x,^  '\-  XiXi  -j-  x^Xq 
übergeht,  und  «'  gehört  selbst  zu  den  halhmetacjklischen  Functionen. 

Ist 

(6)  f{x)  ^=  x^  —  «ir*  +  hx^  —  ex''  -[-da;  —  6  =  0 

die  Gleichung,  deren  Wurzeln  x^,,  x^^  x^^  x-^,  x^  sind,  so  ist  also 

(7)  ^  » +  »■  =  b. 
Die  Function 

(8)  y  =  u-u' 

ist  gleichfalls  halhmetacyklisch ,  das  Quadrat  y^  aber  ist  voU- 
metacyklisch  und  also  die  Wurzel  einer  Resolvente  6'^"  Grades, 
wie  schon  Lagrange  gefunden  hat 

Ist  y^  das  Product  der  zehn  Wurzeldifferenzen  (xo  —  x,)^ 
{x„  —  X2)  .  .  .,  also  ^  die  Discriminante  von  f{x),  so  ist 

(.)  r=i^/ 

ebenfalls  voUmetacyklisch  und  Wurzel  einer  Gleichung  6*™  Grades  1). 

Um  die  conjugirten  Functionen  zu  m  zu  bilden,  bezeichnen 
wir  mit  M  die  vollmetaeyklisehe ,  mit  N  die  halhmetacyklische, 
mit  A  die  altemirende  Gruppe  und  zerlegen  Ä  in  die  Neben- 
gruppen : 

(10)       A  =  N^Nil,  2) (3,  4)  +  m  (0,  1)  +  Nt  (0,  2) 
+  m  (0,  5)  +  m  (0,  4). 

Diese  Nebengruppen  sind  in  der  That  alle  von  einander 
verschieden.  Denn  wäre  z,  B,  N  =  N  (\ ,  2)Qi,  i),  so  müsste 
(1,  2)  (3,  4)  in  JY,  also 

(1,  2) (3,  4)(  =  (1,  2)(3,  4)(1,  2,  4,  3)  =  (1,  4) 
in  M  vorkommen  und  dies  ist  nicht  möglich,   weil  in  M  keine 
Permutation  auftritt,  die  zwei  Ziffern   ungeändert  lässt;   und  in 

I)  Jacobi,  „observatiunculae  ad  theoriam  aeijuafionuin  pertinentea", 
Crelle's  Journ.  Bd.  13,  Jacobi's  Werke,  ßd.  3.  Cayley,  philos.  transae- 
tions  1861,  Coileoted  malb.  papers,  Vol.  IV,  p,  309. 
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ähnlicher  Weise  zeigt  man,  dass  keine  zwei  anderen  dieser 
Nebengruppen  einander  gleich  sind. 

Hiernach   ergeben    sich  für  u   die  innerhalb  Ä  conjngirten 
Wertbe  durch  Anwendung  der  Permutationen 
(1,  2)  (3,  4),     ((0,  1)  =  (0,  1,  2,  4,  3),    ((Oi  2)  =  (0,  2,  4,  3,  1) 
((0,  3}  =  (0,  3,  1,  2,  4),     f(0,  4)  =  (0,  4,  3,  1,  2): 
%  r=  a;,iCi  -\-  XxXi  -\-  x^Xg  -|-  x^x^  -\-  XfXQ, 

U^  =  XoXi  -[-  X^Xi  -\-  XiXi  -\-  X^Xj  -[-  X3X0, 
.  «3   :=  XiX^  -{-  XjXi  +  XtXo  +  X„X^  -\-  X^X^, 

U^  =  X2X(,  -\~-  XoXi  -\-  XfXi  -f-  XiXi  4"  ^»*i' 
Mi  =  X3X3  -\-  XiXi  +  XiXi  -\-  XfXo  -{-  XoXi, 
«6  =  XiXj  +  *ä*0  +  ^0^1  +  a'l^  +  ^3*4. 

und  die  entsprechenden  m1,  M3,  Wa,  wl,  «5,  «e  findet  man,  wenn 
man  auf  die  m,  die  Permutation  t  anwendet,  und  dann  mit  «1 
ebenso  verfährt,  wie  eben  mit  %,  oder  auch  einfach,  indem  man 
die  in  jedem  u  fehlenden  Paare  zu  dem  entsprechenden  u'  ver- 
einigt, so  dass  für  alle  diese  u  die  Bedingung  (7)  befriedigt  ist. 

u[  =  X^Xj  -\-  XqXs  -]-  X1X3  -}-  XiXi  -{-  X^Xi, 

ii'^  ^=  XßXi  -\-  X^Xi  -^-  x^x^  -\-  X^Xi  -\-  X^Xi, 

ifj  =  XüXi  -f-  X^X^  '\-  X^Xi  +  X^Xi  -|~  x^x^, 

U\  =  X^Xi  -\-  X^X^  -{■  XiXi  -\-  XiXf  +  X3X4, 

U'i  =  X^Xi  -\-  Xf,Xi  +  X1X2  -\~  X1X3  -j-  X^Xi, 

«6  =  X^Xs  +  X^Xt  -\-  X^Xa  +  XiX^  -\~  XsXy 

Die  sechs  Grössen  (8):  j/i,  j/j,  y3,yi,  */s,  J/j  sind  die  Wurzeln  einer 
Gleichung  6**°  Grades,  deren  Goefficienten  rational  von  a,  h,  c,  d,  e 
und  y^  abhängen.  Da  die  y  alle  ihr  Vorzeichen  ändern,  wenn 
y^^  das  Vorzeichen  ändert,  so  hat  diese  Gleichung  die  Form 
(12)  2/«  +  a,!/*  +  a^yi  +  ««  —  Y^(a,y^  -j-  o^j/'  +  a^y)  =  0, 
worin  die  a  rationale  Functionen  der  Coefficienten  Yon/(j;)  sind. 
Es  müssen  aber  auch  ganze  Functionen  dieser  Coefficienten  sein; 
denn  %,  a^,  «g,  «i  V^,  «3  V^,  %  v^  sind  ganze  Functionen  der 
X,  die  ja  hier  als  unabhängige  Variable  gelten  können,  und  es 
müssen  also  die  drei  letzteren  durch  das  Differenzenproduct  V'^ 
theilbar  sein,  und  dann  müssen  sich  a^,  a^,  a^,  »i,  a^,  a^  als  ganze 
symmetrische  Functionen  der  x  erweisen.  Bestimmt  man  die 
Grade  in  Bezug  auf  die  x,  so  ergeben  sich,  da  die  y  vom  zweiten 
Grade  sind,  für 


(12) 
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die  Grado  2  4  6  8  10         12. 

V^ist  aber  vom  10*™  Grade  in  den  x,  und  folgSicli  muss  «^  r=  0, 

«3  =  0  und  c(j  eine  Zahl  sein. 

Man  kann  die  Coefficienten  a^,  a^,  a^,  »5  durch  wirkliche 
Bildung  der  Ausdrücke  nach  den  Vorschriften  über  die  Darstel- 
lung der  symmetrischen  Functionen  berechnen,  was  von  Cayley 
geschehen  ist.  Rechnung  und  Formeln  sind  aber  sehr  weit- 
läufig. 

Wir  wollen  uns  hier  damit  begnügen,  die  Resolvente  für 
einen  besonderen  Fall  zu  bilden.  Der  dabei  gefundene  Werth 
für  die  Zahl  «ß  ist  dann  natürlich  allgemein  gültig. 

Die  Gleichung  5'™  Grades  habe  die  Bring-Jerrard'sche 
Form  1) 

(13)  x-=  -'r  OCX  -^-  ß  ==  0. 

Dann  sind  %,  04,  u^  ganze  rationale  Functionen  von  «  und  ß. 
Von  den  Coefficienten  der  allgemeinen  Gleichung  (G)  ist  d  von 
der  4*™,  e  von  der  5*™  Ordnung  in  den  x.  Daraus  folgt,  dass 
in  %,  «i,  «6  der  Coefficient  e  nur  mit  einem  der  Coefficienten 
a,  b,  e  multiplicirt  vorkommen  kann,  und  dass  also,  wenn  a,  i,  e 
Null  gesetzt  werden,  e  aus  diesen  Ausdrücken  herausgehen  muss. 
Für  die  Gleichung  (13)  können  also  a^,  «4,  «s  nicht  von  ß  ab- 
hängen, und  man  erhält  mit  Rücksicht  auf  den  Grad,  wenn 
»w,  »Wi,  wij,  )«3  Zahlen  bedeuten 


(14)          0-2  =^  mj«,     »4  =  m^a^    «g  =  m^a^    a-^  =  m. 

Die  Zahlen  m,  m^,  )»2,  m^   lassen   sich   aus  einer  sp 
Annahme  bestimmen.     Setzen  wir  ^  ^  0,  so  wird 

eoiell 

(15)           X,  =  0,     x,=       f^^,     X,  ^        i  f =r^, 

^3^-f^^,    ^,  =  -i^zr^, 

und  daraus  ergiebt  sich 

VS  =  {X,  —  I,)  (X,  -  X,)  {X,  ~  X,)  {X,  -  X,)  (I,  - 
f  IG)               '*'  ~  "'^  '"'■  ~  "'>  '■"'  ~  "'^  '•"'  "  "'^  *^'  ~ 

^  =  256  «'. 

)  RuDge,  Acta  matiiematica,  Bd.  7, 
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Da  hier  J  =  0  ist,   so  wird  nach  (7)  und  (8)  ?/  =  2  m,  und 
aus  (11)  und  (15)  ergeben  sich  die  Werthe  der  y. 
?h  =  !/a  =  !/3  =  ^ö  =  —  2  1/k 
y,  ^  (4  -  2i)  V«,      y,  =  (4  +  20  V«. 
Danach  erhält  man  für  ß  =  0   die  folgende  in  y  identische 
Gleichung : 

(17)  y«  4-  «2  */4^+  «,)/3  +  «G  —  »r,  V-^2/ 
=  (y  +  aV«)*  (j/ä  -  SyV«  +  20«) 

=  jyc  —  20«*/*  +  240«2)/a  -|-  512  Vcc-'y  +  320«^. 
Daraus  findet  man  aber  die  allgemeine  Resolvente  für  die 
Gleichung  (13),  wenn  man  nach  (16)  für  —  16Va^  setzt  V~3,  also 

(18)  j/e  —  20«!/*+  240o!«»/2  —  32  V^)/  +  320«s  =  o. 

Die  Discriminante  ^  hat  hier,  wie  sich  aus  der  Formel  (3) 
im  §.  74  ergiebt,  den  Ausdruck 

(19)  z/  =  5'^(3t+  2äa^ 
Einfacher  noch  wird  die  Gleichung  für  m,  nämlich 

(20)  «<!  —  5atl*  +  15  «^«2  —  V^M  +  5a3  =  0, 

und  wenn  man  u^  =  v  setzt,  so  ergiebt  sich  für  v  die  rationale 
Gleichung  6""  Grades 

(21)  (v'i  —  5Kti2+  Ibct^v  +  5«3)ä  =  ^v. 

Eine  andere  Form  dieser  Gleichung  erhält  man  aus  (17), 
wenn  man  den  zweiten  der  drei  Ausdrücke  mit  dem  multiplicirt, 
den  man  daraus  erhält,  wenn  man  V«  in  —  V«  verwandelt. 
Dadurch  bekommt  man 

(«-«).(»=  + 6«v  + 26  «>)  =  0. 
und  in  diesen   muss  (21)  übergehen,  wenn  ^  =  0  gesetzt  wird. 
Da  aber  in  (21)  der  von  ß  abhängige  Theil  durch  (19)  bestimmt 
ist,  so  folgt  die  gesuchte  Form  der  Resolvente 

(22)  (V  —  ay  (wä  +  6aw  +  25«=)  =  ?>'ß*v. 

Man  kann  noch  die  Frage  aufwerfen,  ob  die  hier  eingeführte 
Function  v  immer  wirklich  metacykliech  ist,  ob  sie  niclit  viel- 
leicht bei  besonderen  Gleichungen  noch  bei  anderen  Permuta- 
tionen ungeändert  bleibt. 

Wenn  dieser  Fall  eintreten  sollte,  so  müsste  die  Gleichung 
(21)  oder  (22)  gleiche  Wurzeln  oder  (20)  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Wurzeln  haben. 

Wober,  Alsebra.    I.  40 
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Der  Werth  w  =  0  oder  w  =^  0  tritt  nur  daim  ein,  wenn 
«  t^  0  ist  Dann  haben  wir  in  der  That  in  (13)  die  wohl- 
bekanute  metacylclische  Gleichung  x^  -{-  ß  =  0;  diesen  Fall  also 
lassen  wir  jetzt  bei  Seite,  Die  Gleichung  (20)  kann  nur  dann 
zwei  entgegengesetzte  Wurzeln  haben,  wenn  ^  =  0  ist,  wenn 
also  die  Gleichung  (13)  gleiche  Wurzeln  hat.  Auch  dies  ist 
auszuschliessen ,   da  wir  (13)  als  irreducibel  vorausgesetzt  haben. 

Es  bleibt  also  nur  die  Frage  übrig,  ob  (20)  gleiche  Wurzeln 
haben  kann.  Es  müsste  dann  mit  (20)  zugleich  die  abgeleitete 
Gleichung  _ 

Qu'  —  20awä  J^  30«5m  —  Vz/  =  0 
befriedigt   sein,    und    wenn    wir    aus    dieser    und  aus   (20)  VJ 
eliminiren, 

5wö  —  15«M+  +  15«ntä  —  5«3  =  5(m«  —  «)3  ~  0. 

Es  müsste  also  v  ^  a  sein  und  also  nach  (22)  ß  =  0. 
Dann  wäre  aber  die  Gleichung  5**"  Grades  wieder  reducibel,  da 
sie  den  Factor  x  hat. 

Will  man  also  eine  gegebene  Gleichung  von  der  Form  (13) 
in  Bezug  auf  ihre  Auflösbarkeit  prüfen,  so  hat  man  zuerst  die 
IrreducibiHtät  festzustellen,  und  dann  zu  untersuchen,  ob  (21) 
oder  (22)  eine  rationale  Wurzel  hat 

Sind  a  und  ß  ganze  Zahlen,  so  muss  auch  ein  rationales  v 
eine  ganze  Zahl  sein,  die  unter  den  Factoren  von  25«^  zu 
suchen  ist. 

Ist  z.  B.  «  =  5,  /i  ^  5  *,  so  ist,  wenn  t  eine  durch  5  nicht 
tlieilbare  ganze  Zahl  ist,  x'  -\-  ax  -j-  ß  nach  §.  178,  3.  irredu- 
cibel. Für  V  hat  man  Potenzen  von  5,  mit  positivem  oder 
negativem  Vorzeichen  einzusetzen,  aber  für  keine  solche  Zahl 
kann  (22)  erfüllt  sein,  weil  auf  der  linken  Seite  die  Potenz  von 
5  nicht  hoch  genug  wird. 

Es  ist  also  keine  Gleichung  von  der  Form 
x'^  -\-  &x  -(-  5f  =  0  metacyklisch. 

Will  man  metacyklische  Gleicliungen  ermitteln,  so  setze  man 
in  (22) 

ß^afi,  v  =  «A, 

wodurch  man  erhält: 

_  6'yU 

(23)  "-(l-l)<(l"  +  ei  +  25) 

ß  =  5V1 

'         (J  —  l)'(i"+  6J  + 25)' 
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und  wenn   man  hierin   für  A  und  ft  rationale  Grossen  setzt  (aus 

einem  beliebigen  RationaUtätsbereich,  z.  B.  auch  aus  dem  Körper 

der  rationalen   Functionen   von  X  und  ^),   so   ist  die   Gleichung 

5"°  Grades 

(24)  a;5  +  ««  +  /3  =  0 

algebraisch  lösbar,  da  Ja  der  Fall,   dass   diese  Gleichung  redu- 

cibel  wird,  auch  auf  algebraisch  lösbare  Gleichungen  führt. 

Umgekehrt  können  wir  sagen,  dass  keine  irreduoible  Glei- 
chung 5*^"  Grades  von  der  Form  (24)  algebraisch  lösbar  ist,  in 
der  die  Coefficienten  w,  ß  nicht  in  der  Form  (23)  darstellbar  sind. 

Setzen  wir  z.  B.  X  :=  —  1,  fi  =  1,  so  erhalten  wir  64  «  =  —  5*, 
64  ^  =  —  5*.  Die  Gleichung  (24)  vereinfacht  sich,  wenn  wir  für 
X  eine  neue  Unbekannte  |  einführen,  durch  die  Gleichung  a;|  ^  5, 
Wir  erhalten  so  die  Gleichung 

|&  -f  5|*  —  5.64  =  0 
als  Beispiel  einer  algebraisch  lösbaren  Gleichung,  die  über- 
dies nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  irreducibel  ist. 


§.  182. 
Die  Gruppe  der  Resolvente. 

Die  Sätze,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitet  haben, 
gestatten  einen  merkwürdigen  Sehluss  über  die  Gleichungen 
6"'"  Grades. 

Wir  nehmen  jetzt  wieder  die  ar^ ,  a;; ,  % ,  a^j ,  x^  des  vorigen 
Paragraphen  als  unabhängige  Variable  an.    Dann  sind  die  sechs 


Vi  =  («1  —  wi)i',  v^  —  («2  —  u'i)\  v^  ~  (iij  —  «sj» 
*■  -*  11^  =  (M4  —  m1}^  V5  =  («5  —  %)^  Vb  =  («a  —  wi)^ 
die  Wurzeln  einer  Gleichung  6*™  Grades,  F{v)  ■=  0,  deren 
Coefficienten  rational  durch  die  symmetrischen  Grundfun ctionen 
a,  b,  c,  d,  e  der  x  ausdrückbar  sind,  und  die  in  dem  Körper 
der  rationalen  Functionen  dieser  Grössen  irreducibel  ist.  Diese 
Gleichung  ist  eine  Resolvente  der  Gleichung  5*™  Grades,  f{x)  =  0, 
deren  Wurzeln  die  x  sind. 

Ist  M  die   volle  metacjklische  Gruppe  der  x,   so  haben  die 
zu  M  conjugirten  Gruppen  m-''Mz  keinen  anderen  gemeinschaft- 
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liehen  Tbeiler ,  als  die  identische  Permutation.  Denn  jeder 
gemeinsame  Tlieiler  aller  dieser  Gruppen  niüsate  ein  Normal- 
theiler  der  symmetrischen  und  folglich  auch  der  altemirenden 
Gruppe  sein;  da  er  aber  nicht  die  altemirende  Gruppe  selbst 
sein  kann,  so  rauss  er  sich  nach  §.  177  auf  die  Einheitsgruppe 
reduciren. 

Die  Resolvente  F(v)  =  0  ist  also  nach  der  in  §.  156  ein- 
geführten Bezeichnung  eine  Totalresolvente  von  f{x)  =  0, 
und  ihre  Gruppe  muss  von  gleichem  Grade  sein,  wie  die  Gruppe 
von  f(x)  =  0,  deren  Grad  1 .  2  .  3  .  4  .  5  =  120  ist.  Da  F(ß) 
auch  irreducibel  ist,  so  ist  die  Pennutationagruppe  unter  den 
Indices  der  sechs  Grössen  v  transitiv.  Sie  ist  vom  Grade  120, 
während  der  Grad  der  symmetrischen  Gruppe  der  Permutationen 
von  sechs  Ziffern  6.120  ist.     Damit  haben  wir  den  Satz: 

Die  symmetrische  Permutationegruppe  von  sechs 
Ziffern  bat  einen  transitiven  Divisor  vom  Index  6. 

Um  diese  merkwürdige  Gruppe,  die  wir  mit  0  bezeichnen 
wollen,  zu  finden,  haben  wir  nur  den  Einfluss  zu  untersuchen, 
den  die  sämmtlichen  120  Permutationen  der  x  auf  die  v  oder 
auf  die  Grössen  (11)  des  vorigen  Paragraphen  ausüben. 

Wir  haben  nun  früher  gesehen  (§.  153,  2.),  dasa  die  Trans- 
positionen (0  1)  (0  2)  (0  3)  (0,  4)  durch  wiederholte  Zuaammon- 
t       t,    ]      g  y    m  t     che  Gruppe   der  Permutationen  von 

ffZffn  g         Eg  nügt  also,   den  Einfluss  dieser  vier 

T        1      t  f  i     I  d    es  der  v   zu   ermitteln.     Durch  An- 

w  nl  r        t      t        (0,  1)    geht  Jeder   der  Ausdrücke 

(11)         11  n       1      Äisdrücke   (12)  über  und  umgekehrt, 

u    1  w  nn  f       d  er  genannten  Transpositionen  diese 

Ad  tt  It  b  It  man  die  folgenden  vier  erzeugen- 

1       Pntt        ujtre     3t,  jr4  der  Gruppe  C 


(0.  1): 

I.  =  (1,  3)  (2,  5)  (4,  6) 

(0,  2): 

jr,  =  (1,  4)  (2,  3)  (5,  6) 

(0,  3): 

It,  =  {1,  5)  (2,  6)  (3,  4) 

(0,4): 

%  =  (1,  6)  (2,  4)  (3,  6) 

WO   sich  die  in  den  ji  vorkommenden  Tranapositionen  (1,  3)  .  ,  . 
auf  die  Indices  der  w  oder  der  v  beziehen. 

Unter  den  120  Permütationen  der  Gruppe  C  kommen  unter 
anderen  auch  vor 
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jiiJT,  =  (1,  2,  6)(3,  4,  5) 

it^it^it,.         =  {1,6,  5,4) 

3ii%%3r4     =  (2,  4,  6,  3,  5) 

(%jrgrc3  3T()s  =^  (2,  3,  4,  5,  6). 
Hiernach  lässt  sich  leicht  eine  zur  Gruppe  C  gehtJrige  Func- 
tion der  sechs  Grössen  v  bilden. 
Eine  Function,  wie 

bleiht  durch  jTi  und  durch  31,%  ungeändcrt;  wenden  wir  darauf 
aber  die  Potenzen  der  cyklischen  Permutation  (2,  3,  4,  5,  6) 
an,  so  gehen  daraus  fiinf  Functionen  hervor,  die  wir  so  be- 
zeichnen wollen: 

Vi   -f-  »3^6   +  f3«ä 

(2)  Wj  =  v^Vj  +  VjVs,  +  Wä«t 

+  %«4  +  "B^e 
^o^  =  ViVt,  +  v^Vi  +  ViV^. 
Wenn  wir  auf  die  Functionen  (2)  die  Permutationen  Wi,  je,, 
%,  3^4   anwenden,    so    gehen  diese  Functionen   nur  in   einander 
über,  und  zwar  in  folgender  Weise : 

JTj    z=   (lud,  Ml),       JTj    ^  (Wo,  Ws),      ffj    =  (Wo,  Ws),       314   =   (Wo,  MI4), 

d.  h.  die  OT,,  %,  JE3,  ^4  entsprechen  den  Transpositionen  (0,  1), 
(0,  2),  (0,  3),  (0,  4)  unter  den  Indiees  der  w,  und  also  entspricht 
nach  §.  153,  2.  der  ganzen  Gruppe  C  die  symmetrische  Gruppe 
der  Indices  der  ic.  Eine  symmetrische  Function  der  fünf  Grossen  w 
die  nicht  zugleich  eine  symmetrische  Function  der  v  ist,  wie  die 
Summe  der  w,  ist  also  eine  zu  G  gehörige  Function. 

Man  kann  z.  B.  die  Summe  der  Quadrate  dafür  nehmen 
TT  =  Mjjf  -|-  w^  +  w^  -\-  w^  -]-  wl-, 
oder  eine  Function 

(l  —  Wo)  (.1  --  li'i)  (X  —  tik)  (k  —  wi)  {X  —  «04) 
für  ein  beliebiges  rationales  l. 

Eine  solche  Grösse  W  ist  die  Wurzel  einer  irreducibleu 
Gleichung  6*™  Grades,  deren  Coefficienten  symmetrische  Func- 
tionen der  sechs  Grössen  v  sind. 
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Achtzehnter   Abschnitt. 
Wurzeln  metacyklischer  Gleichungen. 


§.  183. 

Stellung  der  Aufgabe.     Hiili'ssatn. 

Wir  haben  im  vorigen  Abschnitte  allgemeine  Kennzeichen 
gefunden,  durch  die  man  entscheiden  kann,  ob  eine  vorgelegte 
Gleichung  von  Primzahlgrad  metacyklisch  ist  oder  nicht.  Da- 
mit ist  aber  der  Gegenstand  noch  bei  Weitem  nicht  erschöpft. 
Es  handelt  sich  vielmehr  nach  der  Form  der  Problemstellung, 
wie  sie  von  Abel  herrührt,  darum,  ein  Verfahren  anzugeben, 
nach  dem  man  alle  raetacyklischen  Gleichungen  finden  kann. 
In  dieser  Form  ist  das  Problem,  über  das  Abel  nur  kurze  An- 
deutungen ohne  Beweise  hinterlassen  hat,  von  Kronecker  auf- 
genommen worden,  und  in  der  Weise  vollständig  gelöst,  dass  zu- 
nächst nicht  die  Gleichungen  selbst,  sondern  ihre  Wurzeln 
gefunden  werden  ■),  So  hat  Kronecker  fiir  jede  Primzahl  n  einen 
Ausdruck  angegeben,  der  aus  einem  gegebenen  Körper  ß  durch 
wiederholtes  Wurzelziehen  abgeleitet  ist,  und  der  die   doppelte 

')  Abel,  Sur  la  i'eaolutioii  algebriqne  des  equationa  (Oeuvres  completes, 
ed.  Sylow,  tome  II,  p.  217),  Brief  an  Grelle  am  14.  März  1826  (Oeuvres 
tome  II  p  2116)  —  Krouecker  üeber  die  algebraisch  auHöabaren  Glei- 
cbungen  Monatabeiiohte  det  Beil  Akademie  1853,  1856.  —  H.  Weber, 
Ueber  algebraisch  auflösbare  Gleicbnngen  von  Prirazahlgrad.  Sitzunga- 
berichte  der  Gesell ■jcliaft  sur  Beffirdernng  der  Natur wiasenscliafteu  zu  Mar- 
burg 1892  D  e  folgendp  DarstflluDg  i  t  s,egea  die  dort  gegebene  verein- 
facht und  la  eineni  Punkte  beiichtiat 
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Eigenschaft  !iat,  dass  jede  Wurzel  einer  irreducibleu  metacykli- 
schen  Gleichung  n'™  Grades  in  £1  in  diesem  Ausdruck  enthalten 
ist,  und  dass  auch  umgekehrt  jeder  solche  Ausdruck  einer  irre- 
duciblen  Gleichung  «""  Grades  in  £1  genügt. 

Die  Grundlage  für  diese  Untersuchung  liefern  uns  die  Resol- 
venteu  von  Lagrange. 

Es  sei  jetzt  n  eine  Primzahl,  x^,  x^,  x^  .  .  .  x„—i  sei  ein 
System  unabhängiger  Variablen,  und  die  Bezeichnung  so  gewählt, 
dass  x„  =  Xa,  iCn^.,  ^  %  ...  ist.  Endlich  sei  £  eine  «.*«  Ein- 
heitswurzel.   Wir  setzen  dann 

(1)  {S,  x)  =^  X^  -\-  IXj  -f-  E'^X^  ~\-  •  ■  •  -\~  *"~'^n-l  =   !S    6''a"s. 

Diese  Ausdrücke  haben  wir  schon  im  vierzehnten  Abschnitte 
unter  dem  Namen  der  Resolventen  von  Lagrange  kennen 
gelernt,  und  wir  haben  dort  (§.  164)  ihr  Verhalten  gegenüber 
den  cyklischen  Permutationen  untersucht. 

Es  kommt  jetzt  darauf  an,  den  Einfluss  linearer  Permu- 
tationen von  der  im  §.  180  betrachteten  Art  auf  diese  Functionen 
festzustellen. 

Wir  schicken  einen  Hülfesatz  voraus,  den  wir  eigentlich  nur 
aus  dem  Früheren  zu  reproduciren  brauchen.  Die  imaginären 
n*™  Einhoitswurzeln  b  sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung  X  =  0,  wenn 

(2)  x  =  |"->  +  |«-^H hl  +  1 

gesetzt  ist,  und  |  eine  Variable  bedeutet. 

Die  Function  X  ist,  wie  wir  früher  gesehen  haben  (§.  134), 
irreducibel  im  Körper  It  der  rationalen  Zahlen. 

Legen  wir  irgend  einen  Körper  ß  zu  Grunde,  in  dem  X 
irreducibel  ist,  und  leiten  daraus  den  Körper  il(E)  ab,  der  aus 
allen  rationalen  Functionen  von  a  mit  Coefflcienten  in  ß  besteht, 
so  ergiebt  sich  nach  §.  142,  daaa  jede  Grösse  dieses  Körpers  auf 
eine  und  nur  auf  eine  Weise  in  die  Form 

(3)  C,  +  CiE  +  CafS  -I [-  c^-^i"-^ 

gesetzt  werden  kann,  worin  die  c  Grössen  in  ß  sind. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  diese  Form  der  Grössen  in 
iJi(a)  die  Normalform  nennen  und  wollen  also  den  Satz  aus- 
sprechen : 

1.    Ist   ß    ein   Körper,    in    dem    die    Kreistheilungs- 
gleicbung    X^O   irreducibel   ist,    so   kann  jede 
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GrÖBse   des   Körpers   il(e)   nur   auf  eine  Weise  in 
die  Normalform 

*{j)   —   Co   +   C,  S   +    CgSä   -^  ■   ■  ■  +   C„_af"-ä 

gebracht  werden,   worin  die  Coefficienteii  c  in  ß 

enthalten  sind. 
Wir  können  in  diesem  Satze  für  ß  den  Körper  nehmen,  der 
ans  B  durch  Ädjunction  Yon   n   unabhängigen  Variablen  x^^x-^, 
%  .  .  .  iC«— 1    entsteht;    denn    wäre    X    in   diesem    Körper    redu- 
cibel,  also 

X=  X,  x„ 

wo  Xi,  X^  ganze  Functionen  von  e  und  rationale  Functionen 
der  X  sind,  so  konnte  man  für  die  Variablen  x„,  Xi  .  .  .  x„-i 
solche  rationale  Zahlen  setzen,  dass  Xi,  X-i,  ohne  ihren  Grad  in 
Bezug  auf  b  zu  ändern,  in  Functionen  in  R  übergehen  (§.  143), 
und  dieses  widerspricht  der  Irreducibilität  von  X  in  R. 

Dieser  Körper  Sl  hat  verschiedene  Divisoren,  in  denen  X 
gleichfalls  irreducibel  ist,  und  die  also  alle  im  Theorem  1.  für 
ü  genommen  werden  können.  Solche  Divisoren  erhält  man, 
wenn  man  irgend   eine   Permutationsgruppe  P  der  n  Ziffern 

0 ,  1 ,  2  ,  .  .  w  —  1  festsetzt  und  den  Inbegriff  aller  rationalen 
Functionen  der  x^,  x,  .  .  .  x„-.i  in  JJ  betrachtet,  die  die  Permu- 
tationen dieser  Gruppe  gestatten. 

Der  Inbegriff  aller  dieser  Functionen  bildet  offenbar  einen 
Körper,  und  so  bekommt  man  zu  jeder  Permutationsgruppe  der 
n  Ziffern  einen  bestimmten  zugehörigen  Körper  Sl.  Man  kann 
die  Grössen  eines  solchen  Körpers  rational  darstellen  durch  die 
symmetrischen  Functionen  der  x  und  durch  eine  zu  der 
Gruppe  P  gehörige  Function. 

Wir  nennen  den  so  bestimmten  Körper  ß  den  ku  der 
Gruppe  P  gehörigen  Körper.     Jeder  solche  Körper  kann  in 

1.  die  Stelle  von  ifi  vertreten.     (Vgl,  §.  152.) 

Wir  können  also  den  zweiten  Satz  aufstellen: 

2.    Wenn  eine  rationale  Function  0(3^0,  x^  .  .  .  ^„„.i,  e) 

des  Körpers  iß(e)  ungeändert  bleibt,  wenn  auf  die 

Indices  der  x  die  Permutationen  einer  Gruppe  P 

angewandt  werden,  so  gestatten  auch  die  Coeffi- 

cienten  c^,  c^,  c^  .  .  .  Cn~2    der    Normalform   von   $ 

die  Permutationen  von  P. 

Ist  ^(f)   irgend   ein  Element  des  Körpers  ß(£),   so  erhält 

man  die  conjugirten  Grössen,  wenn  man  für  e  irgend  eine  andere 
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Wumel  von  X  =^  0  setzt,  also  die  Substitution  (e,  b'^)  für 
A  =^  1 ,  2  .  .  .  w  —  1  ausführt.  Alle  diese  Körper  sind  wieder 
in  £l(i)  enthalten;  sie  sind  also  mit  einander  identisch,  d.  h. 
£l{s)  ist  ein  NorraalkÖrper.  Wenn  eine  Grösse  ${f)  die  Eigen- 
schaft hat,  ungeändert  zu  bleiben,  wenn  e  durch  alle  e''  ersetzt 
wird,  80  ist  sie  selbst  in  Si  enthalten.  Dies  folgt  schon  aus  den 
allgemeinen  Sätzen  des  §.  144.  Wir  sehen  aber  die  Richtigkeit 
sofort  ein,  wenn  wir  unter  der  Voraussetzung  *P(s'')  =  ^(e) 


^(^)  =  r^    ^S(E'')=..„- 


w  —  1 


setzen,  woraus  dann  nach  2.  zu  schliessen  ist,  dass  Cj,  c^  .  .  .  c„_a 
gleich  Null  sind.     Also : 

3.  Wenn  eine  Grösse  in  £l(£)  die  sämmtlichen  Sub- 
stitutionen (e,  f'')  gestattet,  so  ist  sie  in  il  ent- 
halten. 

§.  184. 
Sätze  über  die  Eesolventen. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Lagrange'sohen  Resolventen  (e^x) 
unter  der  Voraussetzung,  dass  s  eine  imaginäre  «'»  Einheits- 
wurzel und  die  x  unabhängige  Variable  sind,  und  wenden  darauf 
die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  an. 

Wir  untersuchen  zunächst    den   Einfiuss   der  linearen  Per- 
mutationen auf  {s,x);  dazu  genügt  es,   wenn   wir  den  Einfluss 
der  beiden  erzeugenden  Substitutionen 
(1)  s  =  (Ä,  Ä  +  l),    t  =  (k,(ih) 

feststellen,  worin  das  nach  dem  Modul  n  genommene  k  die  Indices 
von  X  durchläuft  und  g  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  n 
bedeutet  (§.  180). 

Wenden  wir  aber  auf 

(2J  (e,  x)^  Xf   ~\-  SXi  +  B^Xi  -f  ■  ■  ■  +  B"-^Xn^i 

die  Substitution  s  an,  so  geht  diese  Function  über  in 

Xi  -j-  SX3  -\-  £^X<i  -|-  .  .  .  -f-  B"-^Xg  ^=  £-'(s,  x). 
Der  Einfiuss  der  Substitution  s  ist  also,  dass 
(e,  x)      in      £-1  (fi,  3;) 
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Gehen  wir  iimi  zur  Substitution  (  über  und  setzen  in 

(2)  {e,x)  =  X,  -i-^^j"^:. 
Xjih  für  Xh,  so  gellt  diese  Function  über  in 

(3)  x,  +  l>-x„. 

In  dieser  Summe  kann  h  ein  beliebiges  Restsystem  nach 
dem  Modul  n  durchlaufen  mit  Ausschluss  von  0,  und  wir  können 
also  h  durch  fj-^h  ersetzen;  dadurch  wird  die  Summe  (3) 

Xo  +  ^£B~'''Xk  =  (i»"',  x). 
Wendet  man  die  Permutationen  s  und  t  wiederholt  an,  so  er- 
giebt  sich  der  Einhuss  von  s'',  ('-,  der  in  den  Vertauachungen 

(B,         X),  (i^  '■;         X) 

bestellt,  speciel)  also  für  X  =■.  —  1 

(e,  x),     b  {£,  x) 

und  wir  bekommen  den  folgenden  Satz: 

4.  Die  erzeugenden  Permutationen  der  metacykli- 
schen  Gruppe,  s,  t,  bewirken  die  Vertauschungen 
(s):      (,,x),     B-^(^,x)i  (s-i):      (B,X),      B(8,X) 

(t) :     (b,  x\     (bs  ',x);  (( - 1) :     {s,  x),     (s»,  x). 

Aus  2.  und  4.  aber  ergiebt  sich,  weil  s  die  erzeugende 
Permutation  der  cyklischen  Gruppe  ist,  die  Folgerung: 

5,  Stellt  man  die  Functionen 

(4)  (s,  xy  =  »(.),    (.',  X)  (s,  xr'  =  F{i) 

in   der   Normalforra   [§.  183,   (3)]  dar,   so   sind   die 
Coei'ficienten  cyklische Functionen  \onxo,Xi  ...a;„_i 
(§•  163). 
Hierin  kann  X  jede  beliebige  ganze  Zald,  die  nicht  durch  n 
theilbar  ist,  bedeuten. 

Aus  der  Function  -F(f)  entspringen,  wenn  wir  l  =  g  an- 
nehmen und  für  £  seine  n —  1  verschiedenen  Werthe  setzen,  n  —  1 
Functionen,  die  alle  durch  s  ungeandert  bleiben,  und  die  wir 
folgeiidermaassen  bezeichnen  wollen: 
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MetacykliEChe  Functionen. 


so  dass  also,  wenn  (es,  x)(f,  j;)^*  ^/(e)  gesetzt  wird, 

(6)  /»=/(<•'■) 

ist.  Wendet  man  auf  (5)  die  Permutation  t-^  an,  so  erleiden, 
wie  nach  dem  Theorem  4.  zu  sehen  ist,  die  Functionen 

/.,/„/,.../.-. 

eine  cyklische  Permutation  (0,  1,  2  ...  w  —  2). 

Ausserdem  sind  die  Functionen /v ,  so  laufte  die  x  variahel 
sind,  wie  man  aus  (5)  ersieht,  alle  von  einander  verschieden 
da  sie  in  verschiedene  lineare  Factoren  zerlegt  sind. 

Bilden  wir  also  eine  cyklische  Function  dieser  n  —  1  Grössen 

(7)  CW, /„/..../.-.), 

80  bleibt  diese  sowohl  durch  s  als  durch  (-^,  also  durch  (  utid 
die  ganze  metacyklische  Gruppe  ungeändert,  und  wir  erhalten 
das  Theorem: 

6.  Stellt  man  eine  cyklische  Function  der  Grössen 
/oi  /i  ■  ■  ■/"— 1  i"  der  Normalform  dar,  so  sind  die 
Coefficienten  metacyklische  Functionen  der 
Variablen  x^,  Xi  .  .  .  x„—,. 

Hierbei  ist  unter  einer  metacyklischen  Function  jede  Func- 
tion zu  verstehen,  die  durch  die  Permutationen  der  linearen 
Gruppe  ungeändert  bleibt 

Die  Functionen  /o,  /j  .  .  ./n-2  gehen  aber  auch  cyklisch  in 
einander  über,  wenn  man  die  x  ungeändert  lässt,  und  für  s  die 
Substitution  (e,  e»)  macht.  Wenn  also  die  cyklische  Function  C 
von  den  /  in  ihren  Coefficienten  t  nicht  enthält,  so  bleibt  C 
durch  sämmtliche  Substitutionen  (s,  j'')  ungeändert,  und  wir  er- 
halten aus  3.  das  Theorem: 

7.  Ist  C(ff,  fi  .  .  .f„-2)  eine  cyklische  FuTiction  der 
Grössen  /o,/i  ■  .  . /h— a  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten, so  ist  C  eine  metacyklische  Function 
der  Variablen  Xo,  Xj  .  .  .  3;„_i  mit  rationalen 
Coefficienten. 

Wenn  wir  die  Functionen  fn.fi  .  .  ■  f„—i,  M'ie  sie  durch  (5) 
gegeben  sind,  der  Reihe  nach  zu  den  Potenzen  g"~^;  g"~^  ...  1 
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erheben  und  dann  alles  mwltipliciren ,  und  wenn  wir  noch  be- 
achten, dass  t»"*"'  ^  B  ist,  so  heben  sich  im  Product  der  linken 
Seite  der  Gleichungen  (5)  alle  Reaolventen  mit  Ausnahme  von 
(e,  x)  heraus,  und  es  folgt 

(8)  (s,  «)>-."-'  =ff-'f;-' . . ./,,,. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  X  einen  noch  unbestimmten  giinz- 
zahligen  Exponenten,  so  leiten  wir  aus  (8)  die  folgende  Rela- 
tion her: 

(9)  (.',  xy  =  [(,, X)-'-' (.'■,  «)]  ff-/f-' . . ./,_,. 

Verstehen  wir  unter  j/i  irgend  eine  feste  primitive  Wurzel 
von  n,  so  können  vrir  g  ^:^  g^  -^  In  setzen,  worin  l  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet,  da  ja  die  primitiven  Wurzeln  nur  bis  auf 
Vielfache  von  «  deünirt  sind.     Dann  ist 

und  l  lässt  sich  so  bestimmen,  dass 

"'"'„^  '  s  1  (mo<l  ..) 
wird. 

In  (9)  setzen  wir  nun  unter  dieser  Voraussetzung 

(10)  l  =  ■'"    '  ~  ^  =  ]  (mod  «), 
und  wie  in  (4) 

(11)  FC«)  =  (.'-,«)(.,^)-"  =  ((,»:)■», 

worin  f^  :^  s  und  1  —  A,  was  durch  n  theilbar  ist,  ;=  nli  gesetzt 
ist.     Daraus  erhalten  wir 

(12)        (,,  X)'  =  \F(,)-ffir'fi:-' . . ./._,. 

Diese  Formeln  lassen  sich  verallgemeioem ,  wenn  man  be- 
achtet, dass  die  Functionen  /n,  /i  ■  .  .  /»— a  eine  cyklische  Permu- 
tation erleiden,  wenn  die  Substitution  (s,  £»)  ausgeführt  wird. 
Setzen  wir  also  fest,  dass /^ ^=fi  sein  soll,  wenn  h^h  (mod  n  —  1) 
ist,  und  setzen 

(13)  F{&s')  =  Fy  =  {bs\  a;)"^ 
so  ergiebt  die  Substitution  (e,  j»j  in  (12) 

(14)  (..',  »)■  =  F;fr'fiT,'  ■  ■  ■/.+,.-.. 
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Diese  Formeln  gelten  für  jedes  v,  wenn  wir  aucli  noch  in 
Bezug  auf  die  F^  festsetzen,  dasa  F^  =  Ft  sein  soll,  wenn 
h  ^h  (med  «  —  1)  ist.  Es  ergiebfc  sich  dann  aus  4.,  dass  die 
Functionen  Fq,  F^  ,  .  .  Fk—s  durch  die  Substitution  s  ungeändert 
bleiben,  und  durch  (-^  eine  cyklische  Permutation  erfahren. 

Wenn  wir  hier  die  Exponenten   auf  ihre  kleinsten  positiven 
Reste  nach  dem  Modul  n  reduciren  woUen,  so  setzen  wir 
(15)  g''  —  nq,,  -\-  r,,    0  <L  r^  <  n,    r„  —  1, 

und   die  Zahlen  r»  fallen  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  den 
Zahlen  1,  2  ...  n  —  1    zusammen,   so   dass  r^   immer  =  1   ist. 

Dann  wird  nach  (5) 
(18)  /,^,  =  (.'■,  i)  (/—,  x)-', 

und  wir  setzen  noch 

(17)  i:  =  Kf.'-'fAT---f,^.~,- 

und  erhalten  aus  (14) 

(18)  (i-,  x)-  =  «:/;— /;"+T'  ■  ■  •/:■+—• 

Die  Exponenten  r^  bleiben  uugeändert,  wenn  g  durch  g  —  In 
ersetzt  wird,  sind  also  von  der  Bedingung  (10)  unabhängig  und 
können  aus  einer  beliebigen  primitiven  Wurzel^  abgeleitet 
werden. 

Die  charakteristischen  Eigenschaften  der  in  diesen  Formeln 
vorkommenden  Functionen  /r,  i^,,  *ri  deren  Gesaramtheit  wir 
mit  iüy  bezeichnen  wollen,  sind,  um  es  nochmals  zu  wiederholen, 
folgende : 

o)  Durch  die  cyklische  Permutation  s  =  (h,  h  -{-  1} 
unter  den  Indices  von  x  ändern  sich  die  Func- 
tionen Mv  nicht. 

ß)  Durch  die  lineare  Permutation  t-'^  =  (h,  g-^h) 
unter  den  Indices  der  x  wird  unter  den  Indices 
der  ro  die  cyklische  Permutation  (0,  1,  2  .  .  .  «  —  2) 
hervorgerufen. 

y)  Durch  die  Substitution  ß  =  (*,  £»)  wird  unter  den 
Indices  von  o  dieselbe  cyklische  Permutation 
(0,  1,  2  ...  w  —  2)  bewirkt. 

ä)  Die  cyklischen  Functionen  von  a,  sind  meta- 
cyklische  Functionen  der  a:  und  von  e  frei. 
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Nach  dem  Satze  von  Lagrange  (§.  155)  kann  man  jede 
Function  &,-,  der  die  vier  Eigenschaften  «),  ß),  y),  d)  zukommen, 
rational  im  Körper  Sl  der  metacyklischen  Functionen  von  x  durch 
eine  von  ihnen,  w,.,  ausdrücken,  wenn  nur  die  oju,  w^  .  .  .  o„_a  'On 
einander  verschieden  sind;  man  kann  also  für  diese  Functionen 
die  fv  wählen. 

Denn  bedeutet  u  eine  Variable,  und  ist 

(19)  («  -  «,.)  (..-■.,)•■•(«-  «>.-.)  =  ■P  («), 

SO  gestattet  die  Function  ^(m)  die  Pennutationen  s,  t  und  auch 
die  Substitution  e  =  (f,  f),  und  ist  also  nach  dem  Satze  3.  des 
§,  183  eine  ganze  Function  von  u  mit  in  Bezug  auf  x  meta- 
cyklischen Coei'ficienten  und  unabhängig  von  s. 

Ist  nun  also  @^,  &i  ...  @„_2  ein  Functionensystem,  dem 
die  Eigenschaften  a)  ß)  y)  ff)  zukommen,  so  ist  die  Summe 

eine  ganze  Function  (n  —  a)'""  Grades  von  u,  die  gleichfalls  die 
Substitutionen  s,  t,  6  gestattet  und  die  also  Coefficienten  in  ß  hat. 
Setzt  man 

(21)  |||  =  ®W 

und  setzt  dann  in  (20)  u  =  ra.,  so  folgt 

©,  =  0  (Wv), 
worin   &  eine   rationale  Function   bedeutet,   deren   Coöfficienten 
metacyklische  Functionen  der  x  sind,  und  s  nicht  mehr  enthalten. 


§.  185. 

Wurzeln  metacyklischer  Gleichungen. 

Es  sollen  jetzt  in  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  für 
die  Variablen  x^,  x^  .  .  .  x„-i  die  Wurzeln  |oi  li  -  ■  ■  |n-i  einer 
in  irgend  einem  Körper  Ä  irreduciblen  metacyklischen  Gleichung 
vom  Grade  n  eingeführt  werden,  und  zwar  in  der  Reihenfolge, 
dass  die  metacyklischen  Functionen  der  ^  rational  (in  ß)  sind, 
was  nach  den  Sätzen  des  vorigen  Abschnittes  immer  möglich  ist. 
Wir  machen  aber  dabei  zunächst  noch  zwei  beschränkende  Vor- 
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aus  Setzungen ,  von  denen  wir  nachträglich  claa  Resultat  wieder 
befreien  werden.    Diese  Voraussetzungen  sind: 

1.  dass  durch  diese  Substitution  der  g  für  die  x  keine  der 
Resolventen  (e,  |),  in  der  s  eine  imaginäre  w"  Einheits- 
wurzel ist,  verschwindet. 

Nach  (13),  (16),  (17),  §.  184  bekommen  dann  die  Functionen 
fy,  Fr,  0t  bestimmte  von  Null  verschiedene  Werthe  und  wir 
machen  die  zweite  Voraussetzung, 

2,  dass  durch  dieselbe  Substitution  nicht  zwei  der  Func- 
tionen /o,  fi  .  .  ./„_i  einander  gleich  werden. 

Wir  nehmen  an,  es  gehe  durch  die  Substitution  der  ^  für 
die  X 

u  /,  . . .  j.^, 

in 

so  dass  also  die  fcd,  \  . . .  h^—^  von  einander  verschieden  sind,  und 

in 

Äo,  ifi  .  .  .  En^^ 
über,  wo  aber  unter  den  K  auch  gleiche  vorkommen  können. 

Wegen  der  Eigenschaft  S)  der  Functionen  /v  sind  die  Grössen 
Äo,  ^1  .  .  .  Tin-i  die  Wurzeln  einer  cyklischen  Gleichung  (n —  l)**" 
(also  geraden)  Grades  i){u)  =^  0,  so  dass,  wenn  w  eine  Variable 
bedeutet, 

(1)  ^(m)  =  (m  —  fco)  (m  —  &,)...  (m  —  fc„_s) 

eine  I'unction  (w  — ■  1)*™  Grades  von  m  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  ist.  Die  Grössen  fc^,  fc,  ...  fc„_2  können  rational  durch 
einander  ausgedrückt  werden  in  der  Form 

(2)  Äi  =  @(fc„),  Äg  =  @(fti),  .  .  .  it„_i  =  &(K-^\  h  =  0(fc«-i) 
(§■  163). 

Ebenso  können  die  Grössen  K,  nach  dem  Schlusssatze  des 
§.  184   durch  die  hy  ausgedrückt  werden,  und  zwar  in  der  Form 

(3)  Ko  =  0(h),    K,  =  0{k,),  . . .  ä;_ü  =  *(ft„-s), 
worin  0  eine  rationale  Function  (in  S?)  bedeutet. 

Danach  liefert  uns  die  Formel  (18),  §.  184  folgendes  Resultat: 
Wir  setzen  zur  Abkürzung 

(4)  t,  =  VS, 
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und  erhaUen 

(6)  (.",  i)  =  ICt',-'  <-7'  . .  .  Ct  ,_„ 

und  wenn  man  diese  Formeln  alle  addirt,  und  noch  die  rationale 

Grösse  (1,  x)  =  A  setzt: 

(6)  ni^^A  +  £f^<''-'<;T'  ■  ■  ■  <\«-r 

Nach  §.  184,  (16)  und  (17)  sind  die  Grössen  lü  und  h  alle 
von  Null  verschieden. 

Durch  (6)  ist  eine  der  Wurzeln  S,  dargestellt. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 

R,  ^  kl^-^  kl«^-^  .  .  .  K  +  »-., 

und  schreihen  (6)  in  der  Form 

(7)  «go  =  ^+-ff<,V'ii"o+-ffiV'^4 \-K„-2VX^, 

so  ist  also  lo  durch  n  —  1  Radicale  m'™  Grades  ausgedrückt, 
von  denen  jedes  an  sich  n  verschiedene  Werthe  haben  kann. 
Diese  Werthe  können  aber  nicht  von  einander  unabhängig  sein, 
weil  sonst  die  Anzahl  der  Werthe  von  ^,  die  sich  aus  (7)  er- 
geben, zu  gross  wäre.  Man  erhält  in  der  That  aus  (5),  wenn 
man  nach  §.  184,  (16) 

(.%|)(E'-.-^|)-^  =  fc._. 
setzt, 

(8)  Kr  yB,  =  -£?_!  k,_ly^zif, 

und  kann  also  hiernach  alle  diese  Radicale  rational  durch  eines 
von  ihnen  und  durch  kv  ausdrücken. 

Der  Ausdruck  (6)    hat   aber   vor   (7)   den    grossen   Vorzug, 

dass  er,  wie  man  auch  die  n  —  1  Itadicaie  Vky  be- 
stimmen mag,  doch  nur  «verschiedene  Werthe,  nämlich 
die  n  Wurzeln  |  darstellt. 

Um  dies  nachzuweisen,  bezeichnen  wir  mit  £(,,  e^  .  .  .  £„_a 
irgend  ein  beliebiges  System  n"*  Einhoitswurzeln ,  und  ersetzen 
in  (ö) 

vk.  Vh ■■  ■     y^^2 

durch 

£„  y¥,,  £,  v^ . . .  £„_2  yk^2- 
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Dann  geht  (5)  in   eine  andere  Form  über,   die   wir   so  dar- 
stellen 

(9)  nl  ^  ^  -H  S_iViC<''-^<;7'  ■  ■  ■  C+n-3. 

woriii  Ey  eine  «'*'  Einheitswnrzel  ist,  die  durch  s  so  ausgedrückt 
wird: 

(10)  ^'  =  <""'  ^''+7'  ■  ■  ■  <V«-s- 

Nun  ist  nach  der  Definition  von  r^  [§.  184,  (15)] 

(11)  r-v  ^  gvx-i  (mod  n), 

und  nach  (10),  da  der  Index  von  r  nach  dem  Modul  w  ^  1  au 
nehmen  ist, 

_E,_,  =  6;|i,7ä  a;«-=  .  .  .  <V"-3 


(12) 


E,^  E'i    ,  =  K"- 


Sind  also  die  s  irgend  wie  bestimmt,  so  ergieht  sich 
(13)  E,  =  e;»~ä  £;—-'  .  .  .  £;"_,, 

und  dadurch  sind  nach  (12)  die  übrigen  Ey  vollkommen  bestimmt. 
Also  ergeben  sieh  in  der  That  nur  «  Werthe  aus  (6),  die  man 
z.  B.  dadurch  erhalten  kann,  dass  man  einem  der  Radicale  ty 
seine  verschiedenen  Werthe  beilegt.  (Man  vergleiche  hiermit  die 
Cayley'sche  Auflösung  der  cuhischen  Gleichungen  §,  36.) 

Will  man  die  Grössen  §0 ,  |i  .  .  .  S«_i  in  der  Reihenfolge 
bestimmen,  die  der  Bildung  der  cyklischen  und  metacyklischen 
Gruppe  zu  Grunde  liegt,  so  muas  man  in  (5)  vor  der  Summation 
mit  £~'"'v  multipliciren  und  findet  (§.  133) 

(U)  nlh  ^  A  +  i:i-'"'vZ^T;''-i'<1.-=  .  .  .<V«-ä, 

worin  eine  veränderte  Bestimmung  der  Radicale  nur  eine  cyklisohe 

Vertauschung  der  %^  bedingt. 

§.  186. 
Befreiung  von  den  beschränkenden  Voraussetzungen, 

Es  wäre  eine  wesentliche  Beschränkung  dieser  Untersuchun- 
gen über  auflösbare  Gleichungen,  wenn  die  Voraussetzungen  1.,  2. 
des  vorigen  Paragraphen  aufrecht  erhalten  werden  müssten. 

Waber,  Alg*™.    I.  41 
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Das  ist  aber  nicht  iiothweüdig,  wie  wir  jetzt  nachweisen 
wollen. 

Es  seien  jetzt  %,  tj^  .  .  .  »j«_]  die  n  Wurzeln  irgend  einer 
irreduciblen  metacyklischen  Gleichung  «*™  Grades. 

Wir  führen  die  neuen  Unbekannten  lo,  |i  .  .  .  |„_i  durch 
ein  System  von  Gleichungen 

ein,  worin  i/'(y)  eine  ganze  Function  (w  —  1)*™  Grades 

(2)  i>(y)  =  0,  -|-  fl,j;  4-  «ä^»  H 1-  a„-iir~' 

mit  unbestimmten  Coefhcienten  aus  dem  Körper  S  bedeuten 
soll.  Wir  nehmen  aber  an,  dass  die  n  Grössen  ^o.  li  ■  -  ■  ^n-i 
von  einander  verschieden  sind ;  dann  sind  auch  die  |  die  Wurzeln 
einer  irreduciblen  metacyklischen  Gleichung,  und  durch  (i)  ist 
eine  Tschirnhausen-Transformation  ausgedrückt  (§.52);  |o 
ist  ein  primitives  Element  des  Körpers  ^(ijo);  folglich  sind 
die  Körper  SJ(|o)  und  ff{ijo)  und  ebenso  die  conjugirten  Körper 
S(|r)  und  S(jj,.)  mit  einander  identisch.     Es  ist  also  auch,  wenn 

(3)  z(i)  =  S.  +  S,ä:  +  S,a:>  H h  K-,x-' 

gesetzt  wird,  worin  die  Goefficienten  6  gleichfalls  Grössen  in  ^ 
sind, 

(4)  n,  =  z(U,  '?,  =  i(ä,)-.-i.-.  =  »(l»-.)- 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  man  über  die  Goeffi- 
cienten «0,  (h  ■  ■  •  «n-i  '"  (1)  so  verfügen  kann,  dass  die  Voraus- 
setzungen 1,  und  2.  des  vorigen  Paragraphen  für  die  |  erfüllt 
sind. 

Denn  betrachten  wir  die  «  als  unabhängige  Variable,  so 
werden  die  durch  (1)  bestimmten  ^  gleichfalls  Variable,  die  mit 
den  «  durch  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender 
I>e,termiiiante  zusammenhängen.  Die  Determinante  dieser  Substi- 
tution ist  nämlich 

1.     'ijn,        jjij^       .  .  .  j;J'"~ 

1,   ^1,     »?/    ■ .  ■  Tr 

d.  h.  gleich  dem  Difterenzenproduct  der  tj,  das  nach  der  Voraus- 
setzung von  Null  verschieden  ist. 

Die  Functionen  (e,  x)  und  die  Differenzen/«  — /p,  die  nach 
§.  184  nidit  versrhwindonde  Functionen  der  Variablen  Xa,Xi  ..-.x„-i 
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sind,  gehen  also,  wenn  für  die  x  die  Substitution  x/^  ■=  ip {■/}),) 
gemacht  wird,  in  Functionen  der  Variablen  a  über,  die  auch 
nicht  identisch  verschwinden  können.  Nach  dem  Satze  §,  143,  1. 
kann  man  also  für  'die  Grössen  a^,  %.  .  .  «„_i  solche  rationale 
Zahlen  setzen,  daas  die  Functionen  (e,  x)  und  die  Differenzen 
fu  — /ß,  die  dann  also  in  (b,  |)  und  in  ha  —  kß  übergehen, 
von  Null  verschieden  werden,  und  da83  auch  die  g),  von  einander 
verschieden  bleiben,  was  au  beweisen  war. 

Nachdem  also  dies  festgestellt  ist,  führen  wir  das  System 
der  Variablen  x^,  x^  .  .  .  a:„_i  und  ein  davon  abhängiges  System 
von  Variablen  y 

(5)  'Ja  =  X(^a\     Vi  =  l{Xx\  ■  ■  ■  Vn-^i  =  j:(a^«-i) 
ein,  worin  ^  die  Function  (3)  bedeutet,  und  setzen 

(6)  f^^^>  =  &,. 

(t  ^  x) 

Wird  auf  die  Indices  der  x  irgend  eine  Permutation  an- 
gewandt, so  erleiden  die  Indices  der  y  die  gleiche  Permutation. 
Wenn  wif  also  auf  (6)  die  cyklisclie  Permiitation  s  anwenden, 
so  ändert  sich  @y  nicht  (nach  §.  184,  4.), 

Wenn  wir  also  @,  in  der  Normalform  des  §.  183  darstellen, 
so  sind  seine Coefficienten  cyklische  Functionen  von  Xo,  Xi ... x„—i. 

Wendet  man  auf  @»  die  Permutation  i-i  =  (h,  g-^h)  an, 
so  geht  @»  nach  §,  184,  4.  in  &y  +  i  über,  oder  die  ®v  erleiden 
eine  cyklische  Permutation. 

Denselben  Erfolg  hat  aber  auch  die  Substitution  ö  =  (e,  i»), 
und  also  hat  das  System  der  Functionen  &o,  &i  .  .  .  0„_a  die 
Eigenschaften  «)  ß)  y)  d)  {§.  184), 

Nach  dem  am  Ende  des  §.  184  bewiesenen  Satze  geht  also, 
wenn  wir  die  x  durch  die  ^  und  folglich  die  y  durch  die  ij  er- 
setzen, 0,  in  eine  rationale  Function  von  kr 

(7)  Qr=    Qih) 

über,  und. aus  (6)  ergieht  sich 

(8)  (='-,  V)  =  «.('",  I). 

Wenn  man  hierin  für  (fi""',  |)  den  Ausdruck  (5),  §.  185  substi- 
tuirt,  so  erhält  man  für  (f^,  rj)  einen  Ausdruck  von  ganz  der- 
selben Form,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  an  Stelle  von  K^ 
getreten  ist  Q-,  Ky.  Die  Functionen  Qy,  Kr  haben  im  Wesentlichen 
dieselben  Eigenschaften,  wie  die  Function  Kr,  nur  dass  sie  auch 
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zum  Theil  NuU  sein   können.     Durch  dieselbe   Veränderung   er- 
giebt  dann  §.  185  (6)  den  Werth  von  rjf,. 

Damit   sind    also    die  beschränkenden   Voraussetzungen    des 
§.  185  beseitigt,  und  wir  haben  das  allgemeine  Theorem: 

I.  Jede  Wurzel  |  einer  metacykliscben  Gleichung 
vom  Primzahlgrad  n  kann  in  der  Form  dargestellt 
werden 

(9)  l=Ä  +J-_f ><'"-' <ll'  ■  ■  ■  <V«-s' 

worin  A  eine  rationale  Grösse,  fco,,Äi  .  .  -  /Cn-a  die 
von  einander  und  von  Null  verschiedenen  Wur- 
zeln einer  cyklischen  Gleichung  (n  —  1)'™  Grades, 
K,  eine  rationale  Function  von  k,  ist,  deren  Form 
für  alle  v  dieselbe  ist.  Die  Exponenten  r^, 
r,  .  .  .  »"„-a  sind  die  kleinsten  positiven  Reste  der 
Zahlen  1,  g,  g^  .  .  .  g"—^,  wenn  g  eine  primitive 
Wurzel  von  n  ist.     Die  n  Werthe,  die  man  aus  (9) 

erhält,  wenn  man  den  Radicalen  t,  ^^  Vk,  ihre  ver- 
schiedenen Werthe   beilegt,   sind   die   n   Wurzeln 
einer  und  derselben  rationalen  Gleichung. 
Die  Formel  (9)  ergiebt  sich  aus  §.  185  (6),  wenn  A  und  K. 
durch   n  Ä   und  n  Kt   ersetzt    wird ,  was   zur   Vereinfachung   ge- 
schehen ist. 

Das  Theorem  I.  lasst  sich  nun  aber  auch  umkehren. 
Um   das   nachzuweisen,  bezeichnen   wir   mit   s   irgend    eine 
imaginäre  n**  Einheitswurzel  und  setzen 

(10)    ^— i+if-«'^-<iT"...<v.-. 

/i  =  0,  L  2  .  .  .  n  —  1, 
oder  abgekürzt 

(11)  h  =  A^kj^--'K.VBr, 
worin  wie  frülier 

(12)  VBv  =  <"-^<';7^ .  .  .  T^'V^.a 

gesetzt  ist.     Wir  haben   nun   die  Aenderungen   zu  untersuchen, 
die  sich  für  ^^  ergeben,  wenn  wir 

1.  eines  der  Radicalo  r,  =  y^  anders  bestimmen  und 

2.  die  /Co,  l\  .  .  .  Ä',,-2  cyklisch  vertauschen. 
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Wir  wollen  einem  der  Radicale,   etwa  dem  r„,  ein  anderes 
Vorzeichen  geben,  also  die  Vertauschung 
(13)  (t„,  f3t„) 

machen,  wo  ß  ein  beliebiger  Exponent  sein  kann,   und  k  einer 
der  Indices  0,  1  ...  w  —  2  ist. 

In  (12)  hat  das  Radicalr«  den  Exponenten  r„.i-v-„„a  =  *"v-ff-i, 
und  also  entspricht  der  Vertauschung  (13)  die  Vertauschung 

(14)  {yx,  /*"■-"-•  i/^). 

Nun  ist  nach  der  Bedeutung  der  Zahlen  r  allgemein  r^  +  ß 
^  r^Tß  (mod  n),  und  wenn  man  also  die  Vertauschung  (13)  in 
(11)  einführt,  so  geht  Ä  in  Ä  -|-  ^r_„_i  über, 

1.  Es  ruft  also  die  Vertauschung  (13)  unter  den  Indices 
von  ^  die  cyklische  Permutation 

(A,AH-j3r_„_0 
hervor. 

Machen  wir  zweitens  die  cyklische  Permutation 

(15)  (ro,  T„...  T„_a), 
SO  entspricht  diese  den  Vertauschungen 

(16)  (Vr;,  VKTX        (^v,  ÜTv+i),        V  =  0,1,2  ...  n~  2, 
und  ^ft  geht  über  in 

^  ^  +  2;  £"»''->  KyYRy. 

2.  Demnach  erleiden  die  Indices  von  ^  durch  die  Permu- 
tatioii  (15)  die  Permutation 

Betrachten  wir  nun  irgend  eine  rationale  symmetrische  (oder 
auch  nur  metaeyklische)  Function  der  ^: 

s(i.,  I, . . .  {.-,), 

SO  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Wertlie  (10)  einfuhren,  daraus  eine 
rationale  Function  der  Kadicale 

Diese  Function  ändert  sieh  aber  nicht,  wenn  man  cinejn 
dieser  Radieale  einen  anderen  seiner  n  Werthe  giebt,  und  folglich 
muss  die  Function  rational  von  k^,  k^  ■  .  .  }c„—i  abhängen.    Wegen 
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2.  ändert  sich  diese  Function  aber  auch  nicht,  wenn  unter  den  kr 
die  cyklische  Permutation  (Aj,  &i  ,  .  ,  k^-i)  vorgenommen  wird, 
und  weil  nun  die  Grössen  hy  die  Wurzeln  einer  cyklischen  Glei- 
chung im  Körper  J?  sind,  so  ist  die  Function  yS'(^u,  Ix  ■  ■  ■  In-i) 
eine  Grösse  in  ß,  d.  h.  rational.  Wendet  man  dies  auf  die 
Coefficienten  der  Gleichung  an,  deren  Wurzeln  die  Grössen  (10) 
sind,  so  folgt,  daas  diese  Grössen  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
tt""  Grades  in  9:  sind. 

Was  die  Irreducibilität  dieser  Gleichung  betrifft,  so  ist  dar- 
über Folgendes  zu  bemerken: 

Die  Radicale  l/iJ,  sind,  wenn  eines  von  ihnen  rational  ist, 
alle  rational,  und  wenn  eines  irrational  ist,  sind  es  die  anderen 
auch  [§.  185,  (8)].  Welcher  der  beiden  Fälle  eintritt,  hängt 
also  nach  §.  179  davon  ab,  ob  die  Function  x"  —  R^  in  ß 
reducibel  oder  irreducibel  ist.  Ist  sie  reducibel,  so  ist  eine  der 
Grössen  ^^  im  Körper  i?  rational,  und  die  Gleichung  für  |  ist 
reducibel.  Alle  Grössen  g  sind  in  dem  Körper  S(e)  enthalten, 
dessen  Grad  höchstens  gleich  n  —  1  ist. 

Ist  aber  ]fB^  iiTational,  so  ist  x"  —  iJ«  in  ff  irreducibel. 
Jede  Gleichung  0(^„)  ^  0  geht  durch  Substitution  des  Werthes 

von  Ifl  in  eine  Gleichung  ^{yita)  =  0  über,  deren  Ooefficieoten 
in  ff  enthalten  sind,  und  die  also  bestehen  bleiben  muss,  wenn 

]/lia  durch  irgend  einen  seiner  n  Werthe  ersetzt  wird. 

Dadurch  geht  aber  |o  "'  jeden  der  Werthe  |o,  |j  .  .  .  f,i_i 
über,  d.  h.  die  Gleichung  w"""  Grades,  deren  Wurzeln  die  n 
Grössen  |  sind,  ist  in  S  irreducibel. 

Wir  können  also  das  Theorem  I.  so  umkehren: 
II.  Jede  in  der  Form  (9)  enthaltene  Grösse  |  ist  die 
Wurzel  einer  Gleichung  w*™  Grades  in  SJ,  und 
diese  Gleichung  ist  irreducibel,  wenn  man  von 
dem  speciellen  Falle  absieht,  dass  eine  ihrer 
Wurzeln  rational,  die  anderen  in  R(f)  enthalten 
sind. 


y  Google 


§■   187, 
Realitätsverliältnisse. 

Wenn  der  Körper  B  ein  reeller  ist,  so  giebt  es,  wie  wir 
im  §.  180  geseben  haben,  zwei  Arten  von  nietacjldischen  Glei- 
chungen von  Prirazablgrad  n,  solche  mit  einer  reellen  und 
n  —  1  imaginären  Wurzeln  und  solche  mit  lauter  reellen  Wurzeln, 
Ebenso  haben  wir  im  §.  165  gesehen,  dass  es  zwei  Arten  von 
cykliachen  Gleichungen  eines  geraden  Grades  gieht,  nämlich  solche 
mit  lauter  reellen  und  solche  mit  lauter  imaginären  Wurzeln. 

Wenn  nun  die  cyklische  Gleichung ,  deren  Wurzeln  die 
Grössen  hf,,  ftj  .  .  .  kn—i  sind,  zur  ersten  Art  gehört,  wenn  also 
fto,  fci  .  .  .  hn—i  reell  sind  und  die  Radicale  r«,  Tj,  .  ,  .  t„_i  auch 
reell  genommen  werden,  so  zeigt  die  Formel  (10)  §.  186,  dass 
lo  reell,  |ft  und  |_h  conjugirt  imaginär  sind. 

Wenn  andererseits  die  h  i3naginär  sind,  so  ist  nach  §.  165 
liy  und  fc     „_i  conjugirt  imaginär,   und  nach   der  Formel  (8)  in 

§.  185   können   wir   setzen,   wenn  0  eine  rationale  Fiinction  be- 
deutet, ,,_j 

VB^    .^_i    ^0(Jc,){VTy      , 
oder  auch  ,^_j 

Weil  nun  </  eine  primitive  Wurzel  von  n  ist,  so  ist  y  ^  _|_  j 
durch  n  theilbar,  und  die  rechte  Seite  wird  daher  rational,  lie- 
deutet  also  ^  eine  rationale  Function,  so  ist 

imd  diese  Formd  zeigt,  dass 

iilso  dass  y^(fci)  reell  ist.     Daraus  Tolgt,  dass 
J/E"^     und     Vä. 
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conjugirt   imaginär  sind;  denn  erstens   sind   ihre  #™  Potenzen 
conjugii't  imaginär,  sie  selbst  also  zunächst  bis  auf  eine  w'"  Ein- 
heitswurzel als  Factor.     Da  aber  ihr  Product  reell  ist,   so  muas 
diese  w**  Einbeitswurzel  =  1  sein.     Da  nun  ausserdem 
f^^  —  r     „_i  (mod  vi) 

ist,  so  zeigt  die  Formel  (11),  dass  in  diesem  Falle  die  Wiirzelu 
I;  alle  reell  sind. 

Damit  ist  also  der  Satz  für  einen  reellen  Körper  %l  be- 
wiesen : 

Hat  die  cykliscbe  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Ä„, 
fci  .  .  .  ft„_3  sind,  reelle  Wurzeln,  so  ist  von  den  Wurzeln  ^ 
eine  reell,  die  übrigen  imaginär;  hat  diese  cyklische 
Gleichung  imaginäre  Wurzeln,  so  sind  alle  ^  reell. 


Metacykliscbe  Gleichungen  fünften  Grades. 

Durch  die  Sätze  des  vorangehenden  Paragraphen  sind  die 
Wurzeln  einer  nietacyklischen  Gleichung  von  Primzahlgrad  in 
eine  allgemein  gültige  Form  gebracht,  die  es  gestattet,  alle  diese 
Grössen  wirklich  zu  bilden,  wenn  man  die  Kenntniss  der  Wurzeln 
cyklischer  Gleichungen  voraussetzte  Ganze  Systeme  cyklischer 
Gleichungen  jeden  Grades  liefert  uns  z.  B.  die  Kreistheilungs- 
tbeorie,  deren  Wurzeln  die  Kreiatheilungsperioden  sind.  So 
können  wir  also  beispielsweise  für  den  Körper  der  rationalen 
Zahlen  beliebig  viele  metacykliscbe  Gleichungen  bilden.  Dass 
darin  alle  diese  Gleichungen  im  Körper  der  rationalen  Zahlen 
enthalten  sind,  ist  ein  sehr  merkwürdiger  von  Kronecker  her- 
rührender Satz,  den  wir  im  zweiten  Bande  kennen  lernen  werden. 
Hier  wollen  wir  als  Anwendung  und  Veranschaulicbung  des  Vor- 
hergehenden noch  die  specielle  Aufgabe  bebandeln,  in  einem  be- 
liebigen Körper  S  die  Wurzeln  aller  metacyklischen  Gleichungen 
fünften  Grades  zu  finden. 

Dazu  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  wir  die  Wurzein 
/io,  \f  \,  ^  einer  cyklischen  Gleichung  vierten  Grades  allgemein 
bestimmen,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  \,  ^i,  \,  \ 
unter  einander  verschieden  und  keine  von  ihnen 
Null  sei. 
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Als  Grundlage  dient  uns  dabei  die  Function 

(1)  ^v  =  (h  -  l,)  (k,  -  k,), 

die  von  Null  verschieden  sein  muss,  und  die  für  einen  reellen 
Körper  S  immer  reell  ist,  da  entweder  ha,  h,,  k^,  h^  reell  sind 
oder  fej,  fcj  und  ki,  fc,  zwei  conjugirt  imaginäre  Paare  bilden. 

Bei  der  cyklisohen  Permutation  (0,  1,  2,  3)  ändert  w  sein 
Vorzeichen.  Also  ist  das  Quadrat  von  w  eine  cyklische  Function, 
die  nach  Voraussetzung  bekannt  sein  soll.  Wir  setzen  daher, 
indem  wir  durch  die  kleinen  lateinischen  Buchstaben  «,  &,  c  .  .  . 
Grössen  in  B,  also  rationale  Grössen  bezciclmen, 

(2)  «  =  iVF, 

und  bemerken  noch,  dass  jede  Function  der  k,  die  durch  die 
cyklische  Permutation  (0,  1,  2,  3)  ihr  Vorzeichen  ändert,  das 
Product  einer   rationalen   Grösse   mit   yo  ist. 

Es  handelt  sich  dann  nur  darum,  cyklische  Functionen  in 
genügender  Anzahl  zu  bilden,  so  dass  man  die  vier  Grössen  fco,  k,, 
ftj,  fcs  daraus  berechnen  und  durch  von  einander  unabhängige 
rationale  Grössen  algebraisch  ausdrücken  kann. 

Nun  sind  zwei  weitere  cyklische  Functionen 

{h  -  hy  +  {kl  -  k,y,   -^u,  -  h,)  (K  ~  k,)    ' 

und  wir  bekommen  also,  wenn  a,  h  rationale  Grössen  sind, 

.3,  {K^hy  +  {k,-k,r=^%b 

^  ^  (Ä(,  ~  h,y  ^  {\  -  Jc,y  =  8 «]/(.-. 

Die  drei  rationalen  Grössen  n,  &,  c  sind  aber  nicht  von  ein- 
ander unabhängig,  sondern  es  besteht  nach  (2)  und  (3)  zwischen 
ihnen  die  Relation 
(4)  4>  =  »  (1  +  «'). 

Aus  (3)  ergicbt  sich  ferner 


.,.  jt,  -  &ä  ^  2  Vö  + « y; 


und   zwischen    den  beiden  Quadratwurzeln   besteht   die   Relation 
(6)  Vc^Vb^aVc    Vb  —  aV^. 

Bezeichnen  wir   ferner   mit  C  und  B  wieder  zwei  rationale 
Grössen,  so  ist 
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Berichtigungen. 


Seite  182  in  der  Formel,  Zeile  12,  ist  zu  lesen  Xm  statt  Xn- 

Seite  347  in  der  Formel,  Zeile  21,  ist  zu  lesen  i2x^  +  1)^  statt  (2«'  —  1)^ 
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